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厂三田学会雑誌」82卷 3号 （1989年10月）

計量経済学における頑健推定（ly 

養 谷 千 凰 彦

は じ め に

(1)
頑健推定  robust estimation は1964年 Huber の 先 駆 的 論 文 "Robust estimation of a location 

parameter" ( Ânnals of Mathematical Statistics, 3 5 ) に よ っ て 基 礎 が築かれて以来，最 近 20年間に 

著しい発展を遂げている統計学の新しいパラメ一  タ推定法である。

残念ながら，計量経済学の分野においては頑健推定が試みられた例はきわめて少ない。 わずかに 

F a ir 〔6 〕，W elsch〔28〕 の論文を散見するにすぎない。Koenker〔21〕 の "Robust methods in 

econometrics"という頑健法に関するサ— ^イ論文があるが，計量経済学への頑健推定の応用を意 

図した内容ではなく，応用例も含まれていない。 計量経済学の分野における頑健推定の理論と実際 

例はほとんど皆無であるから， 本 論 文 は 計 量 経 済 学 に お け る 頑 健 推 定 の サ ー ベ イ 論 文 で は な 、。頑 

健推定も計量経済学の分析道具の箱の中へ入れるべき有用な方法であることを理論• 応用両面から 

示すことが本論文の目的である。

なぜ頑健推定が必要であるかを考えてみよう。

古典的な線形回帰モデルを用いて実誰分析を行なうとき， モデルにはさまざまな諸仮定が課され 

ている。数学的に定式化されたモデル自体， 1 つの仮説の提示であるが， このモデルは，バラ メー 

タに関して線形であり，誤 差 項 は 平 均0 , 均一分散， 自己相関なしの正規分布に従い， 說明変数と 

は統計的に独立であると仮定される。 分析に用いられる統計的推測方法が， このような諸仮定のい 

ずれかが成立しないとき， いいかえれば， い わ ぱ r理 想モデル」 力、らのわずかな乖離が生じたとき， 

その乖離に過剰に，あるいは敏感に反応し， 「理想モデル」 か ら の 結 論 を 大 幅 に 変 え る な ら ば ，統 

計分析の方法として好ましくない。

古 典的正規線形回帰モデルの仮定の1 つ， 誤差項の正規性を考えてみよう。 これまで正規分布の 

もとで最適と考えられてきた統計的方法のいくつかは，最近数年間の研究によって，正規分布から 

のわずかな乖離に対して， きわめて敏感であることが明らかになってきた。 とすれぱ線形回帰モデ 

ルの誤差項の

( 1 ) 正規性の仮定は適切なのか。

* この研究は慶應義塾学事振興資金による研究助成金を受けている。記して感謝したい。

注 （1 ) robust estimationは 『数学辞典』（第3版，岩波書店）ではロバスト推定と訳されているが，わが

国では頑健推定という訳語が定着しつつあり，本論文もそれにしたがった。
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( 2 ) 正規性からの乖離に対して， 通 常 の 最 小 2 乗推定量は， そして正規性の仮定の下で成立して 

い る 《検 定 やF 検定はどの程度頑健なのか。

( 3 ) 正 規 性 か ら の 乖 離 に 対 し て 、か に 対処すベきか。

という問題が発生する。

本論文は上記(3)に焦点を絞りたい。 論文全体の概要を述べておこう。

1 節では線形回帰モデルにおける誤差項の正規性の仮定について簡単に検討し，正規分布より長 
(2)

い尾をもつ分布の例をあげる。長い尾をもつ分布かどうかは正規性の検定でチニックできない場合 

が多い。 本論文を通して私が採用する方法は，計量経済学ではこれまで使われたことのない順序化 

さ れ た ス チ ュ ー デ ン化残差と正規分布の変位値quantileの比較による正規確率プロットである。

2 節 で 最 小 2 乗 法 と f 検定の頑健性について従来主張されてきた内容を検討し，頑健推定の必要 

性 を 論 ず る 。 3 節では， 正 規 分 布 よ り 長 い 尾 を も つ 分 布 の 例 と し てH uberの 最 小 好 適 分 布 least 

favorable distribution 0 . f .d . ) を説明し， l . f . d . の正規確率プロットを与えた。

4 節 か ら は 頑 健 推 定 を 行 な う た め の 理 論 的 備 で あ る 。 影 響 関 数 （4 節)， 影響関数の有限標本近 

似 （5 節)， 影 響 関 数 に も と づ く 影 響 力 の 尺 度 （6節)， ジ ャ ッ ク ナ イ フ 推 定 法 （7節）の説明をする。 

前 述 の H uberの先駆的論文以来，頑健推定の 分 野 に お け る も っ と も 重 要 な 理 論 的 成 果 はHampel 

〔12〕 の影響関数である。影響関数の観点からみれば， 「外れ値」 に対する頑健推定は被説明変数の 

誤差の方向のみを考え， 説 明 変 数 の 高 い 作 用 点 （説明変数の観測値の平均点から遠く離れた所に位置し 

ている点）のことは考慮されていないことがわかる。最近の研究はこの高い作用点にも頑健なパラメ 

ータ推定へと関心が向いている。 この影響関数の議論は頑健推定との関連ばかりでなく， ジャック 

ナイフ推定法， 回 帰 論 断 の 統 計 量 で あ る C o o k の D, D F F IT S などとも関連をもっている。 した 

がって別々に 論 じ ら れ て き た 回 帰 診 断 と 頑 健 推 定 は 統 一 的 に 用 、られるべき方法であることを強調 

したい。

8 節 か ら 10節は，最 尤 法 を 一 般 化 し たM 推定量を説明する。 そして影響関数と比例関係にある 

M 推 定 の 関 数 の な か で も と く に H uberの が 計 量 経 済 学 に お い て も 有 用 な M ま定値を与える。 

したがって11節 で は Huberの に つ い て そ の 特 徴 を 検 討 し ，総 誤 差 感 度 （g.e.s. ) , 局所方向感度 

( I .S .S .) ,漸近的分散などを計算した。 以 上 11節までが本号の内容である。M 推定量の求め方， 計 

量経済モデルの頑健推定の実際例，応用上生ずる問題とその解決は本論文(2)で示す。

1 正 規 性 の 仮 定

線形回帰モデルの誤差項に正規分布が仮定されるとき，援 用 さ れ る の は 中 心 極 限 定 理C L T であ 

る。計量経済分析の行動方程式の導出にあたって， 経済主体の行動法則から出発し， 次に集計概念

注 （2 ) long tailedあるいはheavy tailedとよぱれる分布のことであり，両すそが厚い，すそが広がって 

いるともいわれる。
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へと進むのは，個人あるいは企業の行動に含まれている確率的要素が， 集計によって平均的な市場

'関係式を導くからである。

r個人の関係式においては確率要素の分布に関する仮定が非常に弱いにしても，すべての市場な

りすべての社会なりについて誘導される平均のあるいは合計の関係式は， 大数の法則によってほぽ

正 規 分 布 す るいくつかの合成確率変数（たとえば，個人の誤差項の合計）によって特性が与えられるの 
(3)

が普通である」

大 数 の 法 則 に よ っ て と い う よ り はC L T によってと言うべきであろう力 'S Haavelmoのこの見解

を，計量経済学者は受け入れてきた。 線形回帰モデルの， とくに集計式の誤差項が無数の非系統的 
(4)

要因の総和であることは認めるとしても， C L T 成立のための条件であるそれら個々の要因のその

総和である誤差項への影響が微小であること， およびそれらの諸要因が独立であることをいかにし

てわれわれは知ることができるのであろう力、。

非系統的要因として処理されたすベての諸要因が何であるかがわかっていないにもかかわらず，

それらの影響力の大きさ， それらの独立性に言及することも奇妙な話である。 なぜなら誤差項の中

に含められている多数の，影響力の小さい，系統的でない諸要因は，管理された実験においてそれ

ぞれ互いに独立となるようにコントロールされた要因ではなく， われわれの想像能力のみがその存
(5)

在と構造を仮定しうるにすぎないからである。

C L T が成立するから誤差項の正規性は正当化されるというよりも， 正規分布が成立している害 

だ か ら C L T がその論拠として援用されるという論理の逆転がここにはある。 モ デ ル が ど の ように 

定式化されようと，誤差項の分布はいつも正規分布が仮定される。 あるいは誤差項は正規分布に従 

う害であり，正規分布をしないとすればモデルが悪いからである， と暗黙のうちに仮定されている。 

19世紀末から20世紀初頭にかけての統計学の世界の雰囲気を表現した次の名言•がある。 「数学者は， 

正規分布は実験によって得られた結果であると信じ，実験者は正規分布を数学の定理であると信じ， 

誰もが正規分布を信じている」（ポアンカレ『確率の計算』（1912)に引用され有名になったLippmanの言 

葉)。 こ の 19世紀末の正規分布信仰の世界にわれわれf t 量経済学者は依然として安住し， 惰眠を貪

っているのではないであ ろ う力、。

モデルは，その定式化，誤差項に関する諸仮定を含めて， いうまでもなく， つねに仮説的である。 

仮説的とはいえ， バラメータを推定し，検定にかけようとする自らのモデルを不適切な諸仮定に立 

脚しているモデルと考えている人はいない。 したがって適切と考えているモデルのバラメ一 タを通 

常 の 最 小 2 乗 法 O L S で推定する。 こ の と き 外 れ 値 ou tlie rと判断される大きな残差があるとき， 

それは系統的要因が欠除しているか， あるいは説明変数のラグ構造が適切でないか， あるいは突発 

的事故や制度変更などに対処していない等々の意味でモデルの定式化が不適切である証拠とみなさ

注 （3 ) Haavelmo〔10〕P. 69.

( 4 ) システマティックに被説明変数に影響を与える要因以外の諸要因のことであり，回帰モデルで一括 

して誤差項として処理されている。

(5 ) 養 谷 〔24〕P. 99〜100,
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れる。 そしてこれは， 残差の大きさなど定式化を変えればどんな風にでも変わるさという自嘲の響

きとなる。 こ の 自嘲には1 片の真実と， 自らのモデルに対する不信表明---どうせ自分のモデルは

大したものじやない—— が混在している。 定式化次第でどんなふうにでも変わる残差であるとすれ 

ぱ， O L S で十分ではないかという論めと， ある意味では居直りでもある。 そしてこのき嘲は，誤 

差項の分布が何であろうと，確 率 誤 差 項 が 平 均0 で均一分散であり， 自己相関をもたず， 線形回帰 

モデルの説明変数と統計的に独立であるならば， 通 常 の 最 小 2 乗 推 定 量 O L S E は最良線形不偏推 . 

定 量 B L U E であり， さらに誤差項が正規分布するならば， O LSE は最小分散不偏推定量になると 

い う O L S への強い信頼感とは全く別である。

ところで，大きな残差は正規分布からの外れ値であり，（無意味なダミー変数を説明変数に含めるとい 

う場合は除いて）定式化を変えれば外れ値ではなくなるのであろう力ん大きな残差はつねに定ま化の 

不適切と考える立場は， 決定係数の高さを競う当てはめゲームへと惰していかないであろう力ん外 

れ値ではないかと疑いをもたれている大きな残差の値が， モ デ ル の 定 式 化 の ミ ス （重要な系統的要因 

が欠除している，あるいは無意味な要因が含まれているという定式化のミス）ではなく，誤差項が正規分布 

よ り 長 い 尾 を も つ （両すその厚い）分布からの実現値とすれば， O L S はむしろ危険である。

実際，他の分野の確率モデルと同様， 計量経済モデルにおいても， 誤差項の分布は正規分布より 

長い尾をもつ分布であることが多いということもわかってきた。

例として，貨幣賃金率変化率，E C か ら 日 本 向 け 輸 出 お よ び1次 同 次 の コ プ •ダ グ ラ ス 生 産 関 数  

の定式化をあげよう。 図 1 , 図 2 , 図 3 はそれぞれ次の(1), (2), (3)式 の 最 小 2 乗残差のスチューデ 

ント化残差れを順序化して， 標 準 正 規 分 布 の 変 位 値 quantile〔この値はrankitsとよばれることもあ 

る）に 対 し て プ ロ ッ ト し た 図 で あ る （以下，正規確率プロットとよぶことにする）。

W DOT=-A. 8475+16. 518(-^)+ 0. 90106 CPIDOT  (U
(-4. 228) (8.184) がレノ (10.759)

斤2=0.932, S=1.69C%), 1.355 1965〜1987年度
ししし

^ ^ 0 て= 貨 幣 賃 金 率 変 化 率 〔％)

R u = 完全失業m  (% ) 

c /Y zx ? r= 消 費 者 物 価 変 化 率 （％)

係 数 の 下 の （ ） 内 の 値 は #値

log QXECJ%=L 9221 + 1.0532 log GNPJ%-1. 2711 log( )
(1.996) (8.702) (-3.029) /_i

斤2=0. 923, 5ニ0.113, D W = l.m 2  1967〜1987年度
で

QXECJ% ='ECか ら 日 本 向 け 輸 出ひ987年基準，億 ドル） 

GiVf7$ = 日 本 の 実 質 GNP (1987年基準，100億 ドル） 

P X E C % = ^C の 輸 出 価 格 指 数 （1987年= 1 0 0 ,ドル建て）
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図 1 W7J07'の正規確率プロット

4.00

Ti

2.00

0.00

- 2.00

m 2 log QXECJ$の正規確率プロット

2.00

+ダ

+-K

0.00

- 2.00

- 2.00 0.00 2.002.00 4.00 

ランキッツ 

図 3 log V L の正規確率プロット

0.00 2.00

ランキッツ

3.00

Ti

1.00

- 1.00

-3.00

-H；

+パ’

-3.00 -1.00 1.00 3.00

ランキッツ

P P T //$=日本の卸売物価指数（1987年= 1 0 0 ,ドル建て）

log VL=5.2573+0.43774 log KL  
(11. 768) (9.161)

(3)

タ2=0.62も 5=0.200 1987年度製造業51産業

こ こ で VL, K L は, ともに資本金10億円以上の法人企業の値であり，

ニ 従 業 員 1 人 当 り 粗 付 加 価 値 額 （千円）

労 働 装 備 率 （千円）

である。

(1)〜(2)式の推定に用いたデータはすべて本論文の（2)に掲げる。 こ れら3 式 の 最 小 2 乗残差を

とすれぱ， ス チ ュ ー デ ン ト 化 残 差 r i は

fv-
et

s ( l— /?")‘
(4)
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によって与えられる。 こ こ で s = 誤差項の標準偏差の推定値， んi = ハ ッ ト 行 列 //の 対 角 要 素 で あ

る。 図 1 〜 図 3 の riは(4)で 与 え ら れ る n を小さい順に順序化した値とランキッツとの対応である。、

図 1 , 図 2 , 図 3 いずれもC0〜(3)の線形回帰モデルの誤差項の分布は正規分布より長い尾をもつ

分 布 に 従 っ て い る と い う こ と を 示 し て い る （次節参照)。真の分布が正規分布より長い尾をもつ分布

であれば，正規分布のもとでは外れ値と判断される極端な値が観測される可能性は高い。 O L S は

すべての残差に等ウュイトを与えるから， （絶対値で）極端に大きい残差にも小さい残差と同じウュ

イ ト 1 を与え, したがってこのような極値に対してO L S は無防備である。 す な わ ち O L S は， 正

規 分 布 の 仮 定 の も と で は r外れ値」 とみなされる値に対して無防備であり， こ の 「外 れ 値 」 の’

O L SE への影響は大きく現れる。

このように真の分布が正規分布より長い尾をもつ分布であり， r外れ値」 とみなされる値が， 正

規分布のもとで観測されるよりもこの分布のもとではより大きな確率で観測されるとすれば， 極端

な値 に も 同 じ ウ ェ イ ト を 与 え る 無 防 備 なO L S ではなく， このような極端な値に対してはウェイト

をダウンする頑健な推定法が望ましい。 頑健推定は， 後述するように， 外れ値に対して無防備な

O L S に く ら ベ て 「抵抗力」resistanceがあり， 真 の 分 布 が 正 規 分 布 の と き に も 推 定 量 の 有 効 性 .

efficiencyを余り失わない推定法である。 こ こ で 「抵抗力」 の あ る resistantとは， 「推定値ある

いは検定統計量の値が，標 本 デ ー タ の 小 さ な 変 化 （標本データすぺての小さな変化あるいは若干の大きな
( 6 )

変化）に対して敏感に反応しない」 という性質である。

2 最 小 2 乗 法 と Z 検 定 の 頑 健 性

誤差項の分布が正規分布をしていなくても， O L S に よ る バ ラ メ ー タ 推 定 と 《検定は深 刻 な 影 響- 

を受けない といわれている。 この一般に受け入れられている見解の論拠となっているのは次の2 点. 

である。

( 1 ) OLSEは誤差項の分布に関わりなく最良線形不偏性をもつ。 したがって誤差項が正規分布か . 

ら逸脱していようと， あるいはいかなる分布に従っていようと， O L S は線形不偏推定量のクラス 

のなかで最適な推定量を与えるから，O L S E の特性について思い煩うことはない。

ガウス . マ ル コ フ の 定 理 で 知 ら れ る こ のO L S E の最良線形不偏性は確かに魅力的ではある。 次： 

の 3 点 の み O L S の 問 題 点 として指摘しておこう。

①誤差項が正規分布に従わないとき， OLSEは最尤推定量ではない。 いいかえれば，誤差項が正 . 

規分布に従っていないとき，OLSEにのみ拘泥していれば， 線形推定量の中からすべての最尤推定 

量が除外される。

②歪みがあり， 不均一な分散をもつ誤差項の分布においては， Box-Cox変換で知られる非線形

注 （6) Huber〔19〕p. 7.
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変換が有効であることが認識されつつある。 したがって推定量を選ぶべきクラスを線形推定量のク 

ラスにのみ限:定すべきではない。線形推定量のクラスから離れれば， ガウス.マルコフの定理によ 

っ て 支 え ら れ て い る O L S E の優位性はくずれる。

③ す で に 1 節で述べたように，真の分布が正規分布より長い尾をもつ分布であるならば，正規分 

布 の も と で は 「外れ値」 とみなされる大きな残差も， この分 布 の も と で は 外 れ 値 で はない。 この 

「外れ値」 に 対 し て O L S は無防備であり， O L S Eは こ の r外れ値」から大きな影響を受ける。

( 2 ) 最 小 2 乗法と正規分布の仮定にもとづいた回帰係数の《検定は，誤差項が正規分布から若千 

逸脱しても，漸近的に正しい有意水準を与える。す な わ ち 正 規分布の仮定から導かれた《検定によ 

る有意性は，正規分布の仮定自体が厳密に成立せず， 少し31̂離していたとしても，大きな影響を受 

け な い （validity)。 〔これは妥当性の頑 健 robustness of validityとよぱれている）。 したがって正規分布 

からのズレがあっても， 通常の検定の手続きと結論に関して心配する必要はない。

Z検定の頑健性とはこの妥当性の頑健のことであった。 しかし検定力の観点から考えてみよう

( 効率の頑健性robustness of efficiency) 。 信頼区間や標準誤差の大きさは正規分布からのズレに対し
(8 )

て全く頑健ではないことがわかってきた。 いいかえれば， 正規分布からの逸脱があるとき，未知バ 

ラメータ0 という帰無仮説を0 で な い と い う 対 立 仮 説 に 対 し て 検 定 す る 場 合 に 検 定 の 有 意 水 準 （第 

I 種の過誤確率）については漸近的に信頼できるが， 検 定 力 は 小 さ く な る か ら （第n 種の過誤確率は大 

きくなるから)， 有 意 な 結 果 （//oを棄却し，が 1を採択する）は信頼できるが， 有 意 で な い 結 果 （が)を棄 

却できない。ぜ1を支持する証拠はない）は， O L S E の低い有効性にもとづいているのかも知れないと 

いうことである。 線形回帰モデルにおける実際の誤差項の分布は，正規分布より両すその厚い分布 

であることが多いとすれば，検定の観点からもやはり頑健推定の必要が生ずる。

3 長い尾をも つ 分 布 と頑健推定

標準正規分布より長い尾をもつ分布の例として次の望ましさが最小であるという意味の最小好適 

分 布 least favorable distribution (以 下 1.f. d . と略す）を考えよう。

l . f . d . の確率密度関数は次式で与えられる。

キ  \x\Sk

( 7 )

(5)

た I ん \x\>k

fix')--

f i x ' ) は確率密度関数であるから，バラメ ー タ ん とe は次の関係にあ る 〔証明は数学注(1)を参照)。

注 （7 ) たとえぱCarroll and Ruppert〔2〕をみよ。
(8 )  Hampel et a l .〔13〕d. 405.
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表 1 正規分布の変位値と最小好適分布（l . f . d . )の変位値（"ニ30)

pi

正規分布の 
変 位 値  
(rankits)

最小好適分布（1.f. d.) の変位値

£ = 0.01 

*=1.945

£ = 0. 05 

it=1.399

£ = 0.10 

k= L  140

£ = 0.15 

4=0. 98

£ = 0

k = 1.345

1 0. 0207 一2. 0407 一 2.1474 -2. 5390 一2. 9596 一 3. 3658 一2. 6533

2 0.0531 -1.6159 -1.6592 一1.8644 一 2.1318 一 2.4027 一1.9516

3 0.0862 一1,3648 一1.3919 -1.5190 一1.7067 一1.9082 -1.5913

4 0.1193 一1.1786 -1.1981 -1.2859 一1.4216 一1.5766 - 1 .1786

5 0.1524 一1.0262 一1.0412 -1.1072 -1.2068 一1.3267 一1.0262

6 0.1855 一 0. 8944 一 0. 9064 一0. 9582 一1.0340 -1.1264 一 0,8944

7 0.2186 一 0. 7767 一 0. 7863 一 0. 8279 一 0.8876 -0. 9582 一 0. 7767

8 0. 2517 一 0. 6688 一0. 6767 一 0.7104 一 0.7581 -0. 8135 一0'6688

9 0. 2848 -0. 5682 一 0, 5746 一 0. 6019 一 0. 6402 一 0. 6841 一0.5682

10 0.3179 一 0. 4731 一 0. 4782 -0. 5001 一 0. 5306 -0. 5653 一 0.4731

11 0. 3510 -0. 3821 -0. 3862 一0. 4033 一0.4271 一0. 4541 一0.3821

12 0. 3841 一 0. 2942 一0.2973 一 0. 3102 -0. 3281 一0.3482 一0,2942

13 0. 4172 -0. 2086 一 0,2107 -0.2197 一0.2322 一0.2461 一0'2086

14 0, 4503 一 0.1245 -0.1258 -0.1311 一 0.1384 一 0.1467 一 0 .1245

15 O' 4834 -0. 0414 一0.0418 一 0. 0436 -0. 0460 一0.0487 一0.0414

16 O' 5166 0. 0414 0.0418 0. 0436 0. 0460 0. 0487 0. 0414

17 0.5497 0.1245 0.1258 0.1311 0.1384 0.1467 0.1245

18 0.5828 0.2086 0.2107 0.2197 0.2322 0.2461 0. 2086

19 0. 6159 0.2942 0. 2973 0.3102 0.3281 0.3482 0. 2942

20 0. 6490 0.3821 0. 3862 0.4033 0.4271 0. 4541 0. 3821

21 0. 6821 0. 4731 0.4782 0.5001 0. 5306 0.5653 0. 4731

22 0.7152 0. 5682 0.5746 0. 6019 0. 6402 0.6841 0. 5682

23 0, 7483 0.6688 0.6767 0.7104 0.7581 0.8135 0. 6688

24 0. 7814 0. 7767 0.7863 0.8279 0. 8876 0.9582 0. 7767

25 0,8145 0. 8944 0. 9064 0. 9582 1.0340 1.1264 0. 8944

26 0. 8476 1.0262 1.0412 1.1072 1.2068 1.3267 1.0262

27 0.8807 1.1786 1.1981 1.2859 1.4216 1.5766 1.1786

28 0.9138 1.3648 1.3919 1.5190 1.7067 1.9082 1.5913

29 0. 9469 1.6159 1.6592 1.8644 2.1318 2. 4027 1.9516

30 0. 9793 2. 0407 2.1474 2.5390 2.9596 3. 3658 2. 6533

め 一 2 0 ( —&)=- (6 )
1- £

こ こ で?i は標準正規分布の確率密度関数， 0 はその累積分布関数である。

(5)式 で e = 0 ,ゐー>ooのとき， l . f .d .は標準正規分布になる。 次 に l . f .d .の 変 位 値 quantileを求 

めよう。 累 積 分 布 関 数 を と す れ ば ， =  に 対 す る 変 位 値 は に よ っ て 与 え ら  

れるから， ま ず l . f . d , の F C x ) を 求 め る と 次 の よ う に な る （数学注(2)参照)。
♦ (S)

FQx') =

( 1- 0 -

— + C l-e) 0  0 )

ト ( ト い -k̂ — kx

X く 一 k

一

x>k

(7)
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( a ) 確率密度関数

=0.01,を=1.945

図 4 標準正規分布とl.f.d .

の变位値

2.00

0.00

- 2.00

( b ) 変位値

/■-

2.00 0.00 2.00

ランキッツ

Ca) 確率密度関数

=0.05, んニ 1.399

図 5 標準正規分布とLf.d.

l.f.d.の変位値

3.00

1.00 

-1.00

( b ) 変位値

—3.00

-3.00 一 1.00 1.00 3.00

ランキッツ

し た が っ て F O c )=わ とすると， l . f . d . の変位値は次式によって与えられる。

x<  — k

_ i .一 " I - k < x < kF-K p ') =

{log/)—log Cl—e)—log ホ Oc)+ log k—k^

.ト log (1—/0+log Cl—e)+log 9̂  Qk')—\ogk+k^} x>k

以上の結果を用いて， " = 3 0 の と き l . f . d . の 変 位 値 と 正 規 分 布 の 変 位 値 （ランキッッ） 

た の が ま 1 である。 l . f . d . の変位値は (6)式によって関係づけられている4 通 り の 0, k)

—— 9 (421) ——
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( a ) 確室密度関数

=0.10, るニ 1.140

m 6 標準正規分布とI f. d.

の変位値

3.00

1.00

- 1 . 00

-3.00

Cb) 変位値

-3.00 -1.00 1.00 3.00
ランキッツ

( a ) 確率密度関数

-0.15,る=0.98

図 7 標準正規分布と1.f. d.

l.f.d.の変位値

3.00

1.00 

■1.00

-3.00

( b ) 変位値

-3.00 -1.00 1.00 3.00

ランキッツ

(0.01, 1.945), (0.05, 1.399), (0.10,1.140), (0.15, 0 .9 8 )と， （6)式との関係ではなく，後述 

す る H uberの •関数において，正規分布が正しいとき95%の 漸 近 的 有 効 性 を 与 え る ⑦ ，1.345) 

のケース， 合 計 5 ケースについて計算されている。 ま た 図4 か ら0 8 は こ の l . f . d . の 5 ケースに 

ついて，標準正規分布との比較で描かれた確率密度関数および正規確率プロットである。

£ =  0 , ん一>00の と き l . f . d .は標準正規分布になることはすでに述べた。£ が小さく，んの大きい 

図 4 の £ニ0 .0 1 ,/b=1.945のケースにおいては， l .f .d . の確率密度関数は標準正規分布とほとんど 

同じであり，正規確率プロットにおいても， l . f . d .の 変 位 値 は ほ ぽ45°線上にある。 これに対して 

£= 0 .1 5 ,ん=0. 9 8 と，e は大きく， も は 小 さいケースの l .f .d . は正規分布よりかなり長い尾をもつ

---10 (422)



( a ) 確率密度関数

e ニ0, ゐニ 1.345

l.f.d.の変位値

3.00

1.00 

- 1.00

図 8 標準正規分布とl.f.d .

( b ) 変位値

■3.00

一3.00 ■1.00 1.00 3.00
ランキッツ

分布であり， 変 位 値 も 極 値 が45°線よりかなり乖離している。 図 7(b)は正規分布より長い尾をもつ 

分布の典塑的なバターンである。 因 1 〜 図 3 の正規確率プロットから，誤差項の分布は正規分布よ 

り長い尾をもつ分布であると判断した理由が今や明らかであろう。

表 1 からは， たとえば次のようなことがわかる。 一2.04以 下 あ る い は 2.04以上の値が観測され 

る確率は，正 規 分 布 の と き 約0 .04と小さい。 し か し 同 じ 確 率 でe=0 .1 0 ,ん= 1.140の l .f .d . の場 

合 に は 絶 対 値 で3 を こえる値が観測される。 いいかえれぱ l . f . d . か ら は £=0.10, yt=1.140の場 

合 は 確 率 0 .10で， e=0 .1 5 ,んニ0.9 8 の 場 合 は 確 率0 .17で 絶 対 値 が2 をこえる可能性があり， 正 

規 分 布 の 場 合 よ り 極 端 に 小 さ い あ る い は 大 き 、値が得られる可能性は高、、。

前 節 で O L S E は外れ値に対して無防備であると述べたが， 推定量が観測値に対してどのように 

反応するかを調べるためには影響関数あるいる影響曲線という概念が有用である。

(9)

4 影 響 関 数

推 定 量 の 影 響 関 数 influence functionあ る い は 影 響 曲 線 influence curveと い う 概 念 はHampel 

〔11〕，〔12〕によって導入された。 この影響関数は，推定量の個々の観測 値 に 対 す る 感 度sensitivity 

を測ること， および推定量の漸近的分散を計算するという2 つの目的をもっている。

21,な，……，Znは 分 布 関 数 か ら の 無 作 為 標 本 で あ り ， バ ラ メ ー タ 6 の推定量を

ニフ n C z i ,22, ........,

注 （9) 4 〜 6 節は主として Cook and Weisberg〔4 〕’ Hampel〔11〕，〔12〕，Hampel et a l.〔13〕，Huber 

〔19〕，Chatterjee et a l .〔3〕にもとづいている。
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としよう。 そ し て F t iを " 個 の 21 ,22, ...... , Z n にもとづく経験的分布関数とする。 また

Tn= Tn (21,22, ...... , 2：ra)= ァ(JFid

と表わし

とする。 たとえば

とすれば

T C F J 一 > T C F )

TV Zi =  Z

T (F )  =  ̂  zdF(z')=E  (2) =  ；u

T CFn) =  ̂  ZdFn iz) =  z

である。’

このとき， きわめて大きな無作為標本に1個 の 観 測 点 2 が追加される場合， ：Tがどのような影響 

を受けるかは次の影響関数によって示される。

T [ a — — :TCF)
(9)

こ こ で も は 2 で 1 をとり， そ れ 以 外 で は0 の値をとる分布関数である。 こ の / C は有限:標本にお 

け る TQFn)へ の 2 の影響ではなく， 無 限 標 本 に お け る TXF) 0 r ( F J ) へ の 2 の影響を示 

している。

分 布 関 数 •Fs =  G  — e) F+e5zは，£ が十分小さく 0 に 近 い と き ほ と ん どF に等しいが，点 2 で追 

加 的 な ウ ェ イ ト £も を も っ て い る 。 したがって， r [ a _ e ) i ^  + e 5 j _ r ( F ) は，点 <2における推 

定 量 の 確 率 収 束 T のわずかな変化を示しており， 1 C は £ = 0 で 評 価 し た T O O の導関数，

すなわち

dTXF：) \

de

である。

たとえば， r ；i= えとすれぱ

T\F)= fi = 》zdFCz)

であるから

したがって

T [(1一e) =  ̂ (1—s) zdF+  ̂  £zddg =  ( l —£  ̂fi+ez

IC C z ;F , r )  =  nm-(ト め パ +ミとパ = z- f i (10)

となり， F の 2 における小さな変化は推定量の大きな変化を， そ し て 2 ががから遠ければ遠いほど

—— 12 C424)



I図 9 テ と s2 の /C

1C
T'» =  z のIG

2 の影響は大きく， し か も 限 界 bound の な い 変 化 を ひ き お こ す こ と が わ か る （図 9 )。

T„=s2 のときには

T ( F ：) =  a^=^Cz-fiydFCz)

であるから

T [(1—£) ■F+eろ:]= H i—fi)(2 — パ)2 dF+  ̂  £ (2—/0^ ddz

= (1 —e)ぴ2 + 5 0 —;u)2

したがって

ICCz\ F, 70ニ lim- ぴ2+S;タニパ)2二 び2_=(广 め し び 2 CU)

となり， F の 2 における小さな変化は，やはり推定量の限界のない，大きな変化をひきおこすこと 

が わ か る （図 9 ) 。

次に線形回帰モデル

y = X / 9 + u  (12)

に お け る タ の最 小 2 乗 推 定 量 の 影 響 関 数 を 求 め よ う 。 こ こ で y は " X I の被説明変数ぺクトル， 

X は の説明変数行列，々はんX I のバラメータベクトル，U は " X I の誤差項ベクトルである》 

分 布 関 数 ア の も と で X を I X ふのべクトル， Y を 1 X 1 のスカラーとし，

ErC x^x )= l} ..C F ), E rC x ^V )= l!.,C F )

とする。 T O O  =  /3(F „ ) とすれば

で与えられるから，ざ の / C は次式となる。
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ICix, ；K ; # ( F ) ] = Z U  び ）X {y - x /J  び ）} as

(13)式は次のようにして得られる。

z= (x  Y')

とおく。 こ の と き / 9 ( / 0 の影響関数は次式で定義される。

1C [ z ;F ’ /9 C F )]= Iim  タ{(1一め F +らル 、

上式の分子を評価しよう。

/9 {(1 一£) F+e5,} =/S =  (F J  Z U  CK)

Sxx (/^£) =  SxX {(1—e) -F+£5z}

であり，

E f (x 'x )=  i x'x dF=^K x  C-F)

であることに注意すれぱ次の結果を得る。

E f , (x 'x) =  ̂  x'x dF ,=   ̂x'x [(1 —e) d F + e  ddz]

=  Cl — X' x x'x ddz

= 〔1 — 0  X jxx C-F) + £ x 'x

同様に，

五J ^ x 'y  ) =  \ X' Y d F =  X U  び ）

であるから，

EFe ^n 'Y ^ =  \n'Y{a-^')dF+eddz\

=  (1—e)^ x' YdF+^^ x'Yddi.

=  a - O S . , ( F ) + £ x ^ F

を得る。 結局次の結果が得られた。

Hxx CFe)^EFc (x 'x) = 〔l- e )  Sxx CF) + e x'x 

Sx2/ CFJ =  E f , (x 'F )  =  C1 —e) 2x!/ CF)+£ x 'F

したがって

2xx jZlxxCF) + i _ g  x'xj

.となる。 さらに

!Sxx CF)+--_^—x'x!

x 2 x K F )  x4" x S x K i^ )
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とますことができるから次式を得る。 

2 x K F 0  S.V CFJ

r ^ S x K F ) x i i + - r - ^ x 2 ；K F )x 1  x S ；K F )1—e L " u 、 ノ ム XX、 ノ 1—e

•[ (1- 0  S z ,(F )+ f ix T ]

=i® び ） び ）x 'y

- I：；K F ) x ^ f l + - ^ x 2 ；K F )x ^ r 'x i9 ( F )1—£ *"̂ xx I 1—£

- ( - y ^ y S x K F )  x^{l+-j：̂  x I] ；iCF)x^|'' x S x K F )  x' Y

そして

に注意すれぱ

/ C = S ；K F )  x ^ y - S x i(F )  X X /3 CF)

= l]-A (F)x^LV-xj9CF)]

となる。

Y ~ x j9 (F ) に 対 応 す る 標 本 概 念 は 一  である。 こ の こ と か らz= (x  V ) の へ の 影 響

は， や 5^の場合と同じように，限界がないことがわかる。 いいかえれぱF の Z における小さな変 

化 の タ へ の 影 響 は 誤 差 項 一 XiS〔F ) (標本概念では残差f i ) に比例的に現れ， しかも限界がない。

5 影 響 関 数 の 有 限 標 本 近 似

前節の議論は無限標本に適用された観測値の推定量への影響であった。 しかし有限標本で分析せ

ざるを得ないわれわれは，無 限 標 本 の 世 界 で 展 開 さ れ た Zニ（X F ) を （Xi Yi), i= h  2, ...... , n

で， 推 定 値 の 漸 近 値 T ( F ) を 推 定 量 r ( F j でおきかえなければならない。 われわれの関心は， 

具 体 的 な （Xi Y D の値が， バラメータ推定量にどのような影響を与えるかにあるからである。

"個 の 観 測 値 Oci Yi), i= h  2 , ……，" に も と づ い て / C を近似するとき次の3 通りを考える 

ことができる。

1 経 験 的 影 響 関 数 あ る い は 曲 線 empirical influence function E IC  

2 標 本 影 響 関 数 あ る い は 曲 線 sample influence function SIC 

3 感度曲線  sensitivity curve SC

1 経 験 的 影 響 関 数 E IC

/ 〔の （X F ) を Oai Yt), S x x ( F ) を 丄 （X 'X ), ^ C F ) を O O でおきかえることによ
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っ て £ / ( : が得られる。 すなわち

E IC i=n  (X'X)-i Xi' ( Yi-Xi y9) =  "  (X'X)-! xt'a (W)

i = l , 2, ......., n

このE lC iは，_Fnに微小のゆらぎperturbation があ っすこときの説明変数の第/期のべクトル 

におけるタへの効果を表している。

バラメータ推定において，第*'期の観測値Cxi Y i )を除いたときのE I C を E IC C O とすれば,

1 C の

(X  F ) を （Xf Yd で

S x x ( F ) を ~ ^ x ' a ) x a ) で

きび）を CO QFn-Oで

おきかえて次の結果を得る。

E IC G ) =  G i- l)[X ' ( 0  X (0]-1 X/ [ V -X i 目 0')] ⑩

ここで

X (0  =  X C nX k )か ら 第 ：' 期 の べ ク ト ル x<を 除 い た （;■/—1)X んの説明変数行列 

わ ) = 第 :•期の観測値を除いて推 定 さ れ るきの推定量 

さらに

Yi—XifiCO =  ei ( 0 = へ

[X' (oxG ')]- i= (x 'x )- i

1 — hii

(X'X)-i x/xi (X'X)-i

1 — hii

であるから

[X 'G ')X G ')]- ix /4 0

(X'X)-i x/xi (X'X)-i \ , ei

<X'X)-1 x/-

1—hii ] 1—hii 

, (X'X)-i x/xi CX'X)-i x/^i

1 — h ii (1 —み《)2

-Cl —  hii+hii)

(̂ 1 —

し た が っ て E I C G ) は次のように表すこともできる。

ei
£ /C (0  =  ( "- lX X 'X )- i x/

(ji—huy
aa>

2 標 本 影 響 関 数 SIC

E I C は あ る い は F„-iを無限標本から得ることができるという前提のもとで導かれた。

—— 16 (42S)



の関連を明示的に表す標本影響関数は， 1 C の定義において

2 を Zi=Ou Y i ) でおきかえ 

F を F n でおきかえ

とおき

極 限 の 演 算 l im を外すことによって得られる。 このとき， F*=〔l 一s)i^；+e5ztは， が除外され

た と き の F n の微小な変化を示し，標 本 の 世 界 で は Fn- lに対応していると考えることができる。 

すなわち

" 一1
.Fn一-

" 一1
'dzi

=^Fn-

である。

したがって

S /G  ニー（" 一1)1 T{
n—1

■Fn——
n—1

-dzij— T  び 71)‘

の式において

とおくことによって

■ — {T(.Fn-i) —ァび7»)]

:〔" 一1 ){T'CFn)— T (Fji-i)}

T びn) =珍 

TCFn-0 =  H i )

S / a = C « - l ) [ / 9 - / 9 ( 0 ]  

= 0 ? -  i X X X p i x / .

(LT)

et

1—hii
(18)

と表すことができる。 （18)式はa®式とほとんど同じである。

こ の S W iはバラメ一 タま定に用いられるジャックナイフ法 jackknife method (次節参照） と関 

連をもっている。擬 似 ジ ャ ッ ク ナ イ フ 値 jackknifed pseudovalueを

T'^it-wT'n U：l , ...... , 2n)~Cw—1 ) T„-i Czi, ... Zi—lf Zi+ij ...... , Zn) 0-9)

とする。 た と え ぱ 乏 の と き Tn-
n —\

/C (2 ; F, T~)において，>2ニ2ゎ F=Fn,

r[a-0F „+ e5zf]- :rcp„)

Z j であるからT U = Z i である( 

1 とおくとn— 1
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ァK i +ホ ) レ 了 び " ）

ト

= ( " 一l ) [ T C P J - ：TCF„-0]

( " L T'n ( :1 ,••• • •, 2ti) Tfi—l Ĉ lf •••.••, 2i—lf 2i+lf ••••.., 2tj)]

一 n Ĉ lj ...... , 2yi) Tn—l Czif ...... , Zi—ly Zi+lf .......’ Tn Ĉ l> ...... , Zj^

=  T*ni—Tn (21,...... , Zn)

極限 e~>0を除けば，この結果は擬似ジャックナイフ値：T'：；t から 7；を引いた値である。いいか 

え れ ば — は SICiの有限標本近似である。前述の 7；= えの例でいえば

T*n i — Tn =  Z i~ Z  

であり，これは(10)式で示される / C の標本対応にほかならない。

3 感度曲線SC

7 C への有限標本近似はT u k e yの感度曲線によっても与えられる。

W -1個の標本O l , 22,……，2 „- i)から出発すると， 感度曲線は次式で示すことができる。

SCi一 fl\_ Tfi ĈZlf ........, み-1 ,Ztî  Tn-\ C.2lf ........ , 1)] (2C)

こ の SCiは，IC においてz に Zi=(X i Yi), F= Fn-i, £ =  1 / " とおき，極限を別にすれぱ

T  [(1 一e) î ra-l + - 'z j 一 T (Fn-1)

=  w[TCFJ-TCF„-,)]

に等しい。

はの近似と考えることができるということを上式で用いた。 c « の と き SCiがゾC に収束 

することは明らかであろう。

T\Fn) = fi, Tびn-0 =後 の とおけば

SCi=n  [/S-/9 (0] (X'X)-i (2U

となるc

以上の結果をまとめると次の通りである。

E IG = nO C X )- ix i' ei

€i五/ CG') =  0 - lX X 'X )- ix /-
(1—み" )2 
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S /G = ( " -  IX X 'X ) 一 1
1一 hii

•SG=« (X'X)-i -

上式から，高 い 作 用 点 high leverage point (み《 の大きい値）に一番敏感な尺度が五/ じ の ，一番 

反 応 の 小 さ い の が E lC iであることがわかる。 S W i と S C iはほとんど同じであり， 雨 者 と も タ  

と の 距 離 目一さG')ニ（X 'X ) - iX/ e i / a - h id に 比 例 し て （Xf Y d のバラメータ推定量へ 

の影響力は変化する。

6 影響関数にもとづく影響力の尺度

後 の S IC iは k x i のぺクトルであるから， ベ ク ト ル SWi, i= l ,  ......, n を影響力の強さによ

って順序づけることはできない。 そこでゐ個のぺクトルの要素を用いて， 第 / 期 の 観 測 値 （x« y,) 

の へ の 影 響 力 を 示 す ス カ ラ ー の 尺 度 を 作 る こ と を 考 え よ う 。 影響力を表すためにんX I ぺクト 

ルの規準化を行ない， この規準化された尺度にもとづいて，影響力の强さを順序化することを考え 

る。i

^- /9C 0  =  C X ^ X ) - x / ^ ^

であるから，

S /a = iS - y S (0

と表すことができる。 こ の # 一ySG')を ん X ん の 正 値 半 定 符 号 行 列 M と， 正 の 尺 度 要 素 scale 

factor c を用いて規準化し， それを

を定義すれぱ， スカラーの影響力を示す尺度となる。 S / G を用いれば，

n  、 c s i a y  M (s /G )
のべ M ’ c) =  ホ ^

と表すことができる。

同様にして，SCi, ElCi, E l C i O を 用 い て ACM , c ) を表せぱ次のようになる。

Di (M, C) ニ (■^CO'^CSCO ぱ

n  、 {E IC iJM iE IC i)
A ( M ,c ) =  cが 〔1 _ ゐ")2 K)

A  (M, ⑧ c_m  域

回 帰 診 断 で 用 い ら れ る C ook の D は (22)式 に お い て M =X'X , c=ks^の場合であり， その他， 

DFFITS はM =X'X , c=s' (0 , Welsch の距離は M =X'X , cニ（1- ん0  5̂  C O /(«- l), Atkinson 

め 修 正 さ れ た Cookの Z)は M =X'X , c={— ^ ) s ^ ( 0 のことに他ならない。

—— 1 9  ( 4 3 1 )



7 ジャックナイフ推定量

5 節 で S IC iと擬似ジャックナイフ値との関連を述べた力*S ここでジャックナイフ推定量につい 

て説明しよう。

バラメータ推定において不偏推定量がつねに得られるならば，偏り補正の問題は生じない。 しか 

し最尤推定量が偏りをもつ場合があるように，偏りのある推定量を得ることはしぱしぱある。 しか 

もその偏りを正確に評価できず， したがって補正できないという場合がある。 偏りのある推定量の 

偏 り を 0 にする， あるいはより小さくする有力な方法がジャックナイフ法である。

" ジャックナイフ" という名称は， ボーイスカウトがもっているジャックナイフがどのような用 

途にも使用できる頼りになる道具であるように， どのような状況にも適用できる方法という意味か 

ら付けられた名称である。 ジ ャ ッ ク ナ イ フ 推 定 量 の 概 念 は Quenouilleに よ っ て 1949年 の 論 文  

''Approximate tests of correlation in time series , Journal of the Royal Statistical Society, 

B , において導入された。 名 称 は 1958年 T ukey の 命 名 に よ る （"Bias and confidence in not-quite 

large samples", Annals of Mathematical Statistics, 29,1958)。

ジャックナイフ法の目的は推定量の偏りを小さくし， バラメータの近似的な信頼区間を与えるこ 

とにある。

未 知 バ ラ メ ー タ d の 推 定 量 T niX l, ……，Xn) の期待値および分散が次のように展開できると 

仮定しよう。

E iT n ' ) = d + び1〔の + ぬ め + ……

V a r C r j= ダ  1〔の I び め ） ’
n

た と え ば 52ニ ; あ 一 X)2/ " は

五 （が） ぴ2 = ぴ2+ 、一-

となるから， 偏 り は 1 / " の次数をもつ推定量である。

X i を 除 い て 得 ら れ るe の推定量を

Tn-\,ii') — Tn-iQXiy ...... , ...... , Xr^

とすれば， ヴのジャックナイフ推定量は

J  び n) =  nTn — Qn—1) Tn-lyW (27)'

によって与えられる。 ここで

Tti-1, CO— "  S  Tn-ljCO 域

である。 こ の / ( r j は

jQTn)~ Tn+Oi -  1 )( Tn~ 7^-1, (i))

--- 20 (432：)



と表すこともできるから， ジャックナイフ推定量は全標本データから計算される推定値7；を，7； 

と Tn-lの 差 に （《_ 1 ) をかけた項だけ後正した推定値になっている。 ま た ：'番目の擬似ジャック 

ナイフ値といわれる値を

T tt=nT n—(ji—l)T n  -l,CO 00

で表せぱ，’

JQ T *  (31)

である。 ここで

1 れT * _  丄 ▽
n 一  ~ 1  n i

n i=i

こ の K T n ) 力；T n の偏りを補正するのは 

とすれぱ

^1(^1)一+ ……

であるから

£X l)==Cn—l)[E  dTn)—E  aTn-i,co)l

=  Cw-l){g + 〔の + ...... - [ ハ ’ め

= 〔" 一l ) [(一レ一っ^ ) ( の +

=  _ _ ^ L ^ + 0(^-2)

ここで上式の計算において

£*(ム -],(0) = —ん S  E  CTn-l^CiO

0 + - 1 
" 一1

a i、め 
" 一1

= d さ .+ ......

を用いた。

したがって

E iJ iT n ')^= E Q T n ')+ E (,n

= e + (め  + . . . . . . - め び ）+ Q 0 t2 )

= 6  + 0  ("-り

となり， 偏 り -Clニの- は消ぇ ’ 0 (»- り の 次 数 の 偏 りのみが残るからである。

例 1

X l ,X 2 ,……， X n は 期 待 値 0 をもつ分布からの無作為標本であるとしよう。 このとき
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Tn =  X

とすれぱ,

Tn-\, ~r~2 X j= —  ~ X厂 Xぐ 
, n—1 n—l \j'=i /

n—1
CfiX— Xi)'-

n—i
■X—

n—1
■Xi

したがって

ゆえに

例 2

分散び2 の推定量を 

とすると

Tn-l,d
一 n _  

n—l
— X  —

-X—— ^ ニ Z
n—\

l \ = - ( .x i- x y

そして

X厂  X ぐi) =  X厂  x+  X -  Zo

又一X レ

Xi

n—l
<X厂又 )

X t- X w = X i—— Xプニあ- ^ ^ ^ c s  X厂 X i)ニ̂ ^ QX厂又) "一 1 j^i n—1 j n一1

ゆえに

S  (る一玄"))2

--'Ecxj-x+ x-xci,y-(：x i- x ,0 y

=i] c x j- x y + 2  c z- Z c«) i i び 厂  z )+  ( " でi)T ( z 广 力 し  CYi -  r"))2

--'E(.xj-xy+-

--'Ecxj-xy

C n- iy
i x i - x y - < x i- x y

n—l
< x i- x y
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T *i=w T „—(w—1 ) Tn-l,W

= i i  c x j- x y - t ,  ( x j - x y + - ^ c x i - x y  

" < x ^ - x y

したがって

n—1

結 局ぴ2 のジャックナイフ推定量として

S  Q X i- x y
/ 〔7；) = ：n = " 4 ~ X ! ：n

n n-1

が得られる。 び2 の 推 定 量 T n は 一~ ^ の偏りをもち， の偏りはないから， ジャックナ 

イフ化することによって， 次 数 " 一1 の偏りは除去され，jC T n ) はぴ2 の不偏推定量となる。

次にジャックナイフ推定量ゾ〔7；) を用いて，未 知 バ ラ メ ー タ 0 に関する検定問題を考えよう。‘ 

Tn, Tn-1,もがスカラーの場合を考える。

= "7 "̂- （"一  1 ) Tn-l,CO

/ ( 7 ；) =  T * = - ^ S  T ti= n T n - C n - l：>

であった。

T ukey は， ：H i は近似的に独立で同一の分布に従う確率変数としてあつかうことができるので

. T I- Q

s  CTti 一 T t y

V n Cw—1)

は 近 似 的 に 自 由 度 " 一1 の 《分布に従う。 したがって大標本においては標準正規分布で近似できろ 

と述べた《この 主 張 が 正 し い こ と はM ille r〔23〕によって証明された。 したがって5 のジャックナ 

イ フ 推 定 量 T ；?を用いて， / 分 布 あ る い は 正 規 分 布 に よ る に 関 す る 区 間 推 定 あ る い は 仮 説 検 定 を  

することができる。

例 3

線 形 回 帰 モ デ ル の 回 帰 係 数きJ のジャックナイフ推定量を求めよう。

Tn =  h

T n-l,(«=さ/ ( 0

とすれぱ

T t i = れらー O t_  1)も G)

ニル+ ( « _ 1 )[ルール  0 ')]

であるから， ルのジャックナイフ推定量は

T t= きj+Oi—l ) [き 厂 も の ] ^

によって与えられる。 ここで
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h  C0=- /9K0

である。 ル の O L S E ル と T U の相違は

も C0]

であり， これは感度曲線の値であった。

具体例によって， ジ ャ ッ ク ナ イ フ 定 値 が ど の 程 度 O L S E と異なってくるかをみてみよう。 古 

典的な線形回帰モデルの仮定のもとで， 定 式 化 が 正 し け れ ば O L S E は最良線形不偏推定量を与え 

るから， ジャックナイフ推定法を適用すべき理由はない。 しかし決定係数が余り大きくなく，現在 

の定式化に含まれていない別の系統的要因があり， 定 式 化 の 誤 ま り misspedficationの恐れがあ 

るのではないかと思われる場合がある。 しかし理論的にどのような系統的要因をモデルに含めるベ 

きかを明らかにすることはできず， 説明力を高めようとすれば， ad h o c な説明変数を加えること 

になるという場合が実 IE分析でしばしば生ずる。 系統的要因が抜けているという意味の定式化の誤 

まりがあれば，後の OLSE はもはや不偏性をもたない。 これまでジャックナイフ法が計量経済 

学で使われたことはないが， 前述の状況のことを考えれば， 計量経済学の分野においても決して無 

意味ではない。

例を次のイギリスの賃金率関数にとろう。

表 2 イギリスのデータ

RUUK1(一n
〔％)

CPIDUK1
(め

WD0TUK1
(%)

1965 + 1.8000000 D +00 + 4. 8000000 D +00 + 1.0050000D+01

1966 + 1.5000000 D +00 + 3. 9000000 D +00 + 5. 4800000 D +00

1967 + L 5000000 D+ 00 + 2. 5000000 D +00 +4. 5500000D+00

1968 + 2.3000000D+00 +4. 7000000 D +00 + 6. 8300000 D +00

1969 + 2. 5000000 D +00 +5. 4000000 D +00 +8. 3300000 D +00

1970 +2. 4000000 D +00 + 6. 4000000 D +00 + 1-5210000D+01

1971 +2.6000000D+00 +9. 4000000 D +00 + 1.1800000D+01

1972 + 3.5000000D+00 + 7.1000000D+00 + 1.4030000D+01

1973 + 3. 8000000 D +00 +9.1000000 D +00 + 1.4490000D+01

1974 +2. 7000000 D +00 + 1.6000000D+01 + 2.1800000D+01

1975 +2.6000000D+00 + 2. 4200000D+01 +2. 6540000D+01

1976 +4.1000000D+00 + 1.6500000D+01 + 1.2680000D+01

1977 + 5.6000000D+00 + 1.5800000D+01 +8. 2300000 D +00

1978 + 5. 7000000 D +00 + 8. 3000000 D +00 + 1.4870000D+01

1979 + 5. 7000000 D +00 + L3400000D+01 + 1.7700000D+01

1980 + 5. 3000000D +00 + 1.8000000D+01 + 1.7510000D + 01

1981 + 6. 8000000 D +00 + 1.1900000D + 01 + 1.0100000D+01

1982 + 9. 4000000 D +00 + 8. 6100000D+00 +8.9900000 D +00

1983 + 1.0900000D+01 +4. 5900000 D +00 + 7. 2500000 D +00

1984 + 1.1700000D+01 +4. 9800000 D +00 + 7.0700000 D +00

1985 + 1.1700000D+01 + 6. 0800000 D +00 + 7. 9800000 D +00

1986 + 1.1800000D+01 +3. 4000000 D +00 + 6. 9200000 D +00

1987 + 1.1800000D+01 + 4.1700000D+00 +6. 7300000 D +00
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WD0TUK1 = み+み QRUUKl — RU U K l-d . 

+ /S2 CPIDUKl+e

で

w zx )：r t/ iir i= 貨 幣 賃 金 率 変 化 率 （％) 

m / u K i= 失業率 (% )

C P /D O T lニ 消 費 者 物 価 変 化 率 （％)

デ ー タ は 表2 に示されている。 1965〜1987年 の デ ー タ を 用 い た O L S による推定結果は次の通りで 

ある。
SD

定 数 項  
B (1 )

B (2 )

_^2ニ0 .728,

COEFFICIENT 

+ 5. 3885050D+00 

-2.2114942D+00 

+7.7423137D-01

+ 1.1937709D+00 

+7.2375551D — 01 

+ 1.0813726D-01

T-VALUE 

+4. 514 

一3.056 

+ 7.160

有意確率 
0.00021 

0.00624 

0.00000

=2.90 (% ), D W = l . m

表 3 回帰係数の変化とジャックナイフ推定値
***** 回帰係数の変化 BETAトBETAj (0 (DFBETAS) *****

*** Jackknife 推定値
COEFFICIENT 

定 数 項  +5. 2857346 D +00 

B ( 1 ) - 2 . 1671249D+00 

B (2 )  +7. 8607237 D -01

SD T-VALUE 

+ 1.2122947D+00 +4.360 

+ 8.8367414D-01 -2.452 

+ 1.2461690D — 01 +6. 308

VIF

1.000

1.000

定 数 項 B (1 ) B (2 )

1 一0. 0548C-0. 045) 0.0278 0.038) 0. 0027 0.024)

2 -0. 5182C-0. 443) 0.1805 0. 254) 0. 0295 0. 278)

3 一0. 4322C-0. 362) 0. 0814 0.113) 0.0289 0. 267)

4 一0.0414C-0. 034) -0. 0112 一 0.015) 0.0028 0.026)

5 - 0 .0818C-0. 067) 0.0113 0. 015) 0. 0044 0. 040)

6 0. 4546C 0.400) - 0 .1594 一 0.231) -0. 0189 -0.184)

7 - 0 .0200(—0.016) 0.0058 0.008) - 0 .0002 -0. 002)

8 0.3070C 0. 275) 0.1672 0.247) - 0 .0150 -0.149)

9 0.1317C 0.110) -0.0193 -0.027) -0. 0000 -0. 000)

10 一0.0099C-0. 008) - 0 .1985 -0.270) 0.0202 0.183)

11 -0. 4744C-0. 397) - 0 .1076 -0.148) 0.0738 0. 681)

12 0.2127C 0.177) - 0 .1846 -0. 253) 一0.0280 -0. 256)

13 0.5205C 0.497) -0. 5086 -0. 801) —0.0698 一 0. 736)

14 0.2128C 0.180) - 0 .0666 -0.093) -0. 0039 -0. 036)

15 - 0 .0009C-0.001) - 0 .0529 -0.072) 0.0125 0.114)

16 0.1619C 0.136) 0 .1666 0. 231) 一0.0413 -0. 382)

17 0.0281(0 .023 ) - 0 .0928 -0.126) -0. 0054 -0. 049)

18 一 0.0313C—0.026) 0. 5584 0.778) -0. 0021 一0.020)

19 0.1372C 0.113) 0.1287 0.175) 一 0.0118 -0.107)

20 - 0 .0375(—0.031) -0. 0106 一。. 014) 0.0025 0.023)

21 -0. 2096(—0.174) 0. 0583 0.080) 0.0096 0. 088)

22 - 0 .1204C-0. 099) 0.0191 0. 026) 0.0077 0.070)

23 一 0. 2415(—0.199) 0.0535 0.073) 0.0143 0.130)

25 C437)



推定されたバラメータの符号条件， 統計的有意性， 多重共線性， 1 階の自己相関いずれも全く問 

題ないが， 説 明 力 は 斤 2= 0 .7 2 8 と余り大きくない。 系統的要因が欠除しているのではないか， し 

たがってOLSEの不偏性は成立していないのではないかという疑いがもたれる。 そこでジャックナ 

イフ法を用いてみよう。

h ~ h  CO, y = 0 ,1’ 2, i = l , ...... ,23

と DFBETASは 表 3 に示されている。 この表を用いてジャックナイフ推定値

pj-\- C«—1)[^― ŷCO]» ゾ= 0 ,1 ,2

と，標準偏差

i x T t i - T i ：y
i =1

[ n Cn— 1)

が計算された。 ジャックナイフ推定値は表3 の 下 の 方 の COEFFIC IENT ,標 準 偏 差 は S D に示さ

れている。

労働市場の需給ギャップを示す失業率の変化に対する係数も， 消費者物価変化率に対する係数も， 

O L S とジャックナイフ法の間にそれほど大きな違いはない。 そしてジャックナイフ推定値も有意 

である。 しかし前述したように，系統的要因が足りないかも知れないということを考えると， ジャ 

ックナイフ推定値を採用した方が良い。

ジ ャ ッ ク ナ イ フ 法 に よ っ て 次 数1/«2, さ ら に 1/が，1/n^......の偏りを除去するための一般化ジ

ャ ッ ク ナ イ フ 法 に つ い て はM ille r〔22〕 に詳しい。 またこの論文は1974年までのジャックナイフ 

法に関する参考文献を綱羅している。

ジャックナ イ フ 推 定 量T : は，擬 似 ジ ャ ッ ク ナ イ フ 値 T t i の単純平均であり， 一 般 的 に は TU  

は独立ではなく，長い尾をもつ分布に従っている。 単純平均は(10)式で示されているように， 外れ値 

に対して頑健でないから，頑 健 な ジ ャ ッ ク ナ イ フ 推 定 量 と し て 削 除 平 均 trimmed m e a n と同じ慨 

念， 削 除 ジ ャ ッ ク ナ イ フ trimmed jackknifeを Hinkley and W a n g 〔14〕 は提唱している。

計量経済学のバラメ一 タ推定にジャックナイフ法が使われた例は皆無であるが，不偏推定量の世 

界にのみ安住していることができないことが多い以上，今後，真剣に検討されるべき方法であろう，

8 M 推 定 量

線形回帰モデルの讓差項の分布は正規分布より長い尾をもつ分布に従うことが多いこと， したが 

っ て 正 規 分 布 の も と で は r外れ値」 とみなされる極端な値も， より長い尾をもつ分布のもとでは決 

し て 「外れ値」 ではないこと， し か し 通 常 の 最 小 2 乗 法 O L S は こ の r外れ値」 に対して敏感に 

反応すること， し た が っ て r外れ値」 に対して頑健なバラメータ推定が望ましいということをこれ 

までに述べた。
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誤差項の分布が正規分布より長い尾をもつ分布であるとき，頑 健 推 定 robust estimationは適切 

な方法である。 良い頑健推定法とは長い尾をもつ分布に対して有効であり， もし誤差項の分布が長 

い尾をもつ分布ではなく正規分布であったとしても，推定量の有効性の損失は少なく， かつ外れ値 

に対して抵抗力をもつようなバラメ一  タ推定法でなけれぱならない。

回帰の頑健法はM 推定量， L 推定 量 お よ びR 推 定 量 の 3 つに大別できるが， このなかで計量経済 

学の回帰モデルに对しても容易に適用可能であり，望ましい特性を有しているのはM 推定量である。

X i , あ ，……，X n は 確 率 密 度 関 数 f Q x  ; の からの無作為標本であるとしよう。けは未知バラメ 

ータである。 対 数 尤 度 関 数 ム 〔め を 次 の よ う に ま わ そ う 。

log L ( 0 ) = S  log /  ; (9) =  —5] P Cxi；め

ここで

=  —Iog-/Ca;)

である。 こ の と き の 最 尤 推 定 量 は

d h g  iXd)  一 -------^
dd fCxr,  き  1パ め ，の

0^ = 0

の解である。 ここで

ダ= 普 が か べ め

である。

た と え ば / はぴ= 1 で未知パラメータ / iをもつ正規分布のとき

/  ix  ; ；«) ニ exp{--

であるから

l o g y o ;  /Oニ— ^ l o g 2Tc— —)u)2

p (x  ; jU)=—|~log ^ ( .X  — fiy

4>(.x; f i)= x —fi 

である。 あ る い は ラ プ ラ ス 分 布 〔2 重指数分布）のとき

f ( . x ; f i)= —̂ e.y i^{—\x—[i\}

であるから

lo g / Ca；; ニーlog：2— I» 1

p (a ;; ;/) =  log 2+ \x— fi\

( 1  X>fl

パ ポ ；パ) ニ し 1
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である。

正規分布， ラプラス分布いずれの例においても

S  9̂ (a；i ；め =0 0^

の解は

max log L  (.0)

あるいは

m in 2  p iX i ; O') 0力
えニ1

の解を与える。 こ の 式 あ る い は 式 に よ っ て 与 え ら れ る 推 定 量 を M 推 定 量 M-estimatorとよ 

ぶ。 前述の例では， のM 推 定 量 は正規分布のとき％ ラプラス分布のときメジアンである。M 推 

定 量 と い う 名 称 は H ube rの命名であり，一 般 化 最 尤 推 定 量 generalized maximum likelihood 

estimatorのm にもとづいている。

P (.X ; d') =  — \og f  Cx ; d)

のとき，すなわち

ジ（ぢ の =  一

のときM 推定量は最尤推定量であることは前述した通りである力;， 一 般 に 0  0 )  ニー log/■ ( X ) で

ある必要はない。

M 推定量は， 式から明らかなように， 9^に 任 意 の 定 数e > 0 をかけても変わらない。 通常，M 

推 定 量 は 関 数 に よ っ て 区 別 さ れ る 。

9 回帰係数のM 推定量

線形回帰モデル

を考えよう。X i は IX k

の解である。 O L S は

YiニXifi+Ui, z.= l , ...... , n 0$

のべクトルである。 /9のM 推 定 量 を f i u とすれば， iSMは 

S  P (.Yi—s.i j9M) =  m in ^ / 0 び 4—Xi/3)

というM 推定量の特別の場合である。 すなわち

S  C Yi—Xi i S ) = - ^ s  c Yi—Xi さ y~

が O L S の最小にすべき損失関数である。

P (w )が微分可能な，0 のまわりで対称的な凸関数のとき， iS のM Jt定 量 は 必 要 条 件
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S  jO' C Yi—Xi fin) x / = S  (p Cci) Xt'=0 (39)

を満たす。 こ こ で (})=p', €i= Yi~Xi ^Smである。 O L S は p(jA^ =  i^l2で あ る か ら p'(ji) =  u , す

なわち

4> '<eO =  p' (,ed=ei

し た が っ て O L S E は

S  Ci x /= 0

の解である。

い ま ニ U W  す な わ ち ウ ユ イ ト 関 数 M； (M) を

によって定義すれば， 09)式は

と表すこともできる。 M；i =  M；0 0  

袖式は

n n
'^ 6 iW  C^i) x / = S  Wi ei x/=0 (i》
i = l i =l

であり，ウェイトW iは残差 e i に依存する。

min ^  Wi e\
1=1

す な わ ち 加 重 最 小2 乗 推 定 量 weighted least-squares estimator W LSE の解を与える。 なぜなら 

ぱ，き を き の W L S E と し i iをその残差

Bi= Yi—Xi き

とすれば，後 は

を最小にするから

すなわち

.e\=xi Wi c Vi—Xi

の解でなければならないからである。

◎式 は

S  ( Yi—Xi ^u ) Wi x /= 0

すなわち

2  Xi' Wi Xi ;9 m = S  x /  W i Y i

m

と去すこともできる。 行列で表せば，ゆ式は次のような加重最小2 乗法の正規方程式を与える。
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X 'W X yS=X 'W y

ここで X は n X k  y は " X I , f i は k X l , W は

W\

W

に よ っ て 与 え ら れ る " X " の対角行列である。

(I2)式 （あるいはW 式でも同じ）の 解 は ， w e ig h tの W を と り ， W 推定値と よ ば れ る こ と も あ  

る。

結 局 M 推定量は， ウェイトが残差に依存する加重最小2 乗回:!帯の解として求めることができろ 

ことがわかった。M 推定量の求め方について詳しくは後で説明する。

O L S のとき

ied =  6i

であるから

Wi=-----= 丄, 2 = 1 ,...... , n

である。 すなわち加重回帰という観点からみれば， O L S は す ベ て の 残 差 に 等 ウ ェ イ ト1 を与える。 

残差が絶対値できわめて大きい値をとる外れ値と思われる場合であっても， O L S においては他の 

残差と同じウェイトが与えられる。

ところで頑健推定とは， 外 れ 値 outlie rのバラメータ推定値への影響を小さくしようとする方法 

であるから， 加重回帰で考えれば， 絶対値の大きな残差に対してはウェイトを小さくすればよい。 

と こ ろ が 残 差 e i の大きさは被説明変数の単位に依存しているから， e i の水準によって外れ値かど 

うかを判断することはできない。 そこでe i と同じ単位をもつ誤差項の標準偏差びで割り，標準化 

さ れ た 残 差 eンびを考えると， ぴは定数であるから， （39)式は

と同等である。 d = e i/びとおけば，上式は

S  x /=0  旧

に等しく， （1$)式は

ih ( め
W i = う i り 御

とすれぱ

2  Wi e* x /=0  (47)

と同等である。

頑 健 推 定 の 例 と し て H uberの ^̂ を̂とりあげよう。 H uberの 関 数 は 次 式 で 与 え ら れ る 。
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図10 O LSの ip関数

■<p{eî

図1 1 Huberの<p関数

0 Ce?)=

損 失 関 数 p で示せぱ次の関数である。

P ( e * ) = (

\e*i\<r

e*i>r

e1<- r

d8)

eV

r\e1 I-
パ

\e1\<r

\e1\>r

(49)

Huberの O t ) と，O L S の 0 =  eすをグラフで示したのが図1 0 ,図11である。 図からわか 

るように，O L S の^^^が残差eTに対して限界がないのに対して， H uberの(pYt eTが絶対値でグ
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をこえる場合には， そ の 影 響 を /•で止めてしまうことがわかる。 ウ ェ イ ト で 示 せ ぱ H u b e rの

( 1 \e*\<r

Iめ 〉r 浏

というウュイトを与えるから， k 1 M > r のとき， ウ ェ イ ト を r / k 1 M < iと 1 より小さくさせる。

10 M 推 定 量 の 影 響 関 数

影響関数

M 推 定 量 の 影 響 関 数 は 次 式 で 与 え ら れ る （Huber〔19〕，p. 45) 。

广て. F  T、= __________ホ ^  \ I' )~)________

’ -\id/dd')VKx\ T X F ))]d F〔x)

この結果で重要な点は影響関数は0 関数に比例するという点である。 すなわち

影 響 関 数 = ( 定数）乂^^関数 

という関係である。 したがってM 推 定 量においては9：̂が影響関数とよばれることもある。

とくに位置問題においてい,、<P (x ; 0)=<P Cx— 0')の 形 を し て い る と き / C は次式のように®  く 

ことができる。

/ C ( w ; 八 ダ - て-び ）]ゴ パ ン  (52)

そ し て が a;の真のモデル分布， T C F ) がその分布の位置バラメータのとき

/C (x ; F, T) = ト ー  T び ) 、 ⑥）

と な る （Hampel et a l . 〔13〕，p. 103)。

線形回帰モデルのバラメータタのM 推 定 量 iS M (F )の 影 響 関 数 は 次 式 で 与 え ら れ る （Hampel et 

a l . 〔13〕，p. 313)。

IC  [(X , r )  ; F, fiu (F )]  =<p[Y-x  (F )]  B-i X (54)

ここで

[F-xy9M(F)]  x^xdFCx, F )

闕式は次の特徴を有している。

き の OLSE i 9 ( F ) の 無 限 標 本 で 評 価 さ れ た 影 響 関 数 (13)式と比較することによって次のことが 

わかる。

① タ 〔F ) は 残 差 Y - x f i C F ) に対して限界をもたないが，yiM (F ) は で 与 え ら れ る 限 界 を  

有する。

② O L S の と き (Ku) ニ U で あ る か ら (p' =  \ となり， B=2]xx〔F ) となる力' ; , M 推定にお
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い て は ニ 1 ではない。

しかし(54)式から

③ も し X に限界がなければ，B - ix 'は限界をもたず， したがって0 が大きな残差に限界を画し 

ても， タM の / C は限界をもたない。 し か し 有 限 標 本 の 観 測 値 の 世 界 で X が無限に大きくなって 

いく状況を経済学で想定する必要はない。 それゆえ， B - ix 'に よ っ て タMの 1 C の限界がなくなっ 

てしまう可能性は深刻ではない。 大 き な 残 差 に 対 し て <KeV)がどのように限界を画し，残差 

の ウ ェ イ トを小さくするかがやはり重要である。

例とし て 確 率 変 数 " の真のモデルが標準正規分布に従っているとき，H uberの 9：*関 数 を も つ M 

抵定量の影響関数を求めよう。 H uberの 9̂>は

0 ( " ) = '

したがって

\u\<r 

u >  r 

u <  —

\u\< r
(55)

\u\> r

であるから

E  ダ ^~  e~ ^  du=\ — 2 0 ( —r) (56)

が 得 ら れ る （数学注(1)参照)。

し た が っ て H uberの を も つ ン 推 定 量 の 影 響 関 数 は 次 式 で 与 え ら れ る 。

l - 2 0 ( - r )  ImI く '

1—2 0 i —r) u >  r (57)

一 r
u く一 r

IC--

1 - 2 0  i - r )

M推定量の不偏性と漸近的特性

^̂ ';奇関数

ホ iu)

で，分布F が中心アのまわりで対称ならぱ，

,，' ( X厂  Tn— l n \
~ a ):

の解であるM 推 定 量 T'raはT"の 不 偏 推 定 量 で あ る 〔Goodall〔8〕，p. 364)。

た と え ば 前 述 の H uberの 9：>は奇関数であり， X の分布が正規分布であるならば，正 規 分 布 は ド 

を中心に左右対称であるから，H uberの を 用 い る の ]\4推定量は不偏性をもつ。

真の分布がF で あ る と き の バ ラ メ ー タ T C F ) のM 推 定 量 T n は
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[ Tn-  T ( iO ]-- [0, VCT, F)] 53)

VCT, F )  =  J IC (x ;  T, PydFQx') (59)

と， 漸近的に正規分布をし， そ の 分 散 F ( r ,  は影 響 関 数 を 用 い て (59) 式のように表すことが 

で き る （Huber〔19〕p. 45, Hampel et a l .〔13〕p. 85) 。

I C が(53)式のように表すことができる場合には

E m
(60)

[ECcpoV

となる。

線形回帰モデルのバラメー タ タ の O L S E さの場合

ゾ(iS) = び 2 cx'x)-i

となるが，M 推 定 量 ル ！の場合， び2 に代わって漸近的分散が(eo)式によって与えられるから， タMの 

漸 近 的 分 散 • 共分散行列は

(61)

となる。

モデルの真の分布が標準正規分布のとき，H u b e rの ^ ^ こよる]̂ 1推 定 量 の 漸 近 的 分 散 を (60>式で求 

めよう。

五〔が）= r

+レ  tIt

-du

'du+\ グ2
\/2 ?r

.du

そして

y/2：
'du=2^

一 " 2 

0 \/2 7T

u-e .丁 du= — ue

' du

' __^  I
~ du= — re 2 + .du

ゆえに

i t
■ -\/2 ： .du:

2r

7T ' Y 2 TT
'du

—2 r<j> 0 )  + l —2 0 C—r)

したがって

E 〔が）=  一 2 rip 0 )  + l —20 ( —r) + 2 ( —r) (62)

この結果と阅式を用いて，真 の 分 布 が 標 準 正 規 分 布 の と き の H uberの の ]̂ 1推定量の漸近的分 

散は次式となる。

五 （が） —2 r<j> (r) + l —2 0 i —r) + 2 r^0 C—r)
VCT, F )= . (63)

[E C4>'W [l-2(^ C-r)]2

標 準 正 規 分 布 の 分 散 は 1 であるから， 真の確率分布が正規分布のときの， H u b e r の ^^に ょ る ]^
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推定量 7；の漸近的有効性A E i T n )は次式で与えられる(

A E iT rd  =
[1一2 0 ( —r)]2

(64)

同様にして， 線 形 回 帰 モ デ ル の パ ラ メ ー タ ル の M 推 定 量 和 ゴ の 漸 近 的 有 効 性 AE (ルo は， 誤 

差 項 の 真 の 分 布 が 期 待 値0 , 分散び2 の正規分布に従うとき
び2桃パ ぴ2 [五（ダ)]2

AE (y9My) =
£ ( が） £ ( が） (65)

[か 0 ')] 2 …

y~l> 2, ......., k

‘によって与えられる。 こ こ で m " は （X 'X ) - iの C/', 0 要素， : 1’ k であるC

1 1 H u b e r の 関 数

^ 推定量を与えるいくつかの代表的な^^関数は次節で説明するが， ここではM 推定量のもっとも 

代 表 的 な H uberのジ関数についてこれまでに得られた結果をまとめながら， その特徴を考察して

おこう。

H uberの 関 数 の 背 後 に は 次 の 損 失 関 数 が ぁ る 。

IU I-

:影響関数9 ^ ウェイト関数M；は次の通りであった

r U

"  ) ニ I Y

u ) =  '、 r

u |< 

u  |>

(19)

\u\< 

u >  

u く一

\ U  | <

IU |>

明

(50)

図12 (a)〜(c)は H uberの ^^こよるM 推 定 量 の 損 失 関 数 p , 影 響 関 数 お よ び ウ ユ イ ト 関 数 w；で 

,ある。 図12 (a)に は O L S の 損 失 関 数 |oGO =  «2/ 2 も示されている。 また図12は 調 整 定 数 tuning 

constant r の値は1.345で描かれている。 r=1.345は，" の真の分布が標準正規分布のとき，Huber 

の ^^こよるM 推定量の漸近的有効性が0. 95となる値である。

O L S は

0 K.u) — u, W Cm) =  1

であったから ’ 図12を 参 照 し つ つ O L S と 比 較 す れ ぱ H uberのM 推定量は次の特徴をもつことが 

-わかる。 H uberの 0 にもとづく M 推 定 量 （あるいは推定法）を と ま す こ と に す る 。
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図12 Huber の （>’ <p’ w

(a) 損失関数ク

( b ) 影響関数0 

<PXn)

( c ) ウェイト関数^̂  ̂

w{ii)

①O L S も M E O D も， 損失関 数 で み る と " の正，負の値に対称的であり， 損失は礙界なく大 

きくなり得る。 し か し M E O l ) は O L S と比較して， 1 " | > ,の "に 対 し て 損 失 関 数 の 値 は OLS 

の よ う に が に 比 例 し て 大 き く は な ら な い 。

② 同 じ こ と を で み れ ば ， 1«|>グの" に対して， " の パ ラ メ ー タ 定 値 へ の 影 響 は O L S は限界 

が な い の に 対 し て M E C M ) は限界をもつ。 し か し M E Q 1 ) の 関 数 の 値 は あ る ？̂をこえると次
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第に小さくなる，あ る い は 0 になるという性質はもっていない。

こ の こ と を 関 数 を 評 価 す る 基 準 で あ る 総 誤 差 感 度 gross error sensitivity (以 下 g.e.s.と略す)， 

局 所 方 向 感 度 local shift sensitivity (以 下 1.s .s .と略す）お よ び 挑 除 点 rejection p o in tを用いて 

説 明 す れ ぱ 次 の よ う な 特 徴 を M E C H ) はもつ。

③ ま ず g .e .s .とは，不 適 当 な 観 測 値 contaminated observation力;，漸近的に，推 定 量 T n に 

与える最大の効果のことであり， 次式で定義される。

g. e. s.=sup \IC(m\ F, r )  I 

sup \ICCu; F, T ) I とは任意の《に対して， F , ア）I が超えることのない最小の値で 

ある。 推 定 量 は g .e .s .が 有 界 で あ る と き に の み 効 率 の 頑 健 性 robustness of efficiencyをもち， 

抵 抗 力 を も つ （resistantである）。 も し X や /9 の g. e. S .のように，g .e .s . が有界でなければ外れ 

値に対してその推定量は無防備であることを意味する。 し た が っ て g .e .s . が小さいほど頑健性は 

高い。

H uberの ジ に 対 す る 1 C は

I"  Iくグ

IC-

l - 2  0 C - r )  

r
l- 2  0 ( - r )

u <  一

>  r (57)

l- 2  0 ( - r )

であったから，M E Q H ) の g.e.s . は

Huber の の g .e .s .= i 一 2  ふ〔一み

によって与えられ，有界である。 こ れ に 对 し て O L S の g .e .s .は 0 0 である。

④ 局 所 方 向 感 度 I .S .S .とは次式で定義される。

i.s .s .^sup  i / c y - / c c . o i
ui^ui I "2 Ul I

/ C 曲線が微分可能ならば，平均値の定理によって

1C iu i)—1C Qu\)=1C  (m*)(m2—Ml)

であるから， l .s .s .は W 曲線の最大の勾配である。 すなわち

I.S. s.=sup 11C ku) I

l.s .s .が有界であれば高い抵抗力をもつが， し か し O L S に よ っ て 得 ら れ る ^ や jS の l.s .s . は 

1 で有限の大きさをもつのに対して， メ ジ ア ン の よ う に l .s .s .が 0 0 という頑健推定量もあり， こ 

の l .s .s .有界という基準を満たすことを^^に要求することはきわめて厳しい条件を課すことにな 

る。H uberの ^^は(57)式 の 1 C 曲 線 か ら 容 易 に 分 る よ う に 次 の l .s .s .をもち，有界である。

H uberのキの l .s .s .= ト 2 0 に 》-

⑤ あ る 値 に 対 し て ， の と き < K u )= Q となるならば， こ の r * は 排 除 点 rejection
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p o in tとよばれる。 絶 対 値 で r * を こ え る " のパラメータ推定への影響は排除されるからであろ。 

排 除 点 を も つ^^関数はきわめて大きな外れ値に対して防備されている。 H uberの ^^よ図12 (b), (c> 

か ら わ か る よ う に 排 除 点 は で あ る 。 排除点が® ということをウェイト関数でいえば， | «| > /•の’ 

« に対してウェイトは1 より小さくなる力:， 0 になることはないという意味である。

⑥加重回帰という観点でみれば， O L S は す べ て の U に等ウェイトを与え， M E Q I ) は絶対値 

で r を こ え る 《に 対 してはウェイトを1 より小さくする。 I"  I が 大 き く な れ ば な る ほ ど そ の "に 对  

す る ウェイ トは小さくなる。 しかしウェイトが0 になることはない。

® H uberの ^HこよるM 推定量は最小好適分布  least favorable d istribution〔(5)式，以 下 1.f. d.. 

と略す）の最尤推定量である。

8 節でM 推定量のジが確率密度関数/ と

の関係にあるならば，M 推定量は最尤推定量であることを述べた。 l . f . d . のズは(5)式で与えられろ 

から

1—£
M l it  

1—£
/ '  ( " ) ニ

V2

となり， したがってM 式 で 与 え ら れ る H uberの 9̂ が

f(J) = —-

の関係にあることは明らかである。

⑧ 《の真の分布が標準正規分布であるとき，O LS は 位 置 パ ラ メ ー タ の 最 小 分 散 不 偏 推 定 量 （有効 

推定量）を与える。 もし， こ の と き 関 数 に よ る 頑 健 推 定 を 行 な え ば M 推定量の有効性は低下する。 

外れ値に対して頑健性をもち，真の分布が正規分布のときにも推定量の有効性が余り低下しない頑 

健推定を行ないたい。 そのためには， H uberの 9̂ を用いるM 推定量の有効性力;， "の 真 の 分 布 が  

標準正規分布の場合にくらぺてどの程度変化するかを調べなくてはならない。

Huber の /̂̂ を用いるM 推 定 量 の 漸 近 的 分 散 は (63)式，有 効 性 は (6̂)式で与えられている。 この式よ 

り r= 1 .345 の と き M E O I ) の漸近的有効性は0.95となることがわかる。

以上の結果を用いて，真 の 分 布 が 標 準 正 規 分 布 で あ る と きH uberの ^^にょるM 推定量の 

A=E (_ め  

5 = 五 （が）

A
漸近的分散y — が
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表 4 Huberの M 推定量

r A B V e G* L*

1.000 0.5160585510 0.6826893091 1.10727 0.90312 1.46480 1.46480

1.050 0.5473536220 0.7062817812 1.09727 0.91136 1.48666 1.41587

1.100 0.5777049610 0.7286678553 1.08805 0.91908 1.50960 1.37237

1.150 0.6070179466 0.7498562336 1.07956 0.92631 1.53363 1.33359

1.200 0.6352146880 0.7698608637 1.07176 O' 93305 1.55872 1.29894

1.250 0.6622331429 0.7887006998 1.06460 0.93932 1.58489 1.26791

1.300 0.6880261946 0.8063992262 L 05805 0.94514 1.61210 1.24008

1.350 0.7125604964 0.8229842186 1.05206 0. 95052 1.64037 1.21509

1.400 0.7358156628 0.8384869099 1.04659 O' 95548 1.66967 1.19262

1.450 0.7577830763 0.8529417515 1.04161 0. 96005 1.70000 L 17241

1.500 0.7784649411 0.8663858175 1.03709 0. 96424 1.73133 1.15422

1.550 0.7978727915 0.8788586855 1.03299 0.96806 1.76365 1,13784

1.600 0.8160270162 0.8904014826 1.02928 0.97155 1.79694 1.12309

1.650 0.8329548526 0.9010571241 1.02593 0.97473 1,83118 1.10981

1.700 0.8486907225 0.9108690023 1.02291 0. 97760 1.86635 1.09785

1.750 0.8632736207 0.9198815823 1.02020 0.98020 1.90242 1.08710

1.800 0.8767476003 0.9281392097 1.01777 0.98254 1.93936 1.07742

1.850 0.8891600712 0.9356862307 1.01559 0. 98465 1.97716 1.06873

1.900 0.9005609912 0.9425666332 1.01365 0.98653 2.01577 1.06093

1.950 0.9110025880 0.9488235712 1.01193 0.98821 2.05518 1.05394

2.000 0.9205376846 0.9544994831 1.01039 0.98971 2.09534 1.04767

2.050 0.9292208110 0.9596352577 1.00904 0.99105 2.13623 1.04206

2.100 0.9371049596 0.9642709494 1.00784 0.99222 2.17781 1.03705

2.150 0.9442443091 0.9684445858 1.00678 O' 99327 2.22005 1.03258

2.200 0.9506911189 0.9721928835 1.00585 0.99418 2.26293 1.02860

2. 250 0.9564960763 O' 9755508900 1.00504 0.99499 2.30639 1.02506

2. 300 0.9617086386 0.9785517454 1.00433 0.99569 2.35041 1.02192

2. 350 0.9663772332 0.9812265635 1.00371 0. 99630 2. 39496 1-01913

2. 400 0.9705468926 0.9836049080 1.00317 0. 99684 2.44000 1.01667

2. 450 0.9742604995 0.9857144356 1.00270 0.99730 2.48551 1.01449

2.500 0.9775594224 0.9875807762 1.00230 0.99770 2.53144 1.01258

グニ Huber’s tuning constant 

A=ECPSl 2) ： B=£KPSr)

Fニ ̂ 4/5 2 漸近的分散： efficiency

G* = r/B  gross error sensitivity 

L * = l/B  local shift sensitivity

漸 近 的 有 効 性 e = 

総 誤 差 感 度 （T =  

局 所 方 向 感 度 V

V

B

B

を，調整定数グの関数として計算したのが表4 である。 表 4 は r を 1 .0 (0 .05 )2 .5 と動かしている。

頑健性という観点からいえぱG*の値は小さいほどよく， V は 有 界 で あ れ ば よ 、。真の分布が標 

準正規分布であるときの漸近的有効性e は 0.95あ る い は 0.99あればよいと思われるが， G * と 0
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との間はトレード•オフの関係にあることがわかる。 調 整 定 数 r を 大 き くしていけば， H uberの 

^^を 用 い る ン 推 定 量 は OLSEに近づいていく力' ; , G * を大きくし， 外れ値に対する頑健性は悪くな 

る。 の値は通常，漸 近 的 有 効 性0.95を 与 え る 1.345が採用されるが， 外れ値に対する備えを強く 

しようとすればr = 1 .0 ,ゆ るくしても よ け れ ば r = 2 .0 としてもよい。

H uberの を 用 い る ]\1推定量は計量経済学においても注目すべき推定量である。 正規分布より 

長 い 尾 を も つ 分 布 か ら の 「外れ値」 に対して頑健であり， 排除点をもたないから， 定式化のミスに 

よ る 大 き な 「外れ値」 を バ ラメータ推定から排除して間違ったモデルに都 合 のよいバ ラメータ推定 

をする危険はなく，漸近的有効性と調整定数との関係が明瞭であるという意味において注目すべき 

である。

数学注

(1) (6 )式の証明

f i x ) は確率密度関数であるから

を満たさなければならない。 すなわち 

1=5_ f{x')dx+^

\ /  ( » )  dx =  \

fix') d x + \  f(,x') dx 

dx +  ̂  ^ ^ ^ e ~ ^ d x  +  \ や - 〜 X
J - k v 2  TV Jk V 2  7T

e

一 、 /o一~ ビ' a^T \ ~ ビ  ̂ uoy-r \ /-̂
J-oo V  2 7： J-k I  7T Jjfc V 2 ：

を満たさなければならない。

上 式 の 右 辺 第2 項を累積分布関数を用いて表すと次のようになる。

ニ S ニ7 ^  ど" + r ,  t I t  [ わ れ  L  7 ^

= 2 0 i - k ' )  +  ) - ^ e ~ d x

したがって

$ g-て f i t e = a - o [ i - 2 0  ( - ん)]

次 に 右 辺 第 1項 と 第 3 項 を ^6で表そう。

C一"̂ k x」 ek: e-ks\ eに：d xニ~ ~  ^
» -CO fc I 一oo k

r  け ぬ ;= _ _ ^ r ニf

)k k L k

であるから

= ( i ^ ) ^ V = ( i ^ )  ^ a-)
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s:を ん 〜 ぺ キ )パん)

同様に

したがって

この式から(6)式か得られる。

(2) (7)式の IE明 

x < - k のとき

1—£

V2 

2 (1-0

Fxix')--
a/2 JT 

f 1-
ノ \ん  ノ a/27tA： k a/2?t

1—£

3_ ノ ’ " び一、ノ 5  

マ- ') K i r ) - ル k い ~ ~ i r i 2  

(f) 006^2+ kx

~ k < x < k のとき

p 2 (.x') =  F\ ( —A：)+  ̂ -1/2 ~ e ^ d u

1—s ~  + (l- e ) [0 (a ;)-0 (-A ：)]
V2 7T /c

=(1一e)( ^ f '  + 0 (aO — 0  (一 A:)]

ところが(6)式より

<P O )  e
0  ( 一A:)二- ん 2 (1 一e) 

であるから， こ の 式 を 上 式 右 辺 の① ト ぬ へ代入すれぱ

F2 Cx')=—7i~~K l  — «) 0 0 )

が得られる。 

x >  k のとき

■ O.-e)\^-^+0 Ck')-0 eセ  du

そして

が （AO , £
0 (A) — (p C—A：) =1 一 2 0 C—fc) =  l —

1 一 e

e-を a-eks-は) = a - £ )  が 2-to)

であるから
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〔12

〔13
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〔15

[16

〔17

C18

〔19
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F3 0 0  =  (1- め ■[l一 宇 + ^ }  + ( i - 0  学 (1 - が: 一 &り

= l - a - £ > ^ a - が 2-ax)
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