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「三田学会雑誌」82巻2号 （1989年7月）

E k e l a n d の ト 変 分 原 理 と そ の 応 用 *)

立 石 寬
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Ekelandの変分原理

各種の同系定理

Caristiの不動点定理（以上，本号）

非円滑解析におけるLagrangeの未定乗数法 

Palais-Smale の条件

順序集合上のEkelandの定理（以上，次号）

序

Ekelandの e-変分原理とは，ある完備距離空間で定義された下に有界な下半連続実数値函数， 

したがってその空間上では必ずしも最小値の存在が保誰されていない函数にたいして，それをS分 

変形することにより大域的な最小値が存在する函数にできることを述べたものであり，非線形解析 

学 （nonlinear analysis),非円滑解析学（nonsmooth analysis),最適化理論（opdmization theory) など 

種々の分野において重要な役割を担うものである。本稿は以下のような構想により，このEkeland 

のe-変分原理の論理構造を明らかにし，またいくつかの重要な応用を示す総合的報告であり，従来 

既に知られている結果とここで新たに得られた結果とを共に一貫した脈絡の下に整理する試みであ 

る。

Bishop-phelpsによって，Banach空間上の有界閉^̂ ^爱合の支持沉函数が炭対空間において稱密 

であることがHE明されて以来，その誰明に使われた補題の基本的考え方は種々の方面で利用され， 

幾つかの関連ある有名な定理が生み出された。Brかisted-Rockafellarの定理，Browderの補題， 

そして，Ekelandのe-変分原理などがその代ま例である。これらの定理はすべて同じ原理，すなわ 

ち考えられている集合上にある凸維による半順序を定め，その極大元を求めるという方法によって 

IE明される。そしてこれらの定理においては，考えられている距離空間が完備であるという性質が 

重要な役割を担う。そこでまず，従来は別々の場面で主張され使用されてきたこれらの定理を空間 

の完備性を媒介として，整理し直すことにより，相互の論理的関連とその共通の論理構造を明らか 

にすることが本稿の第一の目的である〔第I, n $ ) o また，第！]!章ではあらためてCaristiの不動 

点定理との関連にも言及する。

* ) 本稿の作成にあたり福岡正夫教授，川又邦雄教授から有益なコメントを頂いたのでここに謝意を表す。
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次に， E ke la n dの e-変分原理の応用として，最適化理論を中心に述べる。一般にコンパクト集 

合上で定義された連続な実数値函数は極値をもつことがしられているが，このコンバクト性がはず 

されたときこの主張は勿論一般には主張されえない。そして，このような場合に極値が存在するた 

めの必要条件や十分条件を求める場合， E k e la n dの e-変分原理は大変有用である。その方法は， 

極小化すべき困数にE ke landの £-変分原理を適用しその変形された函数の大域的な最適点を求め， 

次に£ を0 に収束させ，それに対応する最適点の点列の極限としてもとの函数の最適点を求めると 

いう手法が用いられる。本稿では，この構想に基づいて必ずしも微分可能性を仮定しない画数を对 

象に Lagrangeの未定乗数法を定式化し，またいわゆる，Palais-Smaleの条件による極値の存在 

に関する問題を究明する（第IV, V享)。

最後にVI享において， E ke landの e-変分原理の基本的な考え方を一般的な順序集合上で再現す 

ることにより得られる諸定理について述べる。ここで述べられる定理は， E k e la n dの e-変分原理 

を含意するという意味において， E k e la n dの £-変分原理の一般化になっている。また，その応用 

として半群の安定性に関する定理を述べる。

I Ekelandの £-変分原理

まず本章では，E ke landに負う£ -変分原理のいくつかのvers ionを空間の完備性を媒介にして 

整理する。よく知られているように，ある実数値函数が下半連続，下に有界であっても定義域がコ 

ンバクトでなければ一般には最小値の存在は保誰されない。しかしこのような場合においても函数 

を " e 分だけ変形する" ことにより大域的な最小値が存在するようにできることを主張するのが， 

E k e la n dの e-変分原理である。次の図は直感的にこの間の享情を示すものである。

R2

上図は定理1 .1 i i i ) の主張を図示したものであり原点を座標（a；i, inf F ' ) にとった函数ドのグ 

ラフが描かれている。Oo, F ( x o ) )を頂点とする維は函数

が x )  =  — 0 ハ)ゴO o, aO +  F O o )

のグラフを表す。したがって，函数

FXx')=F(,x')+(ie/X)dCxo, X)
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の値は，函 数 と ？4との差にをたしたものであり，函数 i?'*の変動はF と？6 との差で表さ 

れる。上図においては，これが常に正であり， a；oにおいてのみ0 となっている。 したがって，F" 

は a；oにおいて最小値F O o )をとる。Ekelandのe-変分原理はこのように最小値が存在しない函数 

でもそれを少し変形することにより最小値が存在する画数にすることができることを主張するもの 

である。また，（Xi,e + i n f F )を頂点とすろ雖は函数

<p(.x') = — (e/X)dCxu x)+e+inf F  

のグラフを表しており，（OJo, H iK o))の点がこの維の中に入っていることはf/Oi, ：Co)シが成り立 

つことをます。

次の定理においてi )= = ^ ii)のIE明 （Giles〔48〕による）をみるとわかるように，Ekelandの変分 

原理においては，函数の定義域の完備性という条件が本質的に重要な役割を担っている。しかし実 

はある距離空間において任意のproper,下半連続，下に有界な函数がト変分原理の主張するところ 

の a：oSj5£：をもつこととその空間が完備であることとは同値である。次にかかげる定理により，こ 

の同値性に厳密な論SEが与えられる。

定理1 . 1 C X ,d )を距離空間とすると，次 の は 同 値 で あ る 。

i) C X ,d )は完備である。

ii) F ：X->i?U{+oo} を proper,下半連続，下に有界な困数とする。

このとき，任意の《>0, にたいして，

FCxo)+ed(xo, xO^FCxO  

FCx')>FCxo)—edCxo, x) for all

と な る が 存 在 す る 。

iii) F ： X->i?U{+oo) を p ro p e r ,下半連続，下に有界な函数とする。このとき，

F O O ^ in f  F+e

を満たす任意の£>0, と任意の；? > 0にたいして，次の条件を満たすが存在する。

F(xo')^Cxi') 

dCxi, Xo~)̂ ：l 

FQx)>Fixo)~Q£/X)dQxo, x) for all x^xo

iv) F  ： {+«=}を p ro p e r ,下半連続，下に有界な函数とする。このとき，任意の£>0 

にたいして，

FCa；o)^inf F+e 

FCx)ミF 〔xo)—sdOco, X) for all x ^ X  

を満たすめ) が存在する。

IE明 i i i ) = M v )の包含関係は明らかなので，以下，0 = M i ) = H iD と，i v = H ) の包含関係
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を示す。

i ) = » i i )  (Giles [47]).蹈離空間A：を完備とし点列 {；C„}を帰納的に次のようにとる。

X iより始め，x „ が定義されたものとして，a v n を次のC ase 1 , Case 2 によって定義する。’ 

Case 1 FQx')>F(.xn)—^dixn, x') for all xi^xn 

のとき。このときは， = とおく。

Case 2 Fiy')-^Fixn')—£d<ixn, y ' )となる2/ナが存在するとき。このときには，まず

Snョ lyG X  : F(.y')'^Fi.Xn')— d̂(.Xn, v)}

とおき， を次の条件を満たすようにとる。

1 ) FCxn+0^i[F(Xn)+in[ {F(x) ： a；e5n}]

以下，このようにして定義された{a;„}について考察する。

まず，ある" に関して，Case1 が起これば，それ以降は，同じ点が繰り返される。次に，任意 

のn に関してCase 2 が成り立てぱ，

^dQxn, Xn+\)^F(iXn)-FQxn+O for all n ^ N  

となるから，これをたし合わせることにより，

2) ^dixn, Xm)'^F(.Xn) — FCxm) foT all m > H

となる。ここで，{ K X n )}はにおける減少点列であり下に有界であるから収束点列である。 し 

たがって，2)よりレ™}はズにおけるCauchy点到となる。仮定より，X は完備であるから 

はX のある点：Koに収束する。このが定理の主張を満たす点であることを確かめることにする。 

まず，仮定より/̂ ^はa；oにおいて下半連統であるから，

F (x o )^ lim  inf FCxn)

となる。2)より， 

であるから，

となる。したがって，

が成り立つ。

次に，

£d(.Xi, Xn)^F(.xO — F(.Xn) for all n.

sdCxi, Xo)^F(xO — Um Fixn') 

^FixO-Fix,-)

Fixo')+£d(.Xi, Xo')-^FQxO

F (? /)さF O o ) — eゴOo, y)

となるが存在するものと仮定する。このとき，2)より，

£d(.Xn, Xo')^FCxn^ — \im F(Xm)

^FCxn^ — FCxo) for all n ^ N

であるから，

—— 112 (5りの



F(/y) $ FOon)—£(xKxn, XQ') + dixo, y')')

^FCXn')~£dCXn, y)

となる。すなわち，]

y^Sn for all n.

となる。しかしながら，1)より，

2F(.Xn+0 — F C x n )S m f  { F O )  ：

したがって，

lim F(ixn')'^FQy)

となる。再び， が：Coにおいて下半連続であることから，

F(a；o)^lim FCxn)

であるから，

Fixo')^F<iy')

となる。これは，2/の定義に矛盾する。

i i)= # iii)  (Giles [47]). X * = { x ^ X ： F(a;)^inf F + e }とおくと，F は下半連続であるから， 

J T はX の閉部分* 合，したがって完備である。そこで，i i)より，

3) FQxi')+<i&/X)d(ixi, xo)^F(xo)

4) F(.x')>F(.oso)—Qs/X)dCxo, x) for all icGX*\{a；o}

となるo；o e X *が存在する。3)より，

OAOfi?Oi, Xo')^F(.3cO—FCxQ')^e

すなわち

dQxu Xo')^X 

となる。さらに，任 意 の に た い し て ，

F(.x^>F(,Xo)—(.s/X)dCxo, x)

となることは明らかであるから，i i i ) がIE明されたことになる。'

i v ) = H ) 距離空間（X ,めが完備でないと仮定し，{;»„}をX において収束しないCauchy点 

列とする。さらに，X 'をズの完備化空間とすると，{a;„}は；T におけるCauchy点列であるから， 

収 束 点 が 存 在 す る 。そこで，面数f を次のように構成する。

fifCx', Xn) if X = Xn

[+00 if Otherwise

この函数F : {+oo}力;，proper,下半連続，下に有界な面数であることは明らかであろう。

このドが， 上で i v ) の主張を満たしているとすれば，次の条件をみたすが存在するこ 

とになる。

dQx', Xn)^dCx\ Xo)—idCx\ Xo') for all n ^ N  

ここで，；《~ >+ ooとすると
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Xo') — ̂ dix', Xq)

すなわち，it’oニa ; 'となる力'\ Xq̂ X , x ' ^ X '\ X であったから矛盾。 証了

次に，条件を強めて，考えられている函数がGSteaux微分可能な場合に関するe-変分原理につ 

いて述べる。次の定理はp ro p e r ,下半連続，下に有界，有効定義域でGSteaux微分可能な函数 

にたいしては，

Fixn)-^ini F

dF^iXn)—>Q

という収束が成り立つように点列をとり出すことができることを主張するものである。

定理 1.2 を B a n a c h空間，F ： X ^R [J  { + 00} を p ro p e r ,下半連続，下に有界で，有効定 

義域でG含te au x微分可能な函数とする。このとき，

■FOO^inf F+S

を満たす任意の£ > 0 と a h e X と任意のス> 0 にたいして，次の条件を満たす:CoGXが存在する。

F ixo ')^F ix{)

II Xi — Xo II 

II dFQxo) II ^e/x

I I 明 〔Ekeland〔19〕）定理1.1 i i i ) より，

FQxo)^F ix i)

II Xo—Xi II

で，さらに任意のwらX にたいして，

FQxo+tw')^ F (xo)—(e/X)t II w II for all t ^ R

と な る が 存 在 す る 。ここで， とすろと，

Cd/dOFCv+tw') I {=0^  —(e/>?) II w II

となる。したがって，

OFCa^o), w > '^  — (j-IX) II w 11

この不等式が，任 意 の ■にたいして，成り立つから，

II dJKxo) II さ(sAO

が成り立つ。 証了

特に，上記定理において，£ =  £2, 义= ミとおけば，次の定理を得る。

定理 1.3 X を B a n a c h空間，F ： {+00} を p ro p e r ,下半連続，下に有界な函数で有
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効定義域でGateaux微分可能な函数とする。このとき，任意の£ > 0 にたいして，次の条件を満 

た す が 存 在 す る 。

F O ) — inf

II dFCx} II さ£ 

n 各種の同系定理

Bishop-Phelps〔5〕によって，Banach空間における有界閉凸集合の支持巩函数が，双対空間に 

おいて祠密であるというよく知られている定理が!E明されて以来，その定理はその主張ばかりでな 

くそのIE明方法の有用性によって多くの同系定理をもつにいたった。その代表例として，凸函数の 

劣微分可能性に関するBr^insted-Rockafellarの定理，局所的にあるぎ合をsupportする雜の存在 

を述べたBrowderの補題，そして前章で述べたEkelandの£-変分原理などがあげられる。これ 

らの定理は全て同じ着想のもとに!E明されておりEkelandのe-変分原理と同様，考えられている 

空間の完備性という条件が本質的に重要な役割を担っている。したがって，ある空間においてこれ 

らの定理が成り立つこととその空間が完備であることとは同値になるであろうと推測される。この 

享では，この推測に基づきこれら今までは別々の場で論じられてきた諸定理を空間の完備性を媒介 

として整理する。

2.1. Bishop-Phelpsの補題，Phelpsのそ甫題と完備性

まず，上記幾つかの定理の端緒ともいうことができる，Bishop-Phelpsの補題として知られてい 

る定理から述べることにする。この定理は，Banach空間のある有界閉部分*合においてある維に 

よってsupportされる点の存在を主張するものである。ここでは，この維として，次の二つのもの 

を考えることにする。

定 義 Z をノルム空間とする。このとき任意のズ6 ズ*,||/||ニ1 ,ん> 0 にたいして， によっ 

て定まる維EXf’ k ) を次のように，定義する。

定 義 を線形位相空間，S をX の有界閉凸部分集合で，0をS とする。このとき，5 によって， 

生成される雄R ^ B を次のように定義する。

R*B= [XV ； ^^0, y^B]

定理2 . 1 ズをノルム空間とする。このとき，次の i), ii), i i i ) は同値である。

i) X は完備である。
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ii) (Bishop-Phelpsの 題）S をズの閉部分集合とする。このとき

II/II = 1 , sup /C S X  + co 

を満たす任意の/ e x * と k > 0 をとると，任意のb ^ S にたいして，

SCiiKif, k') + a)=  {a}

を満たすaEK(^f, k ) b が存在する。

iii) GPhelpsネま題）Sをズの閉部分* 合，S をX の有界閉凸部分* 合で，0をS が成り立つものと 

する。このとき，sn(i?+5+めが有界となる任意のゐs s にたいして，

s n ( i? ^ 5 + « )= { « }

となる《esn(i?+5+のが存在する。

証 明 D二れ0. F .• S—R を _FO) = —/ 0 ) とし定理 1.1の i i ) を適用すれぱよい。

ii)= M ii) (Phelps〔38〕）. i i ) が成り立っているものとする。このとき，i i i ) を示すためには， 

R *B ^K if ,k ')となる,G X M I/ II  = 1 ,も> 0 が存在することを示せば十分である。まず，0をS で 

あることから5(0 : e)n5=?5となる£> 0が存在する。このBO) : e )とS にたいしてHahn-Banach 

の分離定理を適用することにより，

£=sup yCB(o, £))さnf yCB)

となる/GX*,||/||=1が存在することがわかる。さらに，

II y IIさM  for all y ^ B

となるようにM > 0 を選べば，

(e /M ) II y II ^e^/Cy') for all y ^B

となり，kミら! M とおけば，

R+Sこ KCf, k)

であることがわかる。

X を完備でないノルム空間とし，この文上でi i i ) が成り立たない有界閉部分*合 

と有界閉凸部分集合S を構成することにする。

いま，Z をある完備空間J T の稱密部分參合として埋め込み，ajeズ*\ズを任意にとる。一般生 

を失うことなく l lic | l> lとしてよい。そこで，

5=conv.[cl 5(0 • g)U {a l̂],

-5= cl BC.X : i)

とおく。ここで，任意のflGS\{a；} にたいして

x ~ a ^ x — Scz int R+B 

すなわち，meSn int CR'^B+a)となることに注意しておく。いま，

s*=sr\ x,

にたいして，i i i ) の主張が成り立つものとすると，
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S*n(J?^B*+a*)={a*}

となるどGS*no?+5*)が存在することになる。ここで，

a*EX, x^X*\X 

であるから《*eS\{:c}である。従って，上記注意より

int{5n(/?+5+tt*)}キ0

となり，

y ^ X n  {Sn(J?^B+a*)}=S*n(J^^B*+a*)

となるyキ( t が存在することになり矛盾。 誰了

2 . 2 .花弁の定理，水滴の定理と完備性

Bishop-Phelpsの補題は，ある維で考えられているま合をsupportする点の存在を述べている 

わけであるが，ほかにも水滴の形をした* 合や花弁の形をした*合によるsupport力;考えられる。 

次に，これらの參合によるBishop-Phelpsの補題と同形の定理を述べる。

定 義 （X ,めを距離空間，fl,ろをX のニ点，r を正の実数とする。このとき集合 

Pr(a,の= :  Td(x, a)+d(x, b')^d(a, d)}

を，fl,み, r によって定まる花弁（p e ta l)と呼ぶ。

注 意 rくr ' ならば，■PrGz,み）〕/VGz,の である。，

定 義 X を線形ノルム空間，A をその凸部分集合， をX の一点とする。このとき集合

D(.a, A) = co( {a} U A)

を， とバとによって定まる水滴（d ro p )と呼ぶ。

注 意 X を線形ノルム空間とし，a、b はZ のニ点，中心& ,半径r の閉球を5 と*  く。ここで，’

r<\\ a—b IIヨf

とする。いま，正数r を

とすれば，

が成り立つ。

ノ t—r
r< t+r

Dia, B)こ F\(m,ろ）

定 理 2.2 X をノルム空間とする。このとき，次の i), ii), i i i ) は同値である。
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i) X は完備である。

i i ) (花弁の定理）Cを义の閉部分* 合，a;。をC の一点，ろをZ\Cの一点とする。このとき，任 

意の r > 0 にたいして，

Pr(.a, b) n C= {a]

となるflE义 み ）が存在する。

i i i ) (水滴の定理）どを;^の閉部分集合，み を の 一 点 ，S を中心ろ，半径r<d〔ろ,£：)の閉球 

とする。このとき，

Dia, B) n C= {a}

となるaGCn DCxo, B ) が存在する。

Is明 iii)-- y i ) は定理2 .1におけるiii i ) と同様にして証明できるので，以下 i) — y ii) 

の包含関係を示すことにする。

i ) = » i i)  CPenot〔36〕）. 困数F : C~^Rを次のように定義する。

F(x')=dCx,み）

このようにして定義された函数_Fは，連続かつ下に有界である。したがって，定理1.1の i i ) より，

FCa)<FCx)+rd(.a, a?) for all x ^ a  

Fid)  ̂  Fixo)—rdia, Xq')

と な る が 存 在 す る 。このことから，定理の主張が満たされることは明らかであろう。 

(Penot〔36〕）. i i ) において，

C=Ef\D(.Xo, B), r = (-d—r)/id+r)

とおく。ここで，dミdO), E ) すると

PrQa,ろ）n C= {a}

となるfleアrOco,のが存在することになる。さらに，m d(M ,b ')>dであるから

id— r)/(d+ r) ̂ 〔/一 r)/(/+ r)

となる。したがって

DCa, ろ）

である。また，aelXxo’ B) であるから

D(a, B)こ DOco, B)

である。したがって

a^DQxo, B)r\E

が成り立ち，さらに

DCa, B) n ECDCa, B) n QDCxo, P^Ca,ろ）n C= {a}

IE 了
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2.3. Browder の tS題

次に，B ro w d e rの補題について述べる。上記諸定理は，維あるいは雄と似た形をもつ集合をひ 

とつ固定し，その集合によってsupportする点が存在することを述ぺたものである力；，今度は歪佳自 

体は固定しないで，局所的にある集合をsupportする維が存在するかどうかを考える。この問題に 

肯定的に答えるのがいわゆるBrow derのぜ題とよばれる定理である。彼は，この補題を無限次元 

に値をとるある困数がo n to であるための十分条件を求めるのに用いている[9,10,11]。

定理2 .3 (Browderの補題） を B anach空間とし，S をズの閉部分集合とする。このとき，任 

意 の bdry 5 と任意の£ > 0 にたいして，

II x—a II <e, Sn(iiC+a) : 5 )=  {a}

となる3 > 0 と a E S と内点をもつ維i r が存在する。

証 明 （Browder〔11〕）y^X\S と w ^S  を

II y- x  ll<e/4, II y-w  \\<̂ d/A

となるようにとる。ここで，

fl?=distC?/, S)

一般性を失うことなく M； ニ 0 としてよい。また，

y - X  ||<e/4

であるから，

II y —w II =  11 y II <e/3

であることに注意しておく。まず，ゴ̂ I I 1/11であることから，

B<iy : d/A')m

となる。そこで，

K = R ^B iy  ： d/A'), r=\\y W/2

として，定理2 .1 m) を集合

5i=5(0 :め门 S

に適用すると，

(ir+(2)nSi ニ

となるf ie S iD /C が存在することがわかる。また，f lS /T であることから，

a=Xu, X^O, u^BCy  : ゴ/4)

と表すことができる。ここで

a^BCO ： r)

であり，

5 ( 0 : f) n [1 , + oo]"=0
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であるから，；| < 1となる。したがって，

* )  I I  a—y 11 =  11 Xu—y I I  

= 1 1  .̂Qu—y^—Cl — X)y I I  

y I I

さ;!.ゴ/4+ (l—;0.5 め̂4 

= (5—4A)*fi?/4

であったから，

I I  a—y l l ^ 5 d / 4 ^ 5 e / 1 6

となり，

I I  a-x  IÎ 1 1  a-y  11 + 11 y-x  ||

<5e/16 + £/4 

<2

定理の誰明を完了するためには，I l f i l l O であることを確かめればよい。実際， 5 ヨ一 1 1 ^ 2  I I とお 

< と,

I I  V 1 1 ^ 1 1  v—a 11 + 11 a \\<r for all v^B ia  : 5)

となり，

Bia  ： 5)〔か 0, r)

であることがわかる。したがって，

a s S n B O i : め n a r + f l )〔CR：+ « ) n s n 5 ( 0  ： r) 

c (iT + fl)nS i 

= [a]

そこで，以降

II a IKII y ll/2=r

となることを示す。まず， であることから，II C 一?/IIさであり，これと* ) より，

d^W a-y  II^C5-4；iV/4 

となり， さ1 /4であることがわかる。さらに，

II U 11̂11 II- V 11 + 11 y \\^d/^+^d/A=M/2

であるから，

I I  X \\=̂2. II u ||^(l/4)3fi?/2<fi?/2<|| y \\/2=r

IE 了

このBrowderの補題の系として，次のBishop-Phelpsの定理の一つのversionであるBanach

空間における有界閉凸* 合のsupport pointはその*合の境界で糖密であるという主張を誕明する 

ことができる。
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系2.3 (Bishop.Phelpsの定理〔5〕） ズをBanach空聞， をその有界閉凸部分集合とする。この 

とさB の support po in tはの境界で稱密である。

この系2. 3 の形でのBishop-Phelpsの定理と空間の完備性，したがってBrowderの補題と空 

間の完備性の間の関係については， まだはっきりしたことはわかっていない。 しかし Klee〔29〕 

は空間における pre-Hilbert部分空間においてsupport pointが存在しない pre-compact部分

ま合を構成している。

2.4. Br<[>nsted-Rockafellar の定理，Bishop-Phelps の定理と完備性

次に，Brかisted-Rockafellarの定理とBishop-Phelpsの定理について述べる。一般に定義域が 

内点をもつ下半連続凸函数は，その内点において劣微分が可能であることはよく知られている力’、， 

定義域が内点を含まない函数においてはどうなるか？ この問題に答える定理がここで述べる 

Brかisted-Rockafellarの定理である。それによると，そのような函数においても劣微分可能な点は 

定義域において稱密に存在するという結果が得られる。また，Bishop-Phelpsの定理は， Banach 

空間の有界閉凸部分參合のsupport funcitonalが双対空間で瑪密であること，特に，Banach空 

間がsubreflexiveであることを述べたものである。まず，新しい概念をひとつ導入しておく。

定 義 X を線形空間，A をX の凸部分集合とし， を凸函数とする。このとき，任意の 

s > 0 にたいして， のfzにおけるe-approximate subgradientを次の条件を満たす線形沉面数 

/ とする。

f(.x—a')^F(ix')—FCa')+s for all x ^A  

以下，上記性質をもつ線形沉函数の全体をと表す。

注 意 X をノルム空間，A をその凸部分集合とし，F : を下半連続な函数とする。このと

き，任意のs〉0, a ^ A にたいして

deFCa')^&

である。

SE明 （Giles〔47〕） F が下半連続であることから，集合

K = Kx, X) : ^ ^F (x )—FCa)+£}

は閉ま合である。さらに， ホG z,0 )であるから，Hahn-Banadiの分離定理により

— a )F (_x ) — F 02) +S for all 

となる/ e z * が存在する。このy■にたいして，

f^dsFC a) IE 了
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となる<

定理2.4 X をノルム空間とする。 このとき，次 の D, ii), i i i ) は同値である。

i) X は完備である。

ii) (BrjSnsted.Rockafellai• の定理）パを:^の閉凸部分集合とする。今，函数F  :ン が 下 半 連  

続，凸であるとすると，任意のe〉0, Xi^A , f&d.FQxx')と任意のにたいして，

II ^ 0 一  11^/?, II f  一  fxQ  II X

となるiCoSA, /がe3F(a：o )が存在する。（ここで3 は劣微分をます。）

iii) (Bishop-Phlepsの定理） をX の閉凸部分集合とする。このとき，

sup{/(2/) : y ^ A )さyOi)+e 

となる任意の/ £ ズへ{0}と e > 0 と を と る と ，任意の；[にたいして，

/o(iKo)=sup{/o(2/) ： y^A}

II X i — X o II II / — /o II 

と な る ぷ と / o G X *が存在する。

iv) (Bishop-Phelpsの定理）バを义の有界閉凸部分集合とする。このとき，A の support fun

ctional はX の双対空間において獨密である。

証 明 i i i ) = H v ) は明らかなので，以下，0 = ^ i i ) = ^ i i i ) と i v ) = = ^ i )を示す。

i ) = ^ i i )  (Giles〔47〕）(p ： X—R  を

( p i x ' ) = F Q x ' ) — f ( i x ' ) + s n i i { f ( , x ' ) — F i x ' )  : x ^ A ]

と定義すると，これは下半連続，凸，下に有界となる。ここで,

(pQx') if x^A

と定義すると， 

り

ダ(3 0  =  {
1+ び if x^X\A

X-*R(J {+00} も下半連続，凸，下に有界な函数になるから，定理1 .1 i i i )よ

I I  a ^ o —

ダ(05)— ダ(3?o)> II x — Xq 11/ス for all x ^ X \  {a；o}

となるCCoEAが存在する。すなわち，

^*(» 0+ v ') — (P*Cxq')>  —e 11 y 11/ス for all y ^ X \ {0}

したがって，集合

E =  {(?/, : スさダ(Xo+2/)—ダ(Xo)}

と

F =  Ky, : i^< —(e/^)ll 2/11}

は，凸，inti^キ0 ,五n_F=0となる。この集合にHahn-Banachの分離定理を適用することにより'
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^  —Ce/-?)ll y II for all y^X

となる g e X * が存在することがわかる。 このgrにたぃして，まず，

g(2/)さ一OAOII y II for all y^X

となることより，

II g II ^£ハ

となる。次に，

<PXxQ+y')-(p\xQ')̂ g(iy') for all y^X

i り，

<p(.x') — (pixQ')̂ gix—Xo') for all x^A 

となり，g6d<p(：XQ')であることがわかる。 また，

<PCx)-<PCxo')=FCx)-F(xo')-/Cx-Xo')

ĝCx — Xô for all x^A

であるから，

FCa;)—F(a；o)^(/+gf)(aj—a；o) for all x ^ A

となる。 したがって，

f-\-g^dFQxo')

であるから，yioミ/ + 0^とおけぱ，

II _/io—/ l l  =  ll g ll^ e A l

となる。

i i ) = » i i i )  (Giles[47]).い A~^Rな、?KaOヨ0 と定義すると， は明らかにA におぃて下半連続 , 

凸函数である。 さらに，f6dsi>QxOとなることから， ii) より

II Xi — Xo 11̂ -? II / — fx o  II = s / ^

となる iC o S A と / ぱe 3 0 O o )が存在することがわかる。 ここで，

fxo^d<pQxo)

となることから，

/j：o(a7o)=sup {/xoC?/) : y^A}

となる。

iv) =¥ i) (Bishop-Phelps [5]). X を完備でなぃノルム空間とし，support fu n c t io n a lが双対空間

で瑪密でなぃ有界閉凸部分* 合を構成する。

まず，ズを^^の完備化空間の瑪密部分* 合として；̂0の中に埋め込み，X とXoの双対空間を 

同一視する。X キX o であるから’ llaHI = l となるic eX A Xが存在する。このa?とXoに Hahn. 

Banacliの定理を適用することにより，II ,11 = 1ニ/ ( a O となる/eJ^o*が存在することがわかる。 

そこで，
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D= { y ^ X o : II y  II さl , / 〔2/)=0}

Co=co{DU [x]}

C =  C o f i x

とおくと，このG )は明らかに閉で内点をもつから，C も内点をもつ閉凸集合であり， a:を含まな 

い。以降，g ^ X * がC のある点2：におけるsupport func tiona lであるならぱ，

II / —g

という条件を満たさなければならないことを示す。まず，

z=Xx-\-(_\一X)y, y ^ D  

と表すと，之6 C であるからZキ：C であり，従って，；1 < 1 になる。よって，

gix')-^g(iz) =  (il—X)g(iy—x')+g(ix')

より，g(2/— aOさ0 となることがわかる。さらに，

2さ II X 11 + 11 y 11̂ 11 x — y II —：y)=y(aOニ 1

となることから，

l^(g-fXy-x')£\\ f- g  II II y - x  ||さ2 || g—fW.

したがって，

II f — g II さi .

このことは，, を中心とし，半径 i の開球の中にはじのsupport fu n c tio n a lが含まれないことを 

意味する。 証了

最後に，いままでに述べられた各定理間の関係を図で示すことにする。’

ノルム空間における定理間の関係

花 弁 の 定 理 Bishop-Phelpsの補題

ル

水滴の定理

空 間 の 完 備 性  

(Ekelandの£-変分原理）

Bishop-Phelps のだき 
(support lunctional)

Phelpsの補題

'Browderの補-題

B が nsted-Rockafellar の定理 ^  Bishop-Phelps の定理 

^support point)
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m Caristiの不動点定理*〉

この章では，Caristiに負う不動点定理について記す。この定理は，考えられている函数の連続 

性を何ら必要としないこと，またEkelandの変分原理と同値になることから興味ある結果であ 

る。

定理3. 1 (Caristi) ( Z ,めを完備距離空間，F  : をある函数とし，さらに次の条件を満た

す p ro p e r ,下半連続，下に有界な函数

(p ： X-̂ R\J {+00}

が存在するものとする。

dQx, Fix')')+(p(iFix')')-^(p(ix') for all x ^ X

このとき，

二八 a；o)

と な る が 存 在 す る 。

IE明 ま ず ，

for all x ^ X

の場合を考;^る。

この場合，定理 l . l i v ) より，次の条件を満たすa；o 6 X が存在する。

(pQx')'̂ (p(ixQ') — ̂ d(.XQ, x) for all x ^ X

と，

FOo))

ここで，fl； = i^Oo) とおく 

となる。したがって，

cKxo, F(.xo')^£<PCxo')-<PCF(ixo))

^yCxo, FCxo')')

よって，a；o=FOo)。

次に， /̂>(aO = + a ) となるic s X が存在する場合は， がproperであることから， + 

となるズが存在する。いま，集合ズ*を

X*= {x^X  ： dCx, Xi')+(pCx^^(pCxi')}

と定義するとこの集合は非空であり，また0 が下半連続であることから閉，すなわち完備である。 

さらに，任意の3^6义にたいして’

d îFCx'), xO+<PCF(x'))

*) Aubin, Siegel〔3〕，Caristi〔12〕，Mizoguchi, Takahasi〔33〕参照c
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さ x') + dix, x{) + <PiF<ix')')

S<!>(ix') + d(ix, £Ci)

S<KxO

となるから，ドは，ズ* から J T への函数と考えることができる。Z * 上では，^/><+ooとなるから， 

最初の場合に帰着する。 証了

この定理の解釈は，次のように，考えれぱよい。いま，ある；̂の点0 を初期値とするF によって 

定まる軌跡{ a v lを次のように定義する。

Xo=a

また，9：̂をZ 上の en to ropyと解釈する。このようにして定まるX 上の entoropyをもったdyna

mical sy s te m の定常点の存在を保IEするのが上記定理である。

次に，この定理を，_Fが多価写像の場合に拡張する。この場合は， en to ropyの条件により次の 

一つの場合か存在する。 

i) 〜 び Cx)

d(x, y^+<fiCy')^^Cx')

ii) ^x ^X , "yび 〔X)

dQx, y )+ (K y)$(Kめ

まず，i ) の場合の拡張を述べる。

定理3.2 ( X ,めを完備距離空間，F : X ~ ^ X をある多価写像とし，上 記 D の条件を満たす 

下に有界なproper下半連続函数

<p : X-^R\J {+00}

が存在するものとする。このとき，

Xo^Fixo')

と な る が 存 在 す る 。

証明仮定より，任意の c c e X にたいして

d(.x, y ')+ <P iy ')^ix ')

となろy s F O c )が存在するから, このa;から:2/への対応を新しく とし，定理3.1を適

用すれぱよい。 証了

次は，i i ) の場合である。
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定理3.3 iX ’ d ) を完備距離空間，F : X— X を多価写像とし，ii) の条件を満たす下に有界 

な proper下 半 連 続 面 数 <+°o〉が存在するものとする。このとき，

{a：o} =FOo)

となるic o e x が存在する。

証 明 と な る が 存 在 し な い も の と 仮 定 す る 。今，多 価 写 像 ~ を

F*(aj) = F(a;)\{a;} for all x ^ X  

と定義する。すると，上で仮定したことから，この写像の値は非空である。さらに，定理3. 3の仮 

定が満たされているから，

Xo^F*Qxo)

となる义が存在する。これは，F ■■の定義に矛盾する。 誰了

最後に，上記諸定理が，Ekelandの£-変分原理と同値となる事を証明する。上記証明より， 

Ekelandの定理1 .1 iv)=#•定理3.1 = ^ 定理3. 2 = ^ 定理3. 3の implicationが成り立つから， 

定理3. 3 = ^  Ekelandの定理1 .1 i i ) の implicationがわかれぱよい。

定理3.4 定理3. 3 = ^ 定理1.1 ii)

証 明 OC、d ) を完備距離空間，F : f+oo}を，proper下半連続，下に有界な函数とす

る。いま，任意の£>0, ズを固定して考える。まず， の部分集合X *を次のように定義す 

る。

： F{x')+ed{x, xO ^F ixO )

アは下半連続であるから，この集合は完備であり勿論非空である。そこで，写後 F* ：

を次のように定義する。

{y^X*  ： FCy：)^FCx')-edCx, y)}

ここで，7^を定理3.3におけると考えれぱ，定理3. 3 における仮定を満たしていることは明ら 

かであろう。したがって，7^*は不動点をもつ。この点をめ）とすると，F *の定義よりこのめ）は 

次の条件を満たしている。

F(xo) + £dCxo, X i)^F (x i)

F(x)>F(cvo) — £d(xo, X：) for all x^X*\ {xo}

今’

F(x*)^FCxo)-ec^(xo, X*)

と な る が 存 在 す る も の と 仮 定 す る と ，

F(.Xi)<Fix*^+sd(ix*, xO

^Fixa')—edQxo,が0+£ぷ>*，xO 
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'F O o )+ e ゴ(a；o, xO

これは， であることに矛盾する。 証了
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