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r三田学会雑誌」82卷 1号 （1989年4 月）

扇形作用素とHahn-Bamchの定理

立 石 寬

斤

本稿の目的は， いわゆるa 形 作 用 素 に 関 す るHahn-Banach型の拡張定理を述べ， その応用とし 

て， ぺクトル束に値をとる線型作用素に関するHahn-Banachの定理を包括的に論じることにある。 

扇 形 作 用 素 （fa n )とは，非 円 滑 解 析 （non-smooth analysis)を す す め る た め の 基 礎 概 念 と し て ， 

A.D. Ioffeが提唱した一種の多価写像で， よく知られているRockafellarの凸過程を一般化したも 

のである。

非円滑解析は， これを広義に解釈すると，次の二方向の研究がある。 すなわち，函数の大局的性 

状にかかわる研究と， 局所的性状にかかわる研究がそれである。 前者の範禱に入る代表例は，超面 

数の理論に現れる微分概念である。 こ れ は Newton-Leipnitzの公式により，函数が連続微分可能で 

あるときには通常の微分概念と一致するという意味において，微分概念の拡張になっている。 それ 

に対し後者の方向は，Gateaux微 分 あ る い は Fr6chet微分に現れる基本思想，すなわち，函数をあ 

る線型作用素で局所的に近似するという思想に基づき， 微分概念を一般化するというものであり， 

こちらの方向は，近年，特 に1970年代に入ってから，最適化理論との関連で盛んに研究され出した 

ものである。 そして扇形作用素が関係するのは，後者，すなわち局所的円滑解析の研究である。

通常，経済学に現れる問題は， ある条件付き最大化問題に帰着される場合が多い。 そして， こ0  

問題に対する最大化の必要条件， あるいは十分条件を微分計算によって求める場合には， そこに現 

れる函数系が，十分に円滑的であることが要求される。 しかし， この仮定は， 問題設定によっては 

成り立たない場合がしばしば起こる。 例えば，完全補完的な生産要素をもつ生産面数などを想起さ 

れれぱよいであろう。 そこで， この仮定をはずし， なおかつ， 円滑な函数の場合に微分計算によっ 

て得た情報と同等の情報を得ようとすれば，微分概念自体を一般化しなければならない。 円滑であ 

るという仮定をはずし，代わりに，函数が凸かつ下半連続であるという仮定の下では，劣微分の概 

念が使用可能である力' ; , この仮定が満たされないケースは多くある。 そこで，最近の研究動向は， 

局 所 的 Lipschitz函数に対し微分可能となる微分概念を作り出すことに向けられている。 この研究 

において，現在，最も体系的なものは，F.H. Clarkeによる微分概念である。 し か し こ の 概 念 も ， 

その定義上函数の値域が無限次元になると使用することができないという欠点をもつ。 そこで， こ
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の欠点を克服し，劣 微 分 や Clarkeによる微分の概念に現れる，函数を線型作用素の集合で局所的 

に 近 似 す る と い う 思想をさらに一般化し函数を扇型作用素と呼ばれるある特殊な性質をもつ多値 

写像で近似しようとするのが， Ioffeの提唱した扇形作用素の理論である。

この理論は， まだ基礎研究の段階であるが， そこにおいてまず何よりも要求されるのは，線型作 

用素の自然な一般化として，扇形作用素が函数解析学における三つの基本原理，すなわち，一様有 

界原理，Hahn-Banachの定理， 開写像の定理に類似した性質をもつことである。 本稿では， この 

うち， Hahn-Banachの定理との関連において，扇形作用素の理論について現在までわかっている 

こ と を 解 説 し さ ら に そ の 応 用 と し て ， ベ ク ト ル 束 に 値 を と る 線 里 作 用 素 に 関 す るHahn-Banadi 

の定理について述べることにある。

以下， 第 I 節は， 以降の節で使う基礎概念の解説である。 第 n 節は，扇形作用素のいわゆる線型 

拡張定理と線型選択定理について述べ， 第 in節では， ベクトル束に値 を と る 線 型 作 用 素 に 関 す る  

Hahn-Banachの定理を述べ，最後に， 第IV節でベクトル束における，Hahn-Banachの拡張定理と 

同値になるいくつかの命題をかかげる。

I 基 礎 概 念

この節では， 以降の節で使う諸概念の定義を与える。 以下，線型空間というときには， 実線型空 

間を表すものとする。

定 義 X ’ y を線型空間とする。 今， 多 価 写 像 が 次 に 述 べ ろ i)〜iv) の条件を 

満たすとき，乂 を 扇形作用素 （fa n )という。 特 に V ) も満たすとき， を奇扇形作用素（odd fan) 

であるという。

i ) 任 意 の ic sA 'に対して， は非空， 凸。

ii) {0}ej/(0)

iU) = ゴ （a:) for all A>0, x ^ X

iv) V O i + a；2) 〔乂 （Xi)+J3? (̂a：2) for all Xi, X z ^ X

V ) — a；) =  for all x ^ X

上記定義より，任意の線型作用素は奇扇形作用素であり，一価の奇扇形作用素は，線 型 作 用 素  

に限ることがわかる。 又， £ /を ズ か ら y への線型作用素の凸集合とすると，次 の 多 価 写 像 ：̂̂̂: 

X  ~ » y も奇扇形作用素になることが直ちにわかる。

^(.x ') =  {y^Y\ y=T x  for some T e U 、

定 義 A：, y を線型位相空間とする。今，多 価 写 像 : ズ F が 前 定 義 ii), iii) と次 の i'X 

iv ')を満たすとき，ゴを扇形作用素という。特に，前定 義 V ) も満たすとき，*̂3̂ を奇扇形作用素
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という。

i ' ) 任 意 の に 対 し て ，ゴ(aOは非空，閉，凸e

iv') ^Cxi+X2')(^^(.Xi')+s/Cx2) for all Xi, X z^ X

r を線型空間，/Tを！"における点つき凸I I とする。今， こよってF に導入される半順序;^を次 

のように定義する。

XT^y y —x ^ K  for any x, y ら Y

F に上記の方法で半順序が定義されているとき，F を順序線型空間という。以下，順序線型空間 

y において，半順序について言及するとき，上記半順序を意味するものとする。さらに，順序線型 

空間y における理想点"+00""—00"を，次の条件を満たすF における極限要素とする。，

— 1/ for all 2/e Y

又，集合F, 2/+iiC y-K , C2/+iOn(y-iO (ただし， のことを区間（順序区間）と呼 

び，以下，これを次のように表わす。

[一00, +<»], [2/, +«>], [-00, !/], iy, y]。

定義順序線型空間y がベクトルまであるとは，F上の半順序;^が次に述べる条件を満たすこと 

をいう。

Y, Yルsy , 32/e Y, Vi：̂y , V2：̂y

注意 1 y をベクトル束とし， と0, と0 をF における任意の要素とする。このとき，次の 

関数が成立する。

[0, » 1+»2] = [0, a；i] + [0, » 2]

C D

証 明 y をベクトル束とし， と0, X2と0 を任意にとる。

[0, iCi+a；2]〕[0, £Ci] + [0, X2]

の包含関係は自明なので，逆を証明する。そこで， 2 を [0, Xi + X i] の任意の一点とし， " を 

次のように定義する。

M=inf U. Xij v = z —u 

«e[0, x i] は自明であるから，wG|；0, X2] をIE明すれぱよい。しかし

V = 2 —inf (Z, X i j  

= 2+ sup C— z ,  — X i )

=sup (0, z — x O  

^sup (0, a；i+:C2—a；i) = a；2

注 （1 ) Schaefer〔12〕.
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であるから，逆の包含関係もIE明されたことになる。 IE 了

定 義 ベクトル束 :r が最小上界性をもつとは， に導入された半順序で上に有界なF の部分集合 

0 に対して，

y:Ssnp Q for all y ^ Q  

y:^z for all y ミQ = ¥  sup Qr^z 

と い う 条 件 を 満 た すsup QミY が存在することをいう。

注意 2 K をベクトル束とすると， 次 の i ) ,  ii), i i i ) は同値である。

i )  y は最小上界性をもつ。

ii) y に お け る 任 意 のpairwiseに交わる区間の系において，少なくとも一 '"^は上に有界な要素 , 

一つは下に有界な要素が存在するとき，その系の要素の共通部分は非空である。

iiり F に お け る 任 意 の pairwiseに交わる有界区間の系の共通部分は非空である。

証 明 ii) i i i ) は自明だから，り =4* i i ) と Hり り の み 証 明 す る 。

i) ニ♦ ii)。 i ) が満たされているものとし， S を， i i ) で述べた性質をもつ区間の系とする。 一 

般性を失うことなく， S の要素を， [—<>=,u], [v, + 00]の形の区間としてよい。 そこで，y  

の部 分 ま 合 t；, F を次のように定義する。

[—0 0 ,  u]^S}

F={yer|[y , +oo]eS}

仮定より， こ の C / ,ゲは非空であり，任 意 の に 対 し て

v::^u for all V

となるから，集 合y は上に有界である。 よって，次 の 条 件 を も つ sup F G F が存在する。

y：：：<sup V  for all V 

v:^z for all ye V ==^ sup V 

このことから， こ の sup F が S の共通部分に属すことがわかる。

i i i ) = » i ) 。m ) が満たされているものとし， Q を上に有界なF の部分集合とする。 今， U なQ 

の上界の全体とし， y における有界区間の系S を次のように定める《

S= {\_q, u] \ q ^ Q , u ^ U ]

i i i ) より， このS には共通部分があり， それがg の最小上界になっていることは明らか。

証 了

定 義 X を線型空間， F を順序線型空間とする。 函 数 F : ズー>ru{+ oo}が凸であるとは， 

F(/® + (l- り2/);^び （aO + ( l —り•FCi/) for all x, y ^ X ,  / e [ 0 ,1]
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が成立することをいう。 さらに， この函数が

F Q x ^  =  AF(ix') for all A>0, x ^ X  

という条件も満たすとぎ， F は劣線型であるという。

凸 函 数 { + <»}に対して， F の 有 効 定 義 域 Dom を次のように定義する。

Dom F= {x^X\ FCx')^+oo}

又，函 数F  ： u {-00} がca (優線型）であるとは， - F  : {+00} が 凸 （劣線型）で

あることをいう。

注 意 3 多 価 写 像 ゴ ：X ~ » Y 力 ':,乂  0 ) = [ Q 0 ) ,  PCa:)]と表わされるとき，次 の D, ii> 

は同値である。

i )  乂は扇形作用素である。

U) P : X - ^ F U { + ~ } 劣線型 

Q ：x - > ru { - o o } 優線型 

QCx')：：̂PCx') for all x ^ X

扇 形 作 用 素 乂 ： Z  ：T 力' ; , 順序区間に値をとるとき，乂 の 有 効 定 義 域 Dom+ ^ を 次 の よ  

うに定義する。Dom+ ^= D om  P . (ここで，P は，上 記 注 意 3 に現れる劣線型作用素。）又 ，Dom一 

乂は’ DonT ゼミDom Q と定義する。

注 意 4 F をべクトル束とすると，次 の i), i i ) は同値である。

i ) ゴ ：ズ ー F は有界区間値扇形作用素。

ii) ^Cx)=[ — P( — x), P(x)] for all x ^X

と な る 劣 線 型 作 用 素 P  ： X —F が存在する。

( 2 ) .
証 明 り = » i i ) は 注 意 1 より明ら力、。 i i ) 0 も明ら力、。

定 義 線 型 空 間 X の部分* 合 C の 点 a;が， C の相対内点であるとは， C の affine h u l lに属すを 

任 意 の 点 " に対して， + と な る 《> 0 が存在することをいう。 以 下 C の相対内点の

全 体 を ri C と表す。

注 意 5 文 が 線 型 位 相 空 間 の と き に は ， この定義は，通 常 の 相 対 内 点 （すなわち位相論における） 

に一致する。

注 （2) Io ffe〔4〕.
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証 明 K lee〔9〕 を見よ。

定 義 ズ を 線 型 空 間 と す る 。 今，X に お け る 二 つ の 維 Ku K 2 が K i- K 2 = K 2 - K iという性質 

を も っ と き , と ん2 は， 一般の位置にあるという。

注意 6 維 Ku K 2 は，ri OTO n ri 0 ^2) ナ0 のとき，特に，Ku K 2 が部分空間のとき，又，Ki 

がの代数的 内点を含むとき，一般の位置にある。 又，ど1, が次のように定義されているときは , 

一■般の位置にないことも明らかであろう。

K y ^K t, 0 ^w \ t  ^  0}

K 2 = K - t , /)eR2|# さ 0}

定 義 を 線 型 空 間 と し ， C を:^の凸部分集合とする。 今， を C の一点とするとき， C の a; に 

おける許容方向の錯とは，集 合 {C—x} のまi 包のことである。 これを以降，Ad(C, a O とます。

n 線型拡張定理，線型選択定理

この節では，扇形作用素-が， 線型拡張性をもつ条件と，線型選択性をもつ条件について述べる。

定 義 X ’ F を線型空間とする。 線 型 作 用 素 T : ズ~>Fが 扇 形 作 用 素 : X  —  F の線型選択 

であるとは，

Tx^s^Qx') for all x ^ X  

が成立することをいう。又，少なくとも一つ線型選択が存在するとき，扇形作用素V は線型選択性 

をもつという。

定 義 ズ ，F を線型空間とし， V ^ X の部分空間とする。 扇 形 作 用 素 F が /^に関 

して線型拡張性をもつとは，y を i：に制限したときの任意の線型選択て： に対して， 次の条 

件を満たす線型作用*  T* ： X - ^ Y が存在することをいう。

T *x^^Q ,x ) for all x ^ X  

T*x= Tx for all x ^ L

このとき， T *を T の ゴ に 関 す る線型拡張と呼ぶ。 又，扇型作用素乂が，X の任意の部分空間に对 

して線型拡張性をもつとき，ゴは，線型拡張性をもつという。

次の定理は，余 次 元 1 の部分空間に対し， ある奇扇形作用素をその部分空間に制限したときの線 

型選択が，線型選択として全域に拡張できるための条件を述べたものである。
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定 理 2 . 1 X ’ ；Tを線型空間とし， ム を 余 次 元1 の の 部 分 空 間 と す る 。 今，線 型 作 用 素 :T : ム 

が 奇 扇 形 作 用 素 を こ 制 限 し た と き の 線 型 選 択 で あ る と き ，次 の i), U) は同 

値 で あ る 。

i ) アは^̂^̂の線型選択として，全域に拡張される。

i i ) 任意の に対して， n is^ ix+ e)-T x ')i=Q

( 3 )

証 明 0=#>n)。 まず， i ) が成立しているものとし， ア* : ズ ー を T の に 関 す る 線 型 拡 張 と  

す る 。 このとき，任 意 の eを ム x ^ L に対して，

*3^0+ め 一 Tie ョア * o + め 一

ょって，

s^ix+e^ — Tx^T*e for all a e L

となるから

n C'^Cx+e')—Tx')i=0

ii)=#> i)。 i i ) が成立しているものとすると，任 意 の eを に 対 し て ，

n C-^(.x+e')— Tx')=^0 

であるから， この集合に属する一点？/ をとり， ア* : を次のょうに定義する。

T*(.x+te)= Tx+ty for all x g L , に ®

ア* は， 明らかに線型であり， 丄上でr に一致する。 又，任 意 の ム ^ナ0 に対して，

T*Cx+te)= K TCx/0+y')^K T(x/1) +s^ix/t+e) — TQx/t')')=s^ix+te)

IE 了

次の定理は，肩形作用素が， ある部分空間に対して，線型拡張性をもつための条件を述べたもの 

である。

定 理 2 . 2 ズを線型空間， 丄をズの部分空間， ；Kを最小上界性をもつベクトル束とする。 今，順 

序 区 間 値 奇 扇 形 作 用 素*af : が，次の性質をもつとき，V はんに関して線型拡張性をもつ。

Lfl ri (dom+ sŝ ')4̂ Q.

SE明 ア ：ム を ，ゴをムに制限したときの任意の線型選択とする。 この定理を証明するには， 

任 意 の €を に 対 し て ，

ア*0；£>32̂ (00 for all X e  linear hulULU レ}}

ァ*：!；: ? "：)； for all x ^ L

注 （3) Ioffe〔7〕.
( 4 ) I o f f e 〔7〕.
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を 満 た す 線 型 作 用 素 T* ：linear hull {Z,U { e ] } ^ Y が存在することを示せば十分である。 さらに， 

定 理 2 .1 より，上記条件を満たす :T が存在する必要十分条件は，任 意 の eをL に対して，

n + — .............い ）

の成立することである。 よって， 以 下 こ の （* ) が成立することを確かめることにする。 まず，•af 

は奇であるから，任 意 の u ^ L に対して，

czs/(ix+ e)~^(.u+ e) — T (ix—u)

= [j^(,x + e)— Tx'\ — [乂  (M+e) — T*"]

すなわち

\_ĵ (.x + e) — Tx'\ n [•«/("+e) — T"]キ0 

さらに， が奇であることから

Dom+ ss/ =  — Dorn"

となり， X の部分空間S を

iS=Dom+ j/+Dom~ s i

と定義すれぱ

S= affine hull {Dom+ = affine hull {Dom~ <s/]

という関係が成立する。 以下， 二つの場合に分けて考えることにする。 

i ) S D (L+  e ) = 0 の場合。

+ ニ for all x ^ L

となるから， （* ) は成立する。

i i)  S n ( ム+ e ) ナ0 の場合。

X€Lr\ri CDorn  ̂j/) , w e L , 广> 0 , 厂> 0 を適当に選べば，

ic+广(M/+め EDom+ ̂

一:c + r(w;+e)eDom- s i

とすることができる。 すなわち，

—— rf--- l-^eDom"^ パ

-a; + 厂M； . .
Dom sS

r

このことから， 集 合 系 {•a^^O+e)-：Ta:|:r6ZJには，上に有界な要素と下に有界な要素がそれぞれ 

少なくとも一つ存在することになる。 仮 定 よ り は 最 小 上 界 性 を も つ か ら ， 第 I 節 注 意 2 より， 

( * ) が成り立つ。 IE 了

系 2 .2 .1 X を線型空間， F を最小上界性をもつベクトル束とする。 今，順序区間値奇肩形作用 

素 ~ » Y において，Dom+ がX の部分空間になっているとき， か ら y への線型作用：
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素の* 合 t/が存在して，

{yG Y\ y =  Tx for some T g U~\

と を 表 す こ と が で き る 。

11明 Dom+ダ が ■の部分空間であるから，ri (Dom+y) = D om + Y となることにまず注意す 

る。 以下，二つの場合に分けて考える。

i ) x ^ D o m ^ ^ の場合。 {か l/sR}, TQtx)三t y とし，定 理 2 .2 を適用すれぱよい。

ii) a;をDom+Vの場合。5  : を V の任意の線型選択とし，

ム= linear hull {(Dom+ V )U  {x]}

T +  tx) =  Bti + tu for "GDom+ ズg R  

とし，定 理 2 .2 を適用すればよい。 証 了

特に，有界区間値の扇形作用素のときには， 定 理 2 .2 が強化されて， 扇形作用素が任意の部分 

空間に対して線型拡張性をもつことと， F が最小上界性をもつことが同値になる。 次の定理は， こ 

のことを述べたものである。

定 理 2.3 X を線型空間， r をベクトル束とする。 このとき，次 の i), i i ) は同値である。

i ) Y は最小上界性をもつ。

i i ) 任意の有界区 間 値 奇 扇 形 作 用 素 ダ ：X —^  Y は，線型拡張性をもつ。

( 5 )

11明 り = = ^ ii)は，定 理 2 .2 より明らかなので， 以下， を！E明する。 そこで， まず,

i i ) が成立しているものとし， { G h 'e /を，

for all i, j ^ I

なる条件を満たす， F における任意の有界区間の系とする。 第 I 節 注 意 3 より， この系の共通部分 

が非空であれば， F は最小上界性をもつことになる。 まず，線型空間X , 余 次 元 1 のX の部分空間 

L , 有 界 区 間 値 奇 扇 形 作 用 素 乂 ：ズ ~ » Y を次のように定義する。

X =  {xi>')\x : /—>]R, a;(O^0} : finite}

L =  2 a；CO=0}

^[xC-')]=  s  xCOCi

又 ，函 数 ej ： /-^RC；e / ) を次のように定義する。

[0 i キ i

1 1 = 1

注 （5) Io ffe〔7〕.
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すると， 丄の任意の点 :Cは次の形に表わすことができる。

x= 2J tn ein — l l  Sm Cjm (Anキ jm)

し '■■で，/ra>0, Sm>0, 2j Sm

さらに，qnm =  U ^ s J 2 t n とおくと， gnm >0であり, 区間は凸集合であるから，任 意 の ： に对 

して，

QnmC. Cin 一  Cjm)

と を 表 す こ と が で き る 。 従って，

Oe^Ca;) for all x ^ L  

が成立する。 このことと， i i ) より，次 の 条 件 を 満 た す 線 型 作 用 素 が 存 在 す る 。

Tx e ' C x ) for all x ^ X  

Tx=0  for all x ^ L

定 理 2 .1 より， このことは次のことと同値である。

任 意 の ポ ム に 対 し て ， n̂ ^Oc+e)=5>̂ =0

Si一6j^L  for a l l i, j らI であるから，

n Ci= n メ (eD
ie l  i e l

= n (^i—ej)+ei)
».e/

z) n ^ (^ x + e i)^Q

よって， i ) が示されたことになる。

次に， ある扇形作用素の線型選択が存在する条件について述べる。 系 2.2 .1より， 

作 用 素 ダ に お い て ，Dom+ダ が 部 分 空 間 に な れ ば ， 線型選択はもちろん存在する。 

これをより一般化したものである。

証 了

区間値奇扇形 

次の定理は，

定 理 2.4 を線型空間， y を最小上界性をもつベクトル束とする。 今， 区間値扇形作用素 

X ~~»» Y において， Dom+ と Donr が一般の位置にあるとき，次の条件を満たす区間値 

奇 扇 形 作 用 素 ぶ ：X  — y が存在する。

メ （aO for all

特に， 同じ条件の下に，Y は線型選択をもつ。

( 6 )
証 明 多 価 写 像ダ ：A：—"^ r を次のように定義する。

^ix')= n [S  ti (̂.Xi')'] C2  tixi=x)
こ の が 区 間 値 奇 扇 形 作 用 と な る こ と を 確 か め れ ぱ ， 定理の前半が示されたことになる。 まず，

注 （6) Io ffe〔7 〕.
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■^(― aO= n [2  A： ( ^ t i X i= —x')

= 一 n [ 2 (- も> ベ ;Kf)] CS(_'i)aJi=aO 

= —n E /£^C a；i)] ( 2  tix i^x ')

--—SS(^x )

より，ぷが扇形作用素ならぱ，奇となることがわかる。さらに，次の等式も明らかであろう。

•^ (ス3；) = ス<^(») for all /?e]R, x^ X

又，

ss(ju-\-v) =  n [2  ti-sifixi')'] ( S  tiX i=u+ v)

〔 n [SCsi+rO^Ca^i)] ( S  Siti=u, Xj nXi=v) 
c  ダ〔"）+ ダ 00  

ジが区間値であることも明らかなので，後は

<^(aOキ0 for all x ^ X

を確かめれぱよい。まず，Dom"^^ と DonT は一般の位置にあるから， ミDom+ゴーDom-

はA：の部分空間になる。そこで，0：€ 丄の場合と a;をムの場合に分けて考えることにする。 

i ) x ^ L の場合。

2  tiXi=x, ti>0 for all i 

と：c を表すと，少なくとも一 '̂ 3̂の Z'について，rciをi：となる。この；Cfについて， とな 

るので，^(^x)= Y for a l l x ^ L が成立する。

i i )  x ^ L の場合。

仮定より， r は最小上界性をもつので，ま 合 も の 各 要 素 が pairw iseに交 

わり，上に有界な要素と，下に有界な要素が少なくとも一つずつ存在すれば，ダ〔a O は非空とな 

る。 よって，このニ点を確かめれぱよい。

各要素が pairw iseに交わること。 a; = S  UめニZI S j"jとおく。今，

f*"=max〔ら 0) , 厂=  max〔一/, 0)

= Ui, W~i=Yj t~i Ui 
=  Vj, Z~i=YxSl Vj

とおくと，

w'  ̂+ z~ =  w~+z*

という関係が成立する。従って，

0 sj3^Gi；++r)-j/(Mr+2+)

C： J^(M ；+) + V (2_) — 乂 (MT) — J^ (2+)

CXI /t ■^(«i) + 2s7 

—XI tl, 2  s]

= S  ti ̂ i.ud—'EiSj'^ivj)
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E  n [2 sy^(yy)]=i^0
上に有界な要素と下に有界な要素が存在すること。

x^L=T>ora.* Dorn" -s^=Dom一 ' 一Dom+ ̂

であるから，

x = u '—v '= v "—u"

となる u,、2<''eDom+v, v', y''eDom~^  が存在する。 u’’ u", v' v " に対して，

は上に有界 

乂 O ")—ダ (V ) は下に有界

になることがわかる。

定理の後半は，ri(Dom+タ）= Dom+ダ = ム と な る こ と と ，系 3 .2 .1 より明ら力、。 E  了

m 扇 形 作 用 素 と Hahn-Banachの 定 理

この節では，肩 形 作 用 素 に 関 す るHahn-Banach型の拡張定理を述べ，扇形作用素の理論の応用 

として， ぺクトル束に値をとる線型作用素に関する，Hahn.Banachの定理について考察する。 

次の定理は，線型空間における扇形作用素の拡張定理を述べたものである。

定 理 3 . 1 X を線型空間， ムをズの部分空間， y を最小上界性をもつベクトル束とする。 今， L 

上 の 区 間 値 奇 扇 形 作 用 素 L  ~ » V と 劣 線 里 作 用 素 t> ： X ^ Y があって，

j/(a ;)c  [―00, P (a;)] for all x ^ L  

と い う 関 係 を 満 た し て い る も の と す る 。 このとき，次 の 性 質 を も つ 区 間 値 奇 扇 形 作 用 素 ズ  

一 ■* * Y が存在する。

s/*Qx)=s/(ix') for all x ^ L  

ダ "XaOcz[―00’ pix')'\ for all x ^ X

証 明 系 2 .2 .1 より， ムからF への線型作用素の* 合 C/が存在して，

=  [y^Y\ y=T x  for some T e U]

とV を表すことができる。 このC7に属する任意の線型作用素r に対して，

T »e[— p i —x'), />(»)] for all x ^ L  

が成立するから，定 理 3 .2 より，

/)〔一aO, P («)] for all x ^ X  

T*x= Tx for all x ^ L

を 満 た す 線 型 作 用 素 r * :  が存在する。 こ の T *の 集 合 を t r とし， を，：
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ゴ*(aO= {l/s 2/=  T*x for some T^U*]

と定a すれば， これが所望の性質を満たす。’ 証 了

次に， 局所凸線型位相空間における連続線型作用素の拡張定理を述べる。

定 理 4.2 X ’ を局所凸線型位相空間とし， はさらに， 内 点 を も つ normal cone i f によ 

って順序づけられた最小上界性をもつベクトル束とする。 又， ムをX の部分空間，r  : ム一*F を連 

続線型作用素とする。 このとき，次 の i), i i ) は同値である。

i ) ア（c / n z o が 上に有界となるズにおける0 の近傍C7が存在する。

i i)  T*xニ Tx for all x ^ L

と い う 条 件 を 満 た す 連 続 線 型 作 用 素 が 存 在 す る 。

( 7 )

証 明 i) ニ ♦ ii)。 [/を :r ( c / n z j が上に有界となるズにおける0 の近傍とし，b E Y を，T W  

n _L )の上界とする。 ここで，一般性を失うことなく， £ /を凸かつ円形とする。 今， ズ ー を  

U の Minkowski、巩函数とすると，

Txミ[—q(i — x)b, q(.x')b] for all x ^ L  

という関係が成り立つ。 そこで，劣 線 型 作 用 素 P ： X - ^ Y を pCx) =  <i(：x ) b と定義 すると，定 

理 2 .3 より，次の条件を満たす線型作 用 素 F が存在する。

T*x= Tx for all x ^ L  

て*x s [ _ g 〔_aOろ，Qix')b] for all x ^ X  

又， W を A-saturatedで 円 形 な に お け る 0 の近傍とし，f i > 0 を と な る よ う に と る。 

すると， T X m ID c [—Mb, となるから， T * は連続になる。

i i ) = ^ i )。 を i i ) の条件を満たす連続線型作用素とする。 " を ii：の内 点 とし，

C/={rc€X|r*a;;^M}

とZ7を定義すると， t/■は reに お け る0 の近傍になり，’ さらに，任 意 の ：cG t/n 丄 に 対 し ， " と :r*o; 

= T x となるから， TCUn L ) は上に有界である。 証 了

次に， 自明でない連続線型作用素の存在定理を述べる。

定 理 3.3 X ’ ：r を局所凸線型位相空間とし， ドは， 内 点 を も つ normal cone i i によって順序 

づけられた最小上界性をもつベクトル束とする。 このとき，X か ら r への自明でない連続線型作用 

素が存在する。

注 〔7 )  Peressini〔11〕参照。
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tE明 を の 内 点 と し ，任 意 の a；GX\{0}に対して， ムニ {かUgK}, T < itx )= tu とし，定 

理 3. 2 を適用すれぱよい。 証 了

次に，Banach空間における同様の定理を述べるが， その前に， 新しい概念をいくつか導入して 

おく。

定 義 X 、y をノルム空間とし，メ ：ズ ~ F を扇形作用素とする。 このとき，V の作用素ノ

ルムを次のように定義する。

定 義 S を コンバクト，Hausdorff, extremally disconnectedな 集 合 とし，C ( 5 ) を 5 上の連

-続実数値函数の空間とする。

注 意 C ( S ) に次の維 i f で 半 順 序 を 定 め る と 最 小 上 界 性 を も つBanach束になる。

{ » ( • ) £ C (S )|x (s)>0  for all 5^5}

証 明 D a y 〔2〕を見よ。

定理 3.4 X をノルム空間，L  の部分空間とする。 今，有界区間値奇扇形作用素乂 ： L — «> 

C C S ) が 11^11=1となるとき，次の条件を満たす有界区間値奇扇形作用素 

.が存在する。

-s^(aO=V(aO for all x ^ L

11̂ 11 = 1

IE明 S を CC^S)の単位球とすると，

j^Ca:)c\\x\\B for all iceL

となるから， 後は通常の議論による。 証 了

定 理 3.5 X をノルム空間，ムをズの部分空間とする。 今，線 型 作 用 素 T  ： £ - > C (S ) が lirll 

= 1 となるとき，次 の 条 件 を 満 た す 線 型 作 用 素 ア* : ズ が 存 在 す る 。

Tx for all x ^ L

り r iH i

証 明 通常の議論による。 証 了
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定 理 3.6 X をノルム空間とし， JCo^OをX の任意の要素とする。 このとき，次の条件を満たす 

線 型 作 用 素 T : C ( S ) が存在する。

i in i= i

rOco)二ろllxoii〔ここで， みはc ( s ) の単位球の一点）

証 明 通常の議論による。

I V 同 値 定 理

この節では， べクトル束F におけるいくつかの性質の同値性を述べる。

定 理 4 . 1 べクトル束F において， 次 の i)〜 i v ) は同値である。

i ) (Hahn-Banachの拡張定理）X を 線 型 空 間 を Z の部分空間とし， p F を劣線型作

用素， T : 丄 を 線 型 作 用 素 と し ，

Txt^PQx ') for all x ^ L  

という関係が成り立つとき，次 の 条 件 を満たす線型作用素て* : Z - > F が存在する。

T *x= Tx for all x ^ L

(aO for all x ^ X

ii)  r は最小上界性をもつ。

i i i ) (サンドウィプチ性） ：̂ を線型空閩， F  : {+00}を凸函数， G ： X->Y\J{-oo}

を旧函数とし，

G(aO；：̂F O )  for all x ^ X  

が成り立ち，■AfiKDom F, i d と A(/(Dom G, u ) が 一 般 の 位 置 に あ る u ^ X が存在するとき， 

次の条件を満たす線型作用素 :T ： X —F とF の 一 点2/が存在する。

GCx):^Tx + y ：̂F(_x ) for all x ^ X

i v ) 〔一 般 化 さ れ た Hahn-Banachの定理）え を 線 型 空 間 ， を劣線型作用素， 

X - * Y l} { - o o } を旧函数とし，次の条件を満たすものとする。

G(.x')7̂ F(ix ') for all x ^ X  

このとき，次 の 条 件 を 満 た す 線 型 作 用 素 が 存 在 す る 。

G ix ')：̂ Tx：̂F ix ')  for all

証 明 i) = »  i i ) o 定 理 2. 3 より明らか。
( 9 )

U) ニ^ iU ) 。 U ) が満たされているものとし， F  : U  { + 0 0 し G: U  {—o o j をそれ^

注 〔8) ( 9 )  I o f f e 〔7 〕.
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ぞ れ i i i ) において述べた性質をもつ凸函数と[a函数とする。 今，劣 線 型 作 用 素 / パ R X X - ^ Y U

i  + OO}を次のように定義する。

tF C x /0  if ^>0

0 if ズ=0, x = 0

+ 00 if otherwise

H f O , x ' ) =

す る と ，

Dom Hf= {ひ，aOU>0, x/t^T)om. F] U {(0, 0)}

となる。 又 優 線 型 作 用 素 / / ^ : 殿乂；̂~>：̂ リ{ー00} も同様に定義する。 最初に， Domが/ " と Dom 

i/ f f が一般の位置にあることを示すが， そのためには，次のニ式を示せば十分である。

C * ) Dom / /f—Dom i/G=R [■̂ゴ① om F, 0)— ゴ① om G, 0)]

(**) Dom Ho—'Dora Hf= ^  [バゴCDom G, 0)—AKDom F, 0)]

ここで， 一般性を失うことなく， としている。 まず，O^Dom ■FD Dom G であるから，

■K"ミDom //>—Dom Ha>Dom H f~ Q 1 ,0)

が成り立つ。 i r は凸■ なので，

Ct, 0 ') ^ K io r  all

(0, x~)^K for all x ^ A d (Dom F, 0)

従っ て ，

R X A ゴ（Dom F, 0：}^K

が成り立つ。 同様にして，

一 [RxAKDom  G, 0)]cii：

も成り立つことがわかる。 従って，

Dom H it—'Dom ぜg つR x  [_4c/(Dom F, Qd—A d  (Dom G, 0)]

が成り立つ。 一方， it, x)eDom H f , a;キ0 とすると，

x/t^Dom Fez Ad (Dom F, 0)

となり，

Dom /fj-c ]R X Ad (Dom F, 0)

が成り立つ。 以下同様にして，（* ) ( * * ) が示される。 次に，扇 形 作 用 素 ~ >> Y を次の 

ように定義する。

x^=[HaCt, aO, H fQ, aO]

すると， 定 理 2. 4 より， は線塑選択をもつ。 そ れ を r : R x ズ と す る 。 今，

ア*〔•）ョ 7X0, .), y = T (X  0)

とすれば，

G(aO::^T'*:c + 2/;:^F(aO for all x ^ X

を満たすことがわかる。
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iiO iv)。iii)が満たされているものと し F : を劣線型作用素，G:X~>FU{_oo}

を[H]困数とする。すると， i i i ) より，次 の 条 件 を 満 た す 線 型 作 用 素T : ズ と :Tの 一 点 :1/ が存 

在する。

GOnO:^Tx + y:^F(ix) for all x ^ X  ........... ( 水）

こ の ア が i v ) を満たさないものとし， /Cを F に半順序を定める維とすると，次 の 条 件 を 満 た す aT- 

か存在することになる。

F C x* ')-T x*^K  .............〔林）

(=0 より，この 05* に対して，

t {F ix * ^- T x * }+ y ^K to r  all ^>0

が成り立つ。 従って，

FO c*)-T (：x*)+ y/に 1 / tK c K

ここでVt=^kとおくと，

F<ix*')-Tx*^ky^K for a llみ>0 

ここで，I D t linearly closedであるから，

FCx*：)- T x * ^ K

これは， O tO に矛盾する。
(10)

iv)~»i)。iv) が満たされているものとし， ムを，X の部分空間， ク ： を劣線型作用素，. 

T : を線型作用素とし，

Tx：:̂  P (a;) for all xらL 

が満たされているものとする。今，H 困数， G : ズー>FU {—00} を次のように定義する。

[ Tx if X ら L  

if

すると， i v ) より，次 の 条 件 を み た す 線 型 作 用 素 T* : x - > r が存在する。

G(aO；̂r*a;;^/)〔aO for all 

ここで， Z«はズの部分空間であったから，

T*xニ Tx for all x ^ L  証 了

注 意 1 i ) と i i ) の同値性は，wedge /Tによって順序づけられた順序線空間というより一般的 

な空間においても成り立つ。このことについては，たとえば，Ioffe〔4〕，T o〔15〕などを見よ。

注 意 2 i i i ) において，Ad/① om F, u ) と AcKDom G, u ) が 一 般 の 位 置 に あ る " e X が存

在するという仮定を置いた。 実際， この仮定が落ちると， y が実数の場合にも， i i i ) が成り立た 7̂  

いことが次の例によってわかる。

注 （10) Hirano, Komiya, Takahashi〔3〕.
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例 集 合 X’ Y, Y pを次のように定義する。

X =  {(a；n)n^eR°°|g «o, Xn=0 for all n>m ]

Y =  Kxn)n=i^X\^ weN, Xn>0}

Yp= {(a;„)„=ieZla；p<0, Xm<0 for l< m < p ,  Xm=0 for m>p}

今， ズ 上 の 凸 函 数 F  ： X - > U を次のように定義する。

0 if x = 0

F ( .x ') = ' +00 it x ^ Y

' p ix i+ ......+iCp) if a；e  Yv, P>1

ここで， め}, 7, F p は，互いに素であり，{0} u r u ( y  Fp) ニズとなるから， は well- 

defined である。又， IH]函 数 G  : x - > ru  {-00}を次のように定義する。

I 0 if x = 0  

[ —CO if otherwise 

すると， このF , G は明らかに上記仮定を満たさない。 今，

for all x ^ X

と な る 線 型 作 用 素 T : ズー►Kが存在すると仮定し，ep=(0,……0 ,1 ,0……)， と 表 し e > 0 を任 

意にとると， 一ei— らG Y p だから，

—r  (め 一 (ら）=

^  ■F(—ei—sgp)

^  — p — p s

となる。 ここで， とすると，

— く一わ 

となる力’、， これは， T C eO が有限値だから不可能。
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