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「三田学会雑誌」82卷 1号 （1989年 4 月）

変分不等式による競争均衡の存在証明 

丸 山 徹

序

今日知られている標準的な競争均衡の存在証明において，最も核心となるのは， ある価格の下に 

おける超過需要の集合の中に非正のべクトルが含まれることを主張する， い わ ゆ る Gale=二階堂の 

補題であろう。

この補題の征明は， たとえば価格調整函数と超過需要函数の直積として定義される多価写像の不 

動点を見出すことに帰着することも周知のとおりである。 この証明法は価格が超過需要を定め，超 

過需要の大きさによって価格が再調整されるという，価格と超過需要の相互作用に巧みな数学的表 

現を与えることをつうじてその目的を達するものであり， スミス以来の経済学者のヴィジョンに素 

直にアッピールするところがあった。

しかし，Gale=二 階 堂 の 補題自体は，専ら超過需要函数の性質だけに依拠するものであり，価格 

の調整方式の如何には本質的に無糖^であると言わねばならない。 存在証明における価格調整函数は , 

いわば IE明の便法のために導入された，甚だ技巧的なトリックなのである。 そこで本稿では，Gale= 

二階堂の補題を，価格調整函数を一切用いることなく.超過ぎ要函数の性質だけから証明する方法 

を示そうと思う。

本 稿 に お い て あ ら た に 得 ら れ たB row derの変分不等式の証明法と， そ れ が Galeニニ階堂の補題

を含意するという注意は第 IV節で論じられる。 第 I 〜HI節 は ，専らそのための準備に費され， とく

に新しい内容は含んでいない。

以下の理論は， より一般的な空間上でも展開することができるが， ここでは主として経済学への

応用に関心を有する読者を想定して，すべて有限次元空間上で論ずることとする。 ただし， そのよ

うな制約を課すかわりに，すべての命題に，殆ど自足的な IE明を与えることとした。

これらの理論の周辺には，数学的にも経済学的にも， まだまだ論ずべき重要な話題が数多く見出

されるのである力：， ここでは一切わき道にそれず，我 々 の 目 標 で あ る Gale=二階堂の補題に直進す 
(•)

ることにしたい。

0 0 私は慶應義塾大学経済学部の請座「数理経済学」（昭和63年度）において，この間の事情を詳しく論 
じたのであるが，本稿はその折の講義録に基づくものである。 より一般的な展開および多くの関連のあ 
る話題については，筆者の慶應義塾大学大学院における昭和63年度の講義録『非線形函数解析学の基 
礎』〔本塾大学図書館蔵）を参照していただきたい。
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の分解

M を ]R【の （非空）部分集合とし，M に お け る 有 限 個 の 開 集 合 Ih , C/2.……，（/n は

U Uj=M (1)
j=i

を満たすものとする。す な わ ち {C/_/}は M の 開 被 覆 （open c o ve r in g )である。

さて，R ! 上 の E u c lid の 祖 離 を と し ，各 j = h  2 ,……，n に対して，函 数 ： M > K を

aj Cx^ =  p (.X, M\Uj') (2)

と定義すれば， これは連続でしかも

[>0 if x G U j 
a jixM  (3)

[=0 if x ^ U j

である。 さらに(1)により， ど の に 対 し て も ， こ れ を 含 む U i が 存 在 し こ の U j に対応す 

る aプ に つ い て は ffj<aO〉0 となる。 したがって

S  «プ(aO>0 for all (4)
プ=1

そ こ で 困 数 ん ：M >[0,1](;■=!, 2 ,…… ，" ） を次のように定義する。

んW  = - プ め  (5)

こ の {ル} 

のである。

については以下の基本的性質がすぐに判明する。

ん は 連 続 。

[>0 if x ^ U i
ん<aO

1̂ =  0 if X を Ui

2  ん(aO =  l  for all x ^M o  
•?'=i

のことを， {C/j. }に従属する 1 の 分 解 （partition of unity subordinate to {[/.})と呼ぶ

n Ky F a n の 不 等 式

定 理 A (Fan) を の 非 空 . コンバクト . 凸室合とし， 函 数 / :  i i X i T は次 

の三条件を満足するものとしよう。

( i ) す べ て の Uび について， f i x ,  y ) は上半連続。

( i i ) す べ て の に つ い て ，y '~ >  f i x ,  y ) は凸。

( i i i )ある c g R  について，jX x , x )'^c  for all x g K 。
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こ の と き ，

f ix * , y )さc for all y らK

を 満 た す が 存 在 す る 。

証 明 （T a k a h a s h i 〔4 〕） 背 理 法 に よ る 。 仮 に ど の に つ い て も ， そ れ に 応 じ て グ 0 ,  y ) < C  

と な る y ら K が 存 在 す る も の と し て み よ う 。

各 y び に対して

Uy= { x ^ K  \ f i x ,  y')<c}

とおけば，条件(i)によって， i / v は iT における開* 合である。 また背理法の仮定から

K= U Uy
yeK "

となる。 し か も / i： は コ ン バクトなので，7Tの 開 被 覆 {C7j2/ei!：} は有限部分開 被覆

Uyi, Uyz, ..., Uyn

を有する。 そ こ で {Ui/u Uyzf ...... , Uyn、に 従 属 す る 1 の分解を

息' ：K -- >[0,1]; y = l , 2 , ...... , n

としよう。 ここで

X e  Uyj ==^ f i x ,  y j)< c  (6)

であることに留意する。

さて，写 像 ク ： K 、K を

pQ x ')= 'E  /3j O )  yj

と 定義すれば， 明らかにこれは連続である。 し た が っ て B rouw erの不動点定理によ り ， は不動 

点 ：c *e /C を有する。 すなわち

x*=p  (X*) ニ S  ル （X*) (7)

こ の が を 用 い て /O c * ,が0 を評価すると，

C さ /(X * , x * )= ズ(a;*, S  ん. が ）め.)さ S  ん.（め  / (X * , y j) くC。
( i l l )  (7) J = i (H ) •?'ニI (6)

これは明らかに矛盾である。 （証了）

Ky F a n の定理をより直感的に把握するために， い ま 集 合 A ( = K が次のような諸条件を満たし 

ているものとしてみよう。

(イ）す べ て の y ぱ について， {iceiiClCT, y ^ ^ A } は閉。

( ロ）す べ て の X び について，（:c, aO sA 。

( ハ）す べ て の に つ い て ， y ^ ^ A } は凸。
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第 1図

上 の 図 の う ち 最 初 の1 枚 は （イ） （ロ）（ハ） をすベて満たしているが，残 り の 3 枚は， いずれか 

の条件が満たされていない例を示している。 この図をよく眺めてみると，集 合 が （イ）（ロ）（' 、〉 

の条件を満たす場合は， あ る に 対 し て

{ x * } x K ^  A

の成り立つことが推測されるであろう。 下 3 枚の図では， これが成り立たない。

そ こ で Ky F a n の定理に戻って

A =  {(a;, y')^K y.K \  / ( x ,  y')'^c]

とおけば， こ の に つ い て は （イ）（ロ）〔ハ） がすぺて満たされ，Ky F a n の不等式の成り立つこ 

とが直感されるであろう。

m 角谷の不動点定理

角谷の不動点定理についてはさまざまな証明法が知られているが， こ こ で は Ky F a n の不等式 

を援用する方法を示そう。

定理B (角谷） を ] の 非 空 . コ ン バ ク ト . 凸 ぎ 合 とし， ま た 多 価 写 像 T : K — K はコ 

ン バ ク ト . 凸値かつ優半連続とする。 こ の と き と な る が 存 在 す る 。

証 明 背理法による。 いま仮に

x ^ r  (x )  for all x ^ K  

としてみよう。r ( a O が コ ン バ ク ト . 凸であることに注意して， 凸集合の分理定理を用いると，
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{px, x}<rx< inf ipx, z> (8)
ze/'Ca;)

を 満 た す 0=5^=/)xe]R:と r x S K とが存在する<

第 2 図

函 数 </>*,•〉 を A ( • ) と書くと， これはもちろん連続。 し た が っ て合成写像A o r : /ic~

は優半連続となる。 そこで

[<px, z>\ z^rix')]=iAorXx') (9)

G 4 o r x a 0 〔0 ：r, oo) ao)

であることに注意すると， ® の 十 分 小 さ な （iT における）近 傍 PFについて

[ipx, z)\z^rQw')] = Q A o r ')( .w ')(^ irx , for all W  (U)

が成り立つ。 ま た A の 連 続 性 と 〈At, a;〉= A (a O  く であることにより， だ の 十 分 小 さ な （/C に 

おける）近 傍 こ つ い て

ipx, wy = A Qw')<rx for all Vo (125

さ ら に C /x = T ^ r iF とすれば， U : 内の点については01}と(13とが同時に成り立つので，

〈At, w '><rx<  inf (px, z) for all w e U x。
2G'，(mO

さて， 各 ic e / ir ご と に 上 記 の よ う に U : をつくれば，

K =  U C/x

であり， ii：はコンパクトであるから， は有限部分開被覆

Uxi, Uxzt .......> Uxn

を有する。 そ こ で {C/xj}に 従 属 す る 1 の分解を

きj  : K ---»[0’ 1]; ゾ= 1 ’ 2 , ...... , n

とする。 さ ら に f  : K X K を

/Ca；, 2/)= S  も〔X) <pxj, x-y) (14)

と定義すれば，（<： =  ( ) として） は 定 理 A の 条 件 man(iii)を満たす。 ゆえに同定理により，

/(x*, y )=  S  6j (.X*) <pxj, x*—yy^Q for all yらK  ⑩
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と な る が 存 在 す る 。

こ こ で 兽j 0 * ) ナ 0 =#> x * ^ U x jであるから， a3)により

{pxj, X*')< rx j<  inf く細，2> (16)
z^rix*y

である。（IS)(I6) か ら す べ て の y ^ K について

2  y } ^  s  fijCx*Xpxj, x*}<  s  ^j(x*Xpxj, z> for all z^rQx*') 07)

とならねぱならない。 r C x * ) c _ K だから， と く に ？/ = 2 e r o * ) とすることもでき，そうすると

S  ル ĈK*) く知， < S  ル〔め  <pxj, Z>

となる。矛盾。 （証了）

I V 変分不等式とGaleニニ階堂の補題

定 理 C (Browder〔1〕） i f を R 【の 非 空 . コンパクト . 凸集合とし，写 像 T : K は

連続とする。 このとき

<TOc*), a;*-?/〉き 0 for a l l 1/ e x  (18)

を 満 た す か 存 在 す る 。

証 明 ま ず 函 数 f . . K x K ~ ~ > IR を

/ 0 ,  y) =  くTXx), X — y〉

と定義する。すると / は ：Cについて連続， y に つ い て a f f in e ,しかも f  Cx, aO= 0 (for all 

K ) である。 ゆ え に Ky F a n の 不 等 式 （定理A ) により，

/Cx*, y ) ^ 0  for all y ^ K  

を 満 た す が 存 在 す る 。 こ の が 所 望 の 性 質 を 有 す る こ と は 明 白 で あ ろ う 。 （HE 了）

不 等 式 (18)を変 分 不 等 式 （variational in e q u a lity )と呼び， とくに最近の非線形函数解析学にお

いて，その有用性が立証されている。

例 1 f  .. [ a ,ろ]—— が滑らかな函数で， b]において

fQx*)= Min /Or)

が成り立つものとする。このとき

〔Case 1 ) a<x*<b Dfix*') = 0 

〔Case 2) x*ニ《 >0/0*) ̂ 0  

(Case 3) x* = b DfCx*}^0 

の三つの可能性がある。これを要約すれぱ

DfQx*^ ( 2：—X*)さ0 for all a：e [a, 6] 19)
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例 2 C は の 閉 . 凸參合とし，/  ： C ~ は滑らかな函数で， において

/Ca;*) = Min f ix )

が成り立っているものとする。任意の a；s c を固定して考えると，2；*+ォ（x—a:*)GC(0お $ 1 ) であるから，

/Ca:*)^/Cx*+^Ca;-a:*)) for all fe [ 0 ,1]。

したがって，い ま g(0 = Aa;*+/(a：- a :* ))とおけば，g : [0,1]~ > R は 《= 0 において極小値をとることに 

なる。例 1 と同様にして

Z?£T(0) = Z)/Gr*)Gc-:r*)^0 

とならねぱならない。これが任意のa：e c について成り立つのだから

DfCx*) (x —X*) ̂ 0  for all xSCo &C|

ここでまたア（• ）= —£)/(：• ) とおけば， は変分不等式の形を成す。

次 に 定 理C を多値写像の場合に拡張しよう。 ま ず B e rg e の最大値定理と定理A の帰結として， 

次の補題を得る。

題 A  /i：を の 非 空 • コンバクト • 凸ま合，r  : K ~ はコンバクト • 凸値で優半

連続とする。 このとき

Max <2, x*—y )^ 0  for all y らK
zero*)

を 満 た す が 存 在 す る 。

証 明 函 数 / :  K X K > R を

y )=  Max (z, x — y)
z^r{x')

と定義する。（こ こ で /" C a O c R !がコンバクトであることに留意せよ。）B ergeの最大値定理によ 

り， / は ;r について上半連続である。 また :2/ についての凸函数であることも次のようにして容易に 

知られる。実際， 0 さ に つ い て

f i x ,  Q l—Oy'+ ty"')

= Max <2, ic— {(1—り? /+ か '' } 〉
zero)

= Max K l 一り O , x — y'y+t (z, x — y"}}

さ（1—り Max <2, x — y ')+ t  Max (z, x — y"}
Ẑ P(̂ x') ZG 厂 O)

=  ( l - 0 / ( : c ,  y'^+ tfCx, y ") for any x, y', y", e iT 。

さ ら に , （®, aO =  0 (for all x ^ K ) である。 ゆえに定理A によれば，次 の 条 件 を 満 た す が  

存在する。

y )=  Max (z, x*—yy^O  for all y ^ K 。 (証了）

が成り立たねぱならない。そこで r ( . )  = 一 とおけぱ，tt9)はちょうど変分不等式の形を成している。
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しかし， この補題はさらに強化されて， 同じ設定の下に

<2*, x*—y )^ 0  for all y ^ K  

を 満 た す と 2* G r O c * ) と の 存 在 が 示 さ れ る の で あ る （定 理D ) 。 この強い結果と捕題A と 

の g a p を埋めるためには次の補題を用意すれぱ十分であろう。

題B (B ro w d e r〔1〕） ぜ と / T を の 非 空 . コ ン バ ク ト • 凸集合とする。 任 意 の 2 

に 応 じ て く も め < 0 と な る が が 存 在 す る な ら ば ，

く2, xo)<0  for all z ^ H '

を 満 た す XoE H が存在する。

証 明 背 理 法 に よ る 。 もしこの補題が正しくないとすれば，ど の が に 対 し て も く も a:〉さ0 

と な る z E H ' が存在するはずである。 そ こ で 多 価 写 像 J : が ~ を

lCx')= [z^H'Kz, aj>^0)

と定義すると，J は コ ン バ ク ト . 凸値で優半 連続で ある 。 い ま 各 が に 対 し て 集 合 U: を

U^={z^H'\{z, a;><0}

と定義すれば， こ れ は H ' の開 集 合 で ， しかも仮定により， ど の Z E H 'に对しても，〈2, x )< 0  

と な る r c e / / が存在するのであるから，

H ^=  U Us。
XらH

つ ま り {CZrIrcGが} は H ' の開被覆である。 H ' のコンバクト性から， は有限部分開被覆 

Wxu U x .,……，t Z r J を有する。 そこでこの部分開被覆に従属する1 の 分 解 を ル （ゾ= 1 , 2 , ……, 

" ) としよう。 さ ら に 写 像 わ：H '~ ~ を

/>(2) =  S  CO Xj

( が の 凸 性 か ら ，確 か に わo o e h ) と定參する。 ここで

きj (S )*  0 2 ^  Uxj <2, »プ〉<  0

に注意すれぱ，

<2, P Cz) 〉=  ̂  jSj Cz) <Z, Xj) <  0 

次 に 多 価 写 像 ①：H '~ » H ' を

0  iz) =  QlOp') Cz)

と定義すると， 0 は コ ン バ ク ト . 凸値で優半連続である。 

により，0 は 不 動 点 な e 0 ( 2o ) を有する。すなわち

2o^2'C P C?o))。

I の定義から

<20, P (2(0〉さ 0 。 

--- 62 ----

for all z e H ,o

し たがって角谷の不動点定理（定理B)
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だ が (22)は ◎ に矛盾である。 （証了）

補 題 B を （補題A の証明中の記号で）ii= x *—K, i r = r O c つ として適用してみよう。

もし

<2*. x *- y } ^0  for all y ^ K  

を 満 た す 《* e r ( a ; * ) が存在しないとすれば，補 題 B により

<2, x*—yo)<0 for all z ^ F  (a;*)

を 満 た す y o E K が存在しなければなるまい。 だ が こ れ は 補 題A に矛盾する。 こうして次の結果を 

得 る 。

定理 D (B row der〔1〕） i f を R * の 非 空 • コンバクト • 凸集合， r  ： K ~ ^  R リよコンバク

ト • 凸値で優半連続とする。 このとき

<2*, x *- y )^0  for a\\ y ^ K

を 満 た す と 2 * s r ( a ; * ) とが存在する。

定 理 D は経済学の観点からも重要な含意を有するものである。 ここで経済学の解釈に即して，若 

千記号を改める。 ま ず /T と し て は に お け る 基 本 単 体 P を用いることとし， これを価格の変域 

と解釈する。 ま た 多 価 写 像 r は， い わ ゆ る 超 過 需 要 函 数 C : ? ~ とみなす。 もし^：がコンバ 

ク ト • 凸値で優半連続ならぱ，定 理 D により

<p, 2*〉̂  くグ，2*> for all p ら P  ね

を 満 た す らP と ( ダ） とが存在する。 さ ら に C が W a lra s 法 則 ：

ip , 0 for all (/), 2) e  G CC)

(G  ( C ) は C のグラフ）

を満たすことをも仮定すれば，不 等 式 ね は

</>, z*>^ </>*, 2*>^ 0 for all P ^ P  

となる。 この帰結こそ著名な 0&16=ニ階堂の^1題にほかならなぃ。

(2 3 )を満たすP * と 2* の存在をSE明すろ伝統的な方法〔たとえばDebreu〔2 〕）は，たとえば次のよう 

に進行する。甚だ簡明で，これにも捨て難い味がある。

まず Z=co C 0 0 とおくと，これは ]Rtのコンバクト . 凸集合であり，〔は P か ら Z の中への多価写像 

とみなすことができる。さらに新しい多価写像 (i : Z~ な

K z )=  [P^PMP, 2> = Max<^, 2>}
Q^P

と定義する力:，これは一種の価格調整函数と解釈することができる。容易に知られるように， はコンバクト

—— 6 3 ——



O x c ) Qp, 2) = ̂ (2)XC0>)

と定義される多価写像fix!：: P X Z + P X Z もコンパクト. 凸値で， しかも優半連統である。 角谷の不動点 

定 理 〔定理B ) により，

iP\ Z*) e  (jixo ip*, Z*) = ダ）

な る （ダ，2 * )が存在する。この力* と 2* が所望の性質を満足するのである。

補題A, B に基づく定理D のIE明は，同一の対象を上記の伝統的証明法とは別の視角から眺めたひとつの別 

証にすぎない。
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•凸値で優半連続である。したがって
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