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「三田学会雑誌〕80巻2号 （1987年 6 月）

2階級フォン•ノイマンモデルについて

— 線形計画法と不動点定理の応用一

細 田 衛 士

1. はじめに

フォン. ノイマン成長モデルには，多くの一般化が存在する。森嶋〔6, 7, 8〕は，資本家と労働 

者の消費をモデルに導入した。彼は〔8 〕において，労働者の貯蓄も考慮している。しかしながら， 

彼は，どの財の消費も恒等的にはゼロにならないという強い仮定を採用しているのである。つまり , 

どのような財であっても，ある価格のもとでは必ず消費の対象となるというのである。ノイマンモ 

デルがスクラップされるような財や，仕掛け品なども明示的に含んでいることを考えると， この仮 

定は強いと言わざるを得ない。サルバドーリ〔10〕は双補性定理を用いて，ある特定の場合にこの困 

難性を克服した。彼の解決法は，数学的にはユレガントではあるが，資本家と労働者が同一の消費 

バスケットを持つという強い仮定に服している。本稿の目的は，たとえ資本家と労働者が消費財を 

異なる比率で消費すると仮定しても，ほほ’同一の結論が得られることを示すことにある。

最近の研究では，本稿の内容はより一般化されることが知られており（例えぱ，Bidard & Franke 

〔2 〕，Bidard & Hosoda〔3〕をみよ），その意味で本稿はいささか古くなったと言わざるを得ない。 

しかしながら，線形計画法と不動点定理の組合わせが経済問題を解こうとするとき依然強力な武器 

となりうることを，本稿は明確に示していると言う点で興味深いと思われるのである。

2. 基本的な仮定

我々が採用する仮定は，サルバドーリのものとほぽ同一なので，詳細することはせず，簡単に述

注 （♦ ) この論文は，私が1983年から1985年までマンチュスター大学に留学した際に行なった研究の一部で 

ある。論文の冒頭に述べたとおり，ここでの主要定理は全く異なった手法を用いて証明でき，また,若 

干の一般化も可能である。これらの結果は，Bidard and Hosoda〔3〕に見られるので，参照された 

い。本稿作成に当り，イアン•スティードマン教授（マンチェスター大学），クリスチャン.ビダー 

ル教授（バリ第十大学)，ネリ•サルバドーリ教授〔カタ 一二ャ大学）より有益なコメントを頂いた 

ので，ここに感謝の意を表す。また，数学的な点について故渡部隆一先生より貴重なアドバイスを頂 

いた。心よりの感謝の意を表すとともに，御冥福をお祈りする。
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ベるだけにとどめる。

ここで我々が興味を持つのは， フォン • ノイマン成長モデルの森嶋版（〔8 〕，Chap. VI, V I Iを見よ〉

とも言うべきもので，そこでは，人々は資本家と労働者の二つの階級に分かれると想定される。資

本家階級の所得は，専ら利潤のみによるものとされ，労働者階級の所得は，賃金と利潤からなるも

のとする。どの生産プロセス（例えぱ第:'番目のプロセス）も一単位の操業水準で生産を行なう時，
(1) , ,

…… で表現される非負の財及び労働を用いて，ひルろ……,ゐ《«)で表現される弗

負量の財を産出するものとする。

更に，我々は以下のことを仮定する。

A 1 どのプロセスも少なくともひとつの財を投入する。

A 2 全ての財は生産可能である。すなわち，どの財についても少なくとも一'"その財を生産す 

るプロセスがある。 ，-

A 3 どのプロセスも正の労働を用いる。

ここで触れておかなければならないことは，A 3 の仮定はサルバドーリ（あるいは森嶋）の労働投 

入に対する仮定よりも，若干強いということである。後でわかるように，A 3 の仮定は重要である。 

我々は，しかしこの仮定がそれほど有害であるとは，みなさない。

A 4 労働者の貯蓄性向はで表わされ，0さ5»< 1を満たす。

A 5 資本家の貯蓄性向はS cで表わされ， を満たす。

A 6 外生的に与えられた労働力の成長率/> _1は正であり，且つまた，次の式を満たす非負べ 

クトル（XI,…… の存在を保証するほどの高さである。

S  b i j X i >  {(|0 —1 +Sc)/Sc} S  O ijX i 0 '= 1 , ..... ,M)

A 7 資本家及び労働者は，彼等の得る所得一単位に対してそれぞれ/ (2/), で表わされろ 

財バスヶットを消費するものとし，パ 2/), gC.y')は次のように表わされるものとする。

パ斜)ニ a n d

こ こ で g = = (g i,........, g n ) '及 び C = (C u ........., C n ) 'で あ り q’ C は半正のべクトルを表わす。 更に

Cf=0の時，またその時にかぎり< ! i= 0であるとする。（V は価格を表わす。）

注 （1 ) 我々は，ぺクトルとぺクトル不等式について，以下のものを採用する。 ®  =  ......

...... , 1/ t o ) とするとき，すべての:'について : i ぐ i ならは’ x " ^ y と 記 し な ら ぱ x 〉y と

記し， で X キ y のとき ( c ' ^ yと記す。ここで，a : 'は a :を転値したものである。；r > 0, a - ^ 0, 

a;さ0 に応じて，JFを正，半正，非負のベクトルと呼ぶ。
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仮定A 7 の意味することは，資本家と労働者は同じ種類の財を消費するが，異なった比率で消費 

することがありうるということである。 ヴ= c とおけば， 勿論サルバドーリの場合になる。この意 

味で我々の仮定は，サルバドーリの仮定よりもゆるいということができる。これよりも一般的な場 

合には，均衡点の存在しない場合のあることがサルバドーリによって示されている。（〔10〕を見よ。）

フォン • ノイマン=森嶋=サルバドーリの不等式体系を表現するために，以下のような記号を用 

いる。

( ai\-''ain \ I bn...bln \

Oml''"dmn ' 'Omi'' 'bmn'

L —(Ju ......., ,n)'

X =  (.Xu.......，Xnd' • アクティビティーぺクトル

2/ =  (2/1,......., 2/n)':価格べクトル

X 2 :賃 金 率 a : 成長率ファクター（1+成長率） 月：利子率ファクター（1+利子率）

この時，我々は基本的な不等式体系を次のように表わすことができる。

( 1 ) B y^^C .A y+ C lD  

{2) x 'B y = ^ ( .x 'A y + n x 'D

(3) ax'A+aO,x'L{Se/(sc—s«,)} K l —5ir)/c'2/}c'

+  [ { ( j S — 1 ) — a r 5 u i /C s e ~ 5 io ) }  0 , x ^ L + ( . ^ ~ l ^ x ' A y ]  { ( . l ~ S c ) / q ' y } q ^

《4》 x 'B y =  {a+ (^—1)(1—Sc)} iS lx 'L + x ' A y )

(5) x 'B y> 0

(6) a=p
( 2 )

(7) x ^O  y ^O  e 'x = l e'2/ = l  Q さ0

サルバドーリは，e ' a ; = lという正規化を採用していないが，ここではこれを用いる。（1) 一(7)の 

体系は，a ;について同次の体系であるから，この正規化は自然である。

3. 不等式体系の転形

この節では，（1)一(7)の不等式体系を扱いやすいように転形する。まず第一に，サルバドーリと同 

様に，（1)一(7)からn を落とすことができる。即ち，（1)一(7)は，以下の不等式体系が解を持つとき， 

またその時にかぎり解を持つ。

(8) C B - ^ A )y ^ L

(9) x'CB—^A )y=x 'JL

注 （2 ) 列ベクトルe は，すべての要素が1 のベクトルを表わしている。
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G0 x'(.B—a A )さ(a/f)x 'L {S c il —Sv>')/iSe—Sw')c'y]c'

+ [{Q3—l)_as«y(5e—s»)}Q x 'L / f )  +  i ^ — \ ')x 'Ay '] { (X — S e ') /q 'y ] q '

(U) (« _ l)= 5 e (ター1)

02) x 'B y>0  

⑩ a=p

(14 y^O y^O e 'x = l

実際，（1)一(ア)が Oc*,2/* なる解を持つとする。このときサルバドーリが示したよう

に （〔1の，P.56), n * け:ゼロとはならない。さもなけれぱ(1)より

C B-j3*A )y*^0 y*^0

が成立しこれは，さらに次の不等式が非負解を持ち得ないことを意味する。

x^[B— {(/)一 1)/み+1} A]  >0.

(Gale〔4 〕，Theorem 2.10, p .49を見よ。）然し乍ら，これは，A 6 に矛盾する。よって，i/**= (l//3* 

C l* ')y *とおけば，（a;*, 2 / * * ,广）は(8)—(14)の解となる。

逆に， 月* * ) 力*パ8h-(W)の解としよう。この時，デ = (1 /め/**), i l * = l / ダ"iV i/林 

とおけば，（a;**, y* a** n * ) は，（8)—(14)の解になるのである。

更に，我々は，02)を省くことができる。仮 に a ; '5 i/= 0が成立するとすると，（9)より a?'Z^=0を 

得る。然し丄は正のべクトルa ; 'は半正のぺクトルであるから，これは矛盾である。

従って，（8)—(14は次のように言くことができる。

⑩ [B — {(/)—1)/Sc+I}i4]2/^L 

城 {(.p—l^/se-\-\}A\y=x'L

(17) x'\_B— {C/O—1)/Se+I}i4]さ{pSe/(jO—1 +Se)} x ' L {5c(l—Sio)/QSe—Sv^dy}c'

+ [ {C/0 — 1)/Se—pSw/(5c—5w)}、S<J(jO—1 +5e)} x 'L  

+  {(/>— l ) / s c }  x' A y \ ( 1 — S c ) ( l /  q'y')q'— { ( p — 1 ) ( 1 — S c)/sc}a ;'i4

08) 1/^0 efx=\

従って，我々の目的は，⑩一08)の体系が解を持つことを示すことにある。この目的のために，次 

のような補助的な不等式体系を考えることにする。

09) \.B— {(/)—l)/5c+l}

(20 {(̂ p—\')/Se'^\}A\v=u'L

⑩ 《' [ B— KjO -  1)/Se+1}A]ミ{ p s j (.p—l+Sc)} x 'L  {Sc(l—Sw') /  (jSc—Sw)} ZC'

+ [{C/0 —l)/5c—|05io/ (Sc —Su;)} {5c/ C/0 —1+Sc)} X'L 

+ {Qo—l)/5c} x'Ay'\ (1—Se')q'— {(/o—1)(1—Sc)/sd x 'A iq 'y )

ぬ « さ0 0；さ0 2/^0 ^ x=\
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ここで，z=c[y/c'y=(j)iy ')である。若し(19)一◎を 満 た す 非 負 の が あ り ，これらが 

v=y, q'v^O, x = u ! q 'v を満足するならぱ，この（3J, 2 /)は 一 (18を満たすことになるから，こ 

れは，もとの体系の解になっていることがわかる。さ て 0 ,2 / )を次のように定義しよう。

MzCa;, 2/) =

{/OSc/C/O—1 +Se)} X 'L { S e i l  ~ S w ) / iSc~ Sw '))ZC '

+  [ { ( /O — 1 ) / S c  — |OSm»/(Sc— 5 u ,) }  { S c / ( / ) — 1 +  S c ) } a；X +  { ( / )  — 1 ) / & }  0；'^ 4 2 / ] ( 1 — & ) グ 

一 K p—\')0.—s^/se}x'A(^q'y')

ここで2ニ で あ る 。我々は，M e O , ! / )にまず（法,歹）を振り当てる。この（あ歹） の候補 

としては，直積X X  から選ぶものとする。ここで，Z = { a；k 'a ;= l, a j^ O }であり，y =  h/| [5— 

{ip- l')/sc+ l]A\ y^L , 2 / ^ 0 }である。直積 X X F は非空，凸，そしてコンパクトであることが 

わかる。実際，非空性，凸性は明らかであろう。：̂のコンバクト性もただちにわかる。F の閉性は 

自明であるから，結局F の有界性をいえぱよい。仮定A 6 より

© x '{B — {(|0—l)/sc+l}^]

は実現可能（feasible)である。従って，

Max e'y subject to (JS) and y^O 

Min x 'L  subject to ね and a;さ0

は，最適解をもつ。（Gale〔4 〕，Theorem 3 .1 ,p. 78) o これは， が有界であることを示している。 

ここで，我々は，^=q 'y/c 'yに伴うやっかいな問題を回避しなけれぱならない。も し c'l/がゼロ 

ならは’，{6(0) = 0 / 0 は無意味となる。しかし， から次のような対応を作ろことができる。

i{z\z=<j)(.y')] if ど2/キ0

0 ( 2/ )  ニ I

I {z 1 minC î/Ci) ̂ 2 ^max(^i/ci)} if c'y=Q 

ここで，/ は，/三{«'k<=5̂ 0}と定義される。次に，G を

G ョ { ( 2/, 2 0 1 な <?(2/), 2/f Y )

と定義すると，Gは有界かつ閉，即ちコンバクトである。

さて， か ら 取 っ た を M:Oc, y ) に振り当てる時，もしC'け 。ならぱの価も一 

通りに決まり，これをに振り当てられる a もし，C'歹= 0 だとしよう。このとき，Z の価は一通 

りには決まらないが，⑦ ⑥ から《を選び，この組合わせの（あj^,2) を に 振 り 当 て る  

ことができる。
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一 旦 〔あ の と な①ほ) を 恥 0 , 2 / ) に振り当てると，我々は，次の線形計画問題を考えること 

ができる。

( P )  Max MzOs, y)v st LB— {(/o—l) /s e + lM ] "さL  " さ0

(I> ) M in t iL  — {(/o—l)/s c+ l}]さ M*(ま,歹）

v = Q は，（のの制約式を満たすから，（？）は実現可能（feasible)である。また，A  6 により，双 

対問題も実現可能である。 よって， （P ) もa o も最適解をもつ。 言うまでもなく， この最適解は 

(5 ,2 7 )に依存していろ。しかしたとえが固定されているとしても， もし c 'j^ = 0が成り 

立っているならば，各 ze(K歹）に対応して最適解が得られることをわすれてはならない。

4. 均衡解の存在

この節において，我々は均衡解の存在証明をおこなう。この目的のために，いくつかの補助命題 

を証明する。

補助定理1 (あ歹）はゼロではない。また，V * と が そ れ ぞ れ （P ) と（D )の解とする 

と， g'u*キ0 (従って c'i；*キ0 ) が成り立つ。

証 明 い ま ，g'pキ0 とすると，X は半正，jLは正のベクトルであるから，

MgOe,穿)= ⑩.ぜ  L 〉Q 

が成り立つ。次に，q'y=c'y=Qとしよう。我々は，どんなze①< ig )についても，

0 < ；2=< ダが) / (C'が） (c^2/0^0)

となるような，半正のベクトル2/0を見出すことができる。よ っ て ，

MzQx,y^y°=q'y°+S'L+ K p- lX l-se)/s。}ぜ A沒(̂ゲが) > 0

が成り立つ。よって，いずれにしても，M O ,歹）は，非ゼロである。

次に，ダt；* O c ' " * ) = 0 としよう。当然，M,Cx, y：)v *= 0となる力;，M^Cx, y：)v *= u*Lであるか 

ら, はゼロとならざるを得ない。然し，（Z 0 より

> 0  if g'y キ 0 

{(.p—l')/sc+l}A]y°'^Mz(.x,y')y°>0 if キ0
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が成立しこれは矛盾である。よって，《*邦 ，従ってが"*キ0 である。 (証明終了）

既に説明したように，一旦ズX F か ら 05’ V ) を取り出せば，それに対JtSして最適解の集合が得 

られる。（i O に対するいかなる最適解も，作り方からF に属する。更に，我々は，i ? ™ 上のあるコ 

ンバクト集合を作って’ 〔D )のすベての最適解をそれに属せしめることが，以下のように示せる。

2；' /も3；'^2 /もコンパクト集合：̂ズ；̂で定義された連続関数であり，（K F ) は有界であるから，以 

下のようなぺクトルii?が存在する。

M'^MzQx, y ) for all (a;, 2/) eXX Y  and for all zeOiy').

線形計画問題

Max Mv subject to \.B—{ip—l')/sc+'\.}A\v^L さ0 

Min u'L subject to u' {B— {(^o-DAc+l} ̂ 1 ] « き0

は，どちらの問題も実現可能（feasible)であるから，最適解を持つ。最適解をそれぞれ《**, e；**と 

* けば，

" 林'£ ( ョん）

となる。ベクトルM；を次のように定義しよう。

w三（Max k/lde 
* =1......n

作り方より，（の）のどのような最適解" * についても，《*さM；が成り立つ。実際，U j* > W jがある 

j について成り立つとすると，

«■/*,•/>(Max k/ldlj'^(Jc/lj)lj=k

が成立する。従って，我々は，

M:Ob, y)y*= u'L*>k=Mw**^Mv*

を得るが，これはM :(あ歹） に矛盾する。よって，《*^M；が成り立つ，

さて，次のような定義を採用することにしよう。

W  =  { u \0 ^ u ^ w }

(あ歹) ョ{ " I " は( / ) )の解。}

Vi3S, y~)={v\v は（？) の解。}

このとき，
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UOc, y') c  Wy Vix, y )c  y  for all Os' y^eXX Y  and for all zeOiy')

が，成り立っている。

補助定理2 X X  ：T に お け る 点 列 と に お け る 点 列 り が そ れ ぞ れ  

(ホ, 歹）及 び （反, めに収束するとし，力、つ 2/*0x F O * , り，を満足しているとす 

る。 このとき， に対応して<Kyり から 2*=を選んで作った点列（2りは収束する。

証 明 G はコンパクトであるから，部 分 列 り を 選 ん で ，それに对応する部分列（Zり 

がえに収束するようにすることができる。（a;*,2/り と は 収 束 点 列 で あ る か ら そ の 部 分 列  

も同じ極限（あの， (M,め にそれぞれ収束する。M (が，2/り （ここでMの添字を省略する）は，(2«) 

が収束するから，同じく収束する。さて

M ( が，2/りが ニ（《* 0 X

\.B— { ( |0 — l ) / s c + l } i 4 ] t ; * ^ L  ,

( " り' [ fi-  {(>- l ) / & + lM ] さM (が , 2/り

がすべてのgeiV■(自然数の集合）について成り立つから，これらの式は極限においても成り立つ。 

更に，前の補助定理の証明におけると同じように，グキ0=5^c'i?力；示せる。

さて，（2 * 0 に二つの部分列があって，それぞれ極限21,Z 2に収束したとしよう。このとき，

MziOc, y')v=u'L=MzzOa, y')v

が成立するから，我々は，

(a/^')x'L {scCl—5w)/ (5c—Sw)} c'vzi= (a/ j9)5'L{sc(l—s«,)/(.Sc—Sw')]c'vz2

を得る。C'g=5î 0,ま カ 诚 り 立 つ か ら ， これは<21=22を意味している。 従って，Cz*)のすベて 

の収束部分列は，同一の極限に収束するが，G はコンバクトであるから，これは，もとの点列0*0 

が収束することを意味している。 \ (証明終了）

以上のことをもとに，我々は次の定理を証明できる。

定理 1 C/(a?,2/)X  7 0 , 2 / ) はすべての（a;,2/)eA：X F について非空，* である。 さらに，， 

対]̂；； UX V：ズx y — は，優半連続である。

誰明初めの二つの性質は，明らかである。（0?*,2/り6^：ズ；̂；(«\ の*)6风0 < ；̂なる点列がそ 

れぞれ（あ jO , (S ,めに収束し，更に，（《* ,リ*0 2/*0x 力W ■ぺてのA:について成
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[ B - K p - \ ') / s c + l} A W ^ L  

( "り' [5-  {0>- l)A e+ lM ]さMOc*=, 2/*=)

が全てのゐについて成り立つ。補助定理2 に よ り は 収 束 す る か ら ，上の式は極眼でも 

成り立つ。従って，

(«, V)eU(.S, y") X F O , y )

が成り立ち，これはC/x F が優半連続であることをしめしている。 （IE明終了）

UCX, y )X  V ix , y ) はコンバクトであるから，F C X ,のもコンバクトである（BergeCa Theorem 

3,p .io )。よって，1/グ" は F o r , r ) 上で最大値をとる。O f 7 (兄 F ) についてはがのキ0 である。） 

その最大値をみと記し，次のようにがを定義する。

H = { x \ 0 ^ x ^ h w }

更に，我々は次の定義を用いる。

TxCx,わ三 {a;|a;="/V", U eU(.x, y ) &  t; e VQx, y')}

簡単にわかるように， が 全 て の （あ y')cXX Y にたいして成り立つ。

補助定理 3 ：T：r O , i / )X  "K o ; ,!/ )は，すべての（aj,2/)fATX r に対して非空，凸である。ま 

た， V: X X  Y-*HX Y は優半連続な対応である。

IE明非空性は明らかである。

( 凸性の証明）い ま O i , 2A), (352,2/2)が T"：rO , 2/) X PXa;, 2 / )に属しているとしよう。ぴ[0,1] に 

対して，Ka?i,'2/i) +  ( l — rX fl? 2 ,1/2)を考える。明らかに，r 2 / i + (ト r)!|/2  e 2 / )である。さて，.

a；3 ヨ ra；i + ( 1 —r)a；2= r ( « i / q 'v i ') +  (1 +  で X " 2/ q 'v i)

( ここで，《i,"2 e Z /0 ,2 /) ," i,"2 e V O , 2 / )である。）

この時 ， j«e[0,1] なるすべてのダ に ついて次の式が成り立つ。

T \ / (1 一 T) \

り立つものとする。このとき，

g'vi ____  Mi+ _____ q,V2
(iq'Vi+0.—fi)Q'V2 / \ V2 
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一般性を失うことなく，q'lhン " 2 と仮定できる。ここで，U iと 《2 の係数の和は

{叫 '" 1+ (1 —が) g'"2} [r/g'vi + (1—t ) / q'vi\

となる力*s これは;u がゼロのとき1 より小さくなく，/ /が 1 のとき1 より大きくない。 しかもばは 

JUについて連続であるから，我々は， ⑤の価を1 とするようなjUOを持つ。//0をがに代入すると， 

次のようにa；3 を表現できる。

a?3= {；-"1 + 〔1ー7")"2}/ヴ'{//0 "1 + (1—パ0 ) " 2 }び[0,1]

U(.x, y'), V(.x, y ) 共に凸であるから，上の分子はIKx, y ) に属し //o z^i+(l—;/o)の2はF(a;, y) 

に属する。よって，a：3 も T乂 X, y ) に属する。

( 優半連続性の証明）対 応 C /X F :X X F ~ > C /(X  l O x K X  lO c i 'H ^ x F を考える。 これは，優半 

連続である。写像ぴ：UCX, r ) x  VCX, y ) —ぱ を ぴ ョ で 定 義 し ；rりを i x x , l o x  v e x , l o  

か ら F (x , F ) への写影としよう。ぴ及び7t"は， IK X ’ y ) x F ( x  y ) 上で連続である。我々は， 

てr X ゲを次のような合成写像とみなすことができる。

T*x V =  {び。（びX V)] X {jr"°(£/x の }

従って， よ，優半連続である。（Berge〔l 〕，Theorem V, 4', pp. 113-114) (IE明終了）

最後に，我 々 は と :Tを次のように定義する。

Tx*Cx, y ')= {p\p=Xo/efxo x^cTj^ix, y')}

TiXy 2/)ョ y') X V ix ,  y )

定理2 TXrc,! / ) は，すべての（a;, F にたいして非空かつ凸である。更に，T : X X

Y -^ X X  Y は優半連続な対応である。

IE明非空性は明らかである。

(凸性の諷明） の凸性を言えばよい。p u p 2 が 7V*=に属するとし，thキt h とする。こ 

の時，

かヨ r A + ( l 一で) / >2 reCO,1]

を考える。T !rO ,! / ) に属しかつか = ：Ti/ぬ ;1 と t> i= x 2 l( lx iを満たすようなiC iと a；2 力’、存在 

する。T x O ,? / )の凸性を証明した時と同じように，我々は，A /f[0 ,l]が存在して，次の式の角が 

っこの中のr c iと 0；2 の係数の和が1 に等しいようにできる。
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p3:-

T \ I  q - r )  \

e'xi _  p i+  ê X2 \x2

fie'xi+(X—fi)e'x2 I \ fie 'x i+ (1—fi)e'x2 ノ

X______ f:______
iCi+G —ju)e'a?2

更に，簡単な計算をすれぱa；i と a；2 の係数はそれぞれ；M,(1 —ju )に等しいことがわかる。そこ 

で，我々は，次の式を得る。

p3= i[iXi+( 1 /  e' {[iXi + (1—pdx2) jue[0,1]

(iXi+(i\—[i')X2 は，T J ix ,y )に属するから，p 3は ！Tx*0,2 /)に属する。

(優半連続性の証明）我々は，てを T x X F と ♦た " との合成写像とみなすことができる。 こ 

こで，T x X F の値域は：TXX, iO x F O f, F ) c ぜX F と考えられ，^&は 三 avVa; によって 

定義される。T:OC’ Y ')上で 0；卖0 であるから，<1>は T:OC, y ) 上で連続である。従って，

T— (̂<1>Xffo)°C X ド）

は，優半連統である。 （証明終了） 

定理3 ⑩ーOS)に，従って(1)一(7)に解が存在する。

証 明 定 理 2 より，角谷の不動点定理が適用されて，（/>*,が0ぱ 父 Y が存在して，(/>*, y*y 

eKp* 2 /*)となることがわかる。定» により，x**eTx(.p*, 2/*)力’、存在して，/ が 成 立  

する。更に，x**=u*/q'v*なるU*,y*)fC/(：力* , ! / * )も存在することがわかる。この時，次の式が 

成り立つことに注目しよう。

/)*= X**/e'x**=(.u*/q'v*') iq'v*/e'"*)= u*/ e'u^

次に，a;*を以下のように定義する。

a;* ョ

この時，我々は

x*/e'x* = "*/ = p*

を得る。従って，次の式が成立する。

ゆ K/)-1)/5c+1M] '^MzKx*/e'x^, y*')

Cq'y*')(.x*yL=Ms*C.x*/e^x*, y*')y*

ここで, 2*=g'2/*/c'2Z*である。域の右辺は（g'2/*) (fl；*/e'£C*)Tに等しいから，結局み *= 1 と
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5. お わ り に

我々は， フォン•ノイマン一森嶋ーサルバドーリ型成長モデルにおいて，どのような価格のもと 

でも消費されないような財があるとき（資本財がこれに相当する)，たとえ資本家と労働者が消費財を 

異なった比率で消費しようとも，均衡解が存在することを示した。このふたつの階級の相違は，単 

に貯蓄率のみだけではなく，消費財バスケットの比率にも反映すると考えるのは，自然であろう。 

従って，我々の仮定は，サ ルバドーリのものよりも好ましいと思われる。

然し乍ら，我々の結論は，彼の結論の完全な一般化とはなっていないことに注意すべきである。 

労働投入に対するここで採用した仮定は，サルバドーリのものよりも若千きついのである。この仮 

定を弱められるか否かは，数学的に微妙な問題であるように思われる。

なる。これは，（a;*, 2/ * ) が⑩ー08)の解であることを示している。 （IE明終了）
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