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幣 と 重 複 世 代 モ デ ル

福 正 夫

C1)
1 本稿は筆者の1人がすでに別途の目的のために執筆した論文の一部をさらに敷衍し改善し拡充

したもので，そのもっぱらの狙いは貨幣が存在する無限期の重複世代モデルにおいて，厚生経済学

の第一基本定理がいかにして成立するかを示すことにおかれている。貨幣を明示的に持ち込むにせ

よ持ち込まないにせよ類似の主題をとり扱った論文としては，すでに奥野= チルハとバラスコ= シ 
( 2 )

ェ ルがあるが，それらとわれわれのアプローチとの異同については行論が進むにつれておのずから 

明らかになっていくであろう。

重複世代モデル（overlapping-generations modeり は ，サミ ユルソンがこれをr精確な消費貸 
(3)

付モデル」（"exact consumption-loans model")の名の下に初めて導入して以来，多くの理論家たち
C4)

によってさまざまな用途に使われてきており，現在そのモデル構造を詳しく説明することは不要で 

あろう。このモデルが想定する世界は，将来に向かって限りなく一方的に展開されていく継起的経

注 〔1) Shinichi Suda, "Pareto Optimality and Monetary Competitive Equilibrium in the Overlapping-Gene- 

rations Model", Keio Economic Studies, Vol. XXIII, N o .1,1986.

C 2 ) M. Okuno and I. Zilcha, "On the Efficiency of a Competitive Equilibrium in Infinite Horizon Mone

tary Economies"' Review of Economic Studies, July 1980, Y. Balasko and K. Shell, "The Overlapping- 

Generations Model I : The Case of Pure Exchange without Money", Journal of Economic Theory, December 

1980, ditto, "The Overlapping-Generations Model II:  The Case of Pure Exchange with Money'', journal 

of Economic Theory, February 1981.

C 3 ) Paul A. Samuelson, "An Exact Consumption-Loan Model of Interest with or without the Social Con

trivance of Money", Journal of Political Economy, December 1958, reprinted [in J. E, Stiglitz ed., The 

Collected Scientific Papers of Paul A. Samuelson, Volume I, 1966.

なおサミュエルソンのモデルのやさしい解説としては，岩井克人「無限性の経済学」（『日本経済新聞』，1986年9 

月6-8-9.10.12日号連載）の参照が有益である。

( 4 ) たとえぱ N. Wallace, "The Overlapping-Generations Model of Fiat Money", in J. Kareken and N. 

Wallace eds., Models o f Monetary Economics, Federal Reserve Bank of Minneapolis, 1980, Y. Balasko 

and K. Shell, "Lump-sum Taxes and Transfers: Public Debt in the Overlapping-Generations Model", 

in W, P. Heller, R. M. Starr and D. A. Starrett eds., Equilibrium Analysis: Essays in Honor of Kenneth 

J. Arrow, Volume I I , 1986, F. Gagey, G. Laroque, and S. Lollivier, "Monetary and Fiscal Policies in a 

General Equilibrium Model", Journal of Economic Theory, August 1986 など。
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済 （sequence economy)のそれであるが，そこに登場する個別取引主体は，当然のことながらそれ 

ぞれある一定の有限期間しか生きられない。いま考察を簡単にするために，各主体の生命の長さが 

みな同じであると想定し，それを前半期すなわち「若年期」と後半期すなわち「老年期」の2 期に 

区切るとすれば，毎期の経済は，その期の期首に生まれさらにもう1期生きのびる若年期の個人と， 

すでに人生の後半期にあり今期末には死を迎える老年期の個人の2 世代によって構成されるわけで 

あり，交換はもっぱら世代が重複するこれらの個人のあいだで行われうるにすぎない。

このような経済についてとりわけ注目すべきは，それがつぎのような二つの点において伝統的な 

ワルラス流の（ないしはドプリュ一流の）一般均衡モデルと相異なった構造的性格をもっているこ 

とである。まず一'"^には，この経済では視野が未来永却にわたって無限に拡がっているところから， 

世代の交代が永遠にi t り返され，したがって主体の数が可付番無限個にならざるをえない。またも 

う一つには，各世代の個人がそれぞれ有限期間しか生きられないところから，彼らの全具が一堂に 

会して同時に取引に参加することは許されない。というのは，すでに死亡してしまった個人と力\ 

あるいはまだ生まれてきていない個人とかと取引する機会をもつことは，明らかに不可能なことだ 

からである。

ところで，そのようなモデルをつうじてサミュエルソンが提起したいくつかの問題のうち，目下 

のわれわれの視点からもっとも重要と思われるのは，もし当該の経済が個人の主体的行動の合理性 

や市場 . 情報構造の完全性，そして不確実性や外部性の欠如といったような標準的な仮定のすべて 

を満たしていたとしても，なおその経済の競争均衡がパレート最適配分を達成するとはかぎらない 

ということ，しかし貨幣のような，それ自体は効用をもたなくても一般的受容性をもつ資産持越し 

手段があるならば，事態を救済して競争均衡をバレート最適ならしめる途が開かれるということで 

ある。従来の競争経済モデルの場合には現われなかったこれらのややバラドキシカルな帰結が生じ 

てくるについては，一体上記のモデルのどの側面がその基本的原因をなしているのであろう力んま 

た貨幣のようなまの時間的移転手段がある場合には，どうして問題の解決がもたらされるのであろ 

う力S われわれはこれらの点をめぐって，まず次節では直観的な見地からする若千の予備的説明を 

与え，そののちにいっそう精確な数学的定式化をつうじて，当該貨幣経済モデルでの第一基本定理 

の成立を証明することにしたいと思う。

3 先述したようにこのモデルでは，毎期の期首に新しい個人が誕生し，期末にはもう1期前の期 

首に生まれた個人力';死亡するという形で，世代の交替が繰り返されていく。そしてそれらの個人は 

自分たちが生きる2 期間のライフ. スバンにわたってみずからの消費計画を立て，それらから得ら 

れる効用を，各期の初期賦存量と市場価格に依存する予算制約式の下で最大化すると想定される。

いまもし彼らの選好と相対的に初期賦存量が若年期にはゆたかに，老年期には乏しく与えられる

—— 2
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とするならぱ，上記の行動をつうじて決定される彼らの最適消費の形態は，若いときに利用可能な 

初期賦存量のすべてを消費してしまわず，その残余を何らかの形で持ち越して，老年期になってか 

らそのときの初期賦存量を越える消費を享受するパターンになるはずである。しかし，もし財のす 

ベてがいわゆるperishable commodityであり，そのままでは次期まで持越し不可能なものであ 

るとすれば，上記のような最適消費のパターンは自分で財を蓄えるといったアウタルキー的行動を 

つうじては達成することができない。つまりその場合，各個人が所期の目的を果たすためには，か 

ならず若年期に余分の財を売却し，その見返りとして老年期になってからそのときの若い個人から 

財を購入するという形をとらざるをえないであろう。

ところが目下の重複世代構造の下においては，そのような兩世代間の取弓Iは実現することができ 

ないのである。なぜかといえば，若い個人が老後に備えるため今期余分の財をそのときの老人に売 

却しようとしても，老人の側からはその代価として提供できるものが何もないからである。つまり 

今期の若者は，今期の老人が所望している財を余分にもってはいるものの，その若者が老人になっ 

たときに必要とする次期の財をもっているのは，今期の老人ではなくて，次期に生まれてくる若者 

でしかない。 こうして当面の仕組みの下においては， あいにく老人と若者とのあいだに欲求のニ 

重の一致が成立せず，どの期についてみても両者は相互的な交換関係を結ぶことができないのであ 

る。

ところが，この社会にひとたび貨幣が導入されれば，事態の様相は一変する。いまモデルの初期 

時点において老年期を迎える老人が何らかの紙片を貨幣と宣言し，それが財の特定量と同価値をも 

つことを将来の世代に認めさせえたと想定しよう。すると，それらの老人は実物的には何ももって 

いなくても，その紙片を手渡すだけで今期の若者から所望の財を受けとりうることになる。という 

のは，今期の若者は老人から受けとった紙片を，自分が老人になるつぎの期に，またその期の若者 

に手渡せば，代りに所望の財を受けとることができるからである。こうして順繰りに貨幣が老人か 

ら若者へと引き渡たされていくことにより，やはり順繰りに所望の財が若者から老人へと引き渡た 

されていくことになるのである。

このようなプロセスをつうじて，毎期毎期の若者が問題の紙片を貨幣として老人から受け入れる 

のは，いうまでもなくつぎの期に生まれる若者がやはりそれを貨幣として受け入れてくれるであろ 

うと予想されるからである。そしてつぎの期の若者がそれを貨幣として受け入れるのも，やはり同 

様につぎのつぎの期に生まれる若者がそれを貨幣として受け入れてくれるであろうと予想されるか 

らである。

验じつめてみれば，結局その紙片が貨幣として通用するのは，将来生まれてくる人々が上記のよ 

うな予想をいつまでももちつづけるからなのであって，そのことが保証されなくなれば，たちまち 

それは貨幣としての価値を失ってしまう。この点を理解するには，いま世界がある有限の期間で終
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ってしまうとすれば何が起こるかを考えてみればよい。その場合には，最終期の若者にとって，貨

幣とはもはやそれと交換に他のいかなる財をも得ることのできないたんなる紙片を意味するにすぎ

ず，したがって彼は当然それを老人から受けとることを拒否するであろう。ということは，その老

人たちにとっても，それはもはや財と交換しえないたんなる紙片と化することを意味しそのこと

が予想されれば， 1期前においても彼らはそれをその期の老人から受けとることを拒むであろう。

すると同じま論をつぎつぎに適用していくことによって，最初の時点においても貨幣は何の価値も

ないたんなる紙片となってしまい，それに託された特異な機能を果しえなくなることが分かる。

以上を要するに，貨醉とは世界に終末がなく，当該の経済社会が永遠に続いていくからこそ，貨
(5)

幣となるのである。シュルが指摘した，貨幣経済とr無限の部屋数をもつホテル」の話との類推はt 

まさしくこの点に根拠をもっている。ガモフの著名な寓話によれば，すでに満室になっているホチ 

ルに新しい客が来た場合，部屋数が有限であれぱどうやってみてもやり繰りがつかない。しかし， 

部屋数が無眼であれば話は別である。その場合には，支配人はいままで1号室に泊まっていた客を 

2号室に移し 2号室に泊まっていた客を3号室に移し，……というように順繰りに客を移してい 

けぱよいのであって，かならず1号室を空け，その客を受け入れることができるのである。

4 上記のようなモデルの含意を念頭におきつつ，ここでその精確な数学的定式化にとりかかるこ 

とにしよう。当該の経済は第1期に始まり，以後各期f= l ,2 ,……にわたって継起的に展開されてい 

く。取引主体はどの期の期首に生まれたかにじて，その期の世代番号《= 0 ,1,2,……をもってい 

るが，簡単化のため2期間にわたってのみ生きられるものとし，したがって一般に世代《の個人は 

第 / 期の期首に登場して，第 / 期と第# + 1期の2期の取引に参加する。また本稿では相異なる世 

代間の取引に興味の焦点がおかれるから，デモグラフィックなモデル構造としてはその点をもっと 

も直截先鋭にあらわすものを構想し，各世代はおしなべてただ1人の個人のみから成ると想定する。 

すなわち各期の経済は，その期の初めに生まれる1人の若者と，その期に後半生を迎える1人の老 

人から構成され，つねにそれら2人の規模で進行していくと考えるのである。

他方，彼らがそれぞれの期に消費できる財の種類は" 種類あり， それらはすべて perishable 

commodityであって，つぎの期へは持越しがきかず， そのほかの生産活動もいっさい行われない 

ものと想定する。これらの財のほかに，この経済には，それ自体効用をもたないが次期に持越し可 

能な財として貨幣があり，その総量M ( > 0 ) は時間をつうじて一定であると想定される。

各個人の消費可能集合は，^ = 0 の個人についてはXoミi? ?で，また/=1,2,…… の個人につい 

てはそれぞれョで与えられる。個人 t a = 0 ,1,……）の期間S (s= l,2,……）における財i

注 （5 ) K. Shell, "Notes on the Economics of Infinity", Journal of Political Economy, September/October 1971, 

p. 1003.言及されている寓話は G. Gamow, One Two Three…Infinity: Facts and Speculations in Science, 1961 

力、ら引用されたものである。
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( i= l ,2 ,- ,w )の 消 費 量 を と * くことにし，

xi=cxi>\ x y , ......, x w

と定義すれば，各世代の個人のf 期の消費計画は，いっそう簡単に

xo=Xo for t=0

Xt= C.x\y xi+i) for <=1,2 ,......

のようにあらわされる。個人 f 〔̂=0,1,……） はそれぞれ自分の消費計画に対して消費可能集合 

の上で定義される効用関数U t:ズ を も ち ，それについてはつぎのような仮定を設ける。

仮定1 め （/=0,1,……）は連続，微分可能，単調かつ強い意味で擬回である。

仮定2 X *のどの内点を通る無差別曲面もの内部に含まれる。

前者の仮定は標準的なものであるから，注釈は不要であろう。他方，後者の仮定は議論を単純化 

するため，コーナー型の解を排除する目的で導入されるもので，結果として当該モデルでの各個人 

への配分はすべて厳密にプラスの成分ばかりからなると考えてよいことになる。

各世代の個人-はさらにその生存期間の各期首に

eoo=coi=((uy, (Wる,2,...... , <yる,"）ei??+ for ^=0

Qft= (<wf, 0>【t+り= Oi,*, ......, a>ド，£u5+1,1, q/£+1,2’ ......，（U厂,"）c /?2n

for /= 1 ,2 ,......

であらわされる各財のプラスの初期賦存量を与えられ，また世代0 の個人はこれに加えて第1期の 

期首に历0であらわされる貨幣のプラスの初期賦存量を与えられる。上述の想定の下で

m o=M

となることはいうまでもないであろう。

つぎに市場については， どの財の場合も各期ごとに現物市;a のみが開かれ，そこではその期の財 

と貨幣の需給のみが整合されると仮定される。この仮定の下では，各市場は時間をつうじて互いに 

独立となるから，価格は各期のそれぞれについて規準化することができ，したがって貨幣の価格は 

どの期についてもつねに1にひとしいとしてよいであろう。そこでそのように測った第-期の財 :’ 

の価格をがパであらわせば，価格ぺクトルp i は

ダ= (が’1,が’2,...... , /»*»") 6 /?? +

のように定義され，各期の価格ベクトルの列/>は

p=cp\p\ ......,が,が+1,...... )

としてあらわされる。これらの価格はすべての個人によって前もって正しく予想されると仮定され, 

したがって本稿では予想価格と現実価格とのiife離の問題は生じてこない。そのような仮定は現実の

---5 ----
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記述としてはまったく不適切であろうが，最適性を考察する見地からすれば欠かすことのできない 

ものである。

以上の構成から，無限期の経済全体にとっての配分a;は，各世代の個人への配分： の列として

x =  v .xo ,X i,........, X t,........ )

のように言かれ，前述の仮定から:Kの* 合X は

X = n  Gnt x ) = i ? ：+ x n  R%\

となる。他方，価格はやはり前述の仮定からどの期についても厳密にプラスとなるから， の*合 

P もまた

P  =  URl+

のように言かれることになる。

5 さて世代0 の個人は考察が開始される第1期の段階ですでに後半の老年期にあるわけであるか 

ら，所与の価格がと予算制約式

P̂ x\ さ p^wl + Ma

の下で，効用関数

Mo(a；o)

の値を最大にするような後半期の需要量a；。三が。のみを決定する。他方，世代1以降の個人は自分 

の全ライフ. スバンにわたる2期間の需要決定の問題に当面しており，一般に第i 期に，所与の値. 

格 （が，が+1) と予算制約式

p^x\+mt さが 

が+1が£+*‘さ::が +

の下で，効用関数

utixi, ■り

の値を最大にするように需要量:Ct三 xj+i)と貨幣需要量とを決定する。仮定1および2 に 

よって，これらの最大値問題にはかならず一意的な解があり，したがってそれらと価格との対応関 

係として財および貨幣に対する需要関数A  ： / r ： Ri\

が定義されることになる。これらの需要関数は

6 ----
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» 0= / 。(が） for ^=0

(が，が+ 1 ) for ト 1 ,2 ,.......

W t = / r (が,が+ 1 ) f o r 《= 1 ,2 ,.......

のようにあらわされるが，ここで貨幣の需要関数の値については，それがマイナスになる潜在的可 

能性も含まれていることに注意されたい。

つぎに経済全体の状態に目を移すならば， 《期の市場にあらわれる需要は，世代-一 1 の個人の 

後半期の需要がト1 と世代/ の個人の前半期の需要0；$ であり，またその期に利用可能な供給は， 

世代の個人の後半期の初期賦存量レ 1 と世代t の個人の前半期の初期賦存量o/tであるか 

ら，財の需給均衡条件は

/ る（々 り り = £ « る  + iwi for t= l

ft-I (/>ト1,力 り 力 け り = (y レ1+ ⑦ J for t=2, 3 , .......

としてあらわされることになる。また貨幣については，毎期供絵量が一定に保たれるところから，

その需給■均衡条件が

/ r  (が, が+ i)= M  f o r / = 1 ,2 ,……

となることはいうまでもないであろう。したがって当該経済にとっての競争均衡とは，上記の主体 

的均衡と需給均衡の条件をことごとく満たす価格i> e P と配分r c f Z の組にほかならないのであ 

る。

他方，この経済における達成可能な配分の集合を

A ^ { x  € X\xl-i+ X r~  (0t-i+Q)t, t = l ,  2 ,...... }

として定義するならば，ある配分a;がバレート最適であるとは，

utCyd ^  UtCxd for ^ = 0 ,1 ,.......

で，しかも上記の不等式の少なくとも1個が厳密な不等号で成立するような配分ががA のなかに存

在しないということである。

また以下の推論で重要な踏み石の役割を果す短期パレート最適（short-run Pareto-optimal) の概
( 6 )

念は，つぎのように定義される。ある配分a;が短期バレート最適であるというのは，上記のバレー 

ト最適の定義にさらに加えて，ある有限のどが存在して

yt=Xt for t=t', t '+ l, .......

という条件が満たされることをいう。すなわち，当該の配分a;がある有限のビ以降はまったく配分

注 （6 ) Balasko and Shell, "The Overlapping-Generations Model I", p. 286 参照。
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を同じくするあらゆる配分ye A に対して，/'より前の相違にのみもとづき

r三田学会雑誌」80卷 1号 （198?年4月）

Utiyd'^ utCxd for ^==0,1,

かつ少なくとも1個の不等式は厳密な不等号で成立，という形で劣るのでないかぎり，a;は短期バ 

レート最適であると定義されるのである。

どんなye A もが0；に勝りえないのである以上，t く t ' の配分のみがa;と異なる] / e A が;cに勝 

りえないのは当然のことであるから，Xがバレート最適であれば，それはいうまでもなく短期バレ 

ート最適である。しかし，明らかにその逆はかならずしも真ではない。すなわち短期バレート最適 

な配分であるからといって，そのすべてがかならずパレート最適な配分になるわけではない。実は 

無限期の重複世代経済の場合，第一基本定理のIE明がかならずしも簡単には運ばない原因の一つは, 

この点に由来しているのであって，したがってわれわれの考察もその点をめぐってはいささか慎重 

で手の込んだものにならざるをえない。以下での行論の手害としては，われわれはまず短期バレー 

ト最適の概念が有限期経済の通常のパレート最適概念と本質的に異なっていない点にかんがみ，最 

初に当該の無限期貨幣経済での競争均衡がかならず短期バレート最適になることを証明する。そし 

てつぎのJ i論の段階として，そのような短期パレート最適が真のバレート最適となるための必要か 

つ十分条件を明らかにし，その意味において真のバレート最適配分となりうる垣期パレート最適配 

分を特性化することを試みる。無限期貨幣経済における厚生経済学の第一基本定理は，これらニ段 

階の議論を経，その結果を総合することによって，はじめて確立される運びとなるであろう。

6 無限期貨幣経済の競争均衡がかならず短期バレート最適になることは，通常の手法をつうじて 

きわめて容易に示すことができる。本節では，まずそのための準備作業としてつぎの補助定理を成 

立せしめたのちにおいて，それを用いて当該の主張をIE明することにしよう。

補助定理1 個人の効用最大化問題

さ pWt 

( I )  さが

Cxi, x r )  e Xt

の 下 で め が 1+1)を最大にすること 

と，同じく

cn)
(jcf, e Xt

の下でめOL a;广1) を最大にすること 

とは等値である。

----8 -----



証 明

( I ) の制約条件を満たす x D の集合をであらわし，（n ) の制約条件を満たす（a;?, 

a；广りの集合を5 ? であらわすことにしよう。すると， ニB ? となることを示せば， 定理の主 

張が成立することになる。なぜなら，目的関数のめOtS a;广1) は両者でまったく同一だからであ 

る。

( a )  と な る こ と 。

すべての（a;!, e B lに対して，いうまでもなく適当なm tが存在して

p^Xt+mt さ p̂ oA 

が+ 1 2；广1 ^  が+ 1(0广1+»?£,

したがってこれらの不等式を足し合わせれば，両辺からが消去されて

が： が+1が£+1さ が が +*(u5+*

となる。よってOf, a;f+り で も あ る 。

(b )  となること。

すべての（a;し a；r * )  c 5 ? について，m t を

m t=が (oi— が xi

と定義すれば，

〔6.1) /)* xl+mt=p^ 0)1

が成り立つことは自明。他 方 a；i+り か ら

p^Xt+ が+1 xV^ ^  が<wf+ が+1(14+1

であるから，この両辺から（6.1) を辺々差し引くことによって

が+1が+1一所t ^  が+1 a»rs

ゆえに

(6.2) が+10；广 さが+ic«ri + mt

を得る。よって（6.1), (6.2) から

Cxi, x r )  ,B }

となる。

定理 1 ( Aa Oを当該貨幣経済の競争均衡とすれば，》はかならず短期バレート最適となって 

いる。

一  9 一
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証 明

» が短期バレート最適ではなかったとしてみると，定義から，ある有限の（の値がさ0 とある達 

成可能な配分2/= (2/0,2/1,......,y t’ ...... ) が存在して，それらについて

(6.3) 1/し1+ 1/をニicj-i+o;を for 1 ,2 ,......

(6.3) yt=Xt for t=t\ t'+\,......

(6. 5) UtCvt)^ Utixd for /= 0 ,1’ ......

「三田学会雑誌」80卷 1号 （1987年4月）

が成り立ち，しかも最後の不等式のなかで少なくとも1個は厳密な不等号で成り立つのでなくて 1̂ 

ならな'/、。

すると（6 .5 )から世代0 の個人については

pi Vo ^  が Xo

が，また一般に世代/ (^=1,2,…… ）の個人については，前の補助定理の帰結にもとづき

が Vt + が+12/广1 ^  が xl + が+1 for t= h  2,

が成り立たねばならず，これらの不等式のうち少なくとも1個は厳密な不等号で成り立たねばなら 

ない。そこでこれらを《についてすべて足し合わせ，（6.4)からが以後の^ についてはガ£ = ：1；:とな 

っていることを考慮に入れれば，

Vo+P^ y\+ ......+ ダ'-1 ytZ\+p^'が;_1 

>  i>i Xo+p^ x\ +  + が'-* XtZi+p^' fljjLi

となる。ところ力；（6.3) から

yi-i+y[ =  xl-i+x[ for t = l ,2 , ...... ,t'

であるから，これらにそれぞれが,が，……，が' をかけて足し合わせ. が:= がであることを考慮す 

れぱ，明らかに上記の不等式と矛盾した結果を得る。証了。

7 前節の議論からさらに進んで競争均衡と無限期のバレート最適との関係を確立するためには，

各個人の無差別（超）曲面の曲率に関して一様にある種の仮定を課することが必要となる。という

のは，目下のモデル経済では期間が無限の将来に拡がっているところから，それぞれのf に応ずる

無差別曲面は原点に対して厳密に凸であっても， ^を無限大に近づけるにつれてそれは平面に近づ
C7)

くかもしれず，その場合には競争均衡がバレート最適とはならない享例が生じうるからである。そ

注 （7 ) たとえぱ Shell, op. dt.. pp. 1003-1006 参照。
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貨幣と重複世代モデル

れゆえわれわれは下記のような論法をつうじて，各個人の無差別曲面の曲率が一様に下から有界で 

あることを仮定し，またのちに明らかになる理由からそれらが一様に上からも有界であることを仮

定する。これは2次元の図で平易にあらわせば，t 

a 図のように直線形に近づいたり，第 l b 図のよう 

る。

を00に近づけても，各個人の無差別曲線が第1 

に L字形に近づいたりしないことを意味してい

第1 b図第1 a国

この仮定を精確に記述するには，無差別曲面の曲率に対してL 

要となるが，その点についてはわれわれはボーグリ 

接双曲面による曲率測度の定義をより一般化したものを採択する。無差別曲線が双曲線に類する形

そう厳密な定義を下すことが必 
( 8 )

ケイディングがその最近の論文で導入した

態をとることを考えれば，この定義のほうが他の定義たとえばバラスコ= シェルが用いた接球面に
(9) (1の

よる定義（いわゆるガウス曲率）や奥野=チル/、の接放物面による定まなどよりもはるかに自然な

ものであるということができよう。

いまそのための準備として $ = ( あ'，そ广1 ) f  = ( ガ タ け 1 ) f a e l

C ix ,p ,a ')^{< ix l X广）6 ダ だ + 1 (が广!一あけり

について

(a；を一あ【）+ガt + i —あけ1)さ0}

注 （8 ) A. Borglin and H. Keiding, "Efficiency 

nal of Economic Theory, June 1984.

(9  ) Balasko and Shell, op, dt', pp. 296 ff.

(10) Okuno and Zilcha, op. d t" pp. 803-804.

One-Sector, Discrete-Time, Infinite-Horizon Models", Jour-
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のように定義すれば，C(あ P, 0 )は （乾 ボ +1)を通る接双曲面の凸包であり，C p .か+りが点 

ま广りでのその接平面の法線べクトルとなっている。そしてわれわれは，a の増減に对して， 

C ( .x ,p ,d )がつぎのように対応することを容易に確かめることができるであろう。

補 助 定 理 2 (i) <2さ さ 0 とすれば，C ( あ ん め 〔C (あ ん f i ' ) である。

(ii) a-*0 とすれぱ，C(jd, f ’ a) は

に収束する。

(iii) n = l のとき， とすれば， C Od,レ a) は

Kxl, a;广り さ

に収束する。

証 明

(i) a;广）eCCs,ん f l ) とすれば，定義により

P  cx\-xD+p^^

(7.1)

さ一^ ( ガt (ポ- まり.ガけ1 一あけ1))

(7.2) P  Qx\-xD+p^^  (0；广 _ ボ+1)^0

である。

そこでいまケースを二つに分け， 最初に P  (a；€— あ け 1 Gc广1一まf i ) さ0 であるとすれば， 

^ ' ^ 0 ,  p x l > 0 であることから

cxi-xD-p^^ (a；r * - ^ r o ) ^ o

ゆえに（7.2) から

タ【（a；5 _x D + ガけ1(3；广1_まr * )

(a；トぁり.デ+1( ® r * - x r o )

を得る。よって

Cxl, a?rO € CCxyp, a'')

となる。

つ ぎ に デ （a;トあり .ガ (a；广一あけ1 ) < 0 であるとすれば，a ^ a ' であるところから

-------------12 -----------------



p
OcトまD •か +1 C x r- x r ')：)

貨幣と重複世代モデル

Cx\-xD'P^^ O rri—ま广1))’
p X t

したがって（7.1) から

cx[-x i>p^^ cxr-xr:> :>

でもある。よってこの場合も

Cxt, C CCx, p , flO

となることが判明した。

(ii) Co= K x l  x r ：) ei?2+m+l於' Qp!-ホ り Ocr* — さ0}

とすれば，明らかにC (あん 0)== C oである。ゆえに定理の成立はC ( あ ん め がの連続的対 JtE 

であることから自明。

(iii] n = l であるから，c o p i e d は双曲線であって，その漸近線は

れ= か リ 广 1=ぐ - " ^

である。よってfZ~^ooのとき，これらの漸近線が: および：《；广1=无J+1に近づくことは明らか 

である。IE了。

さて上記のC (あホ, <2 )と，いわゆる優標高集合C7(あ）ョ{rct eX tU tO ct)さめ(あ）}を用い，あ'に
(11)

おけるU < M の支持価格べクトルをf とした上で，

at (xt)= sup {cl U (あ)〔 C(.Xt, §, a)}

が定義する曲率をホf における£ /〔あ）の外曲率と呼び，また

bt ix d =  m ininf [a\ CijCxt, B, a) c  f/yOt)} 
*,/€ {1,2,....,»}

が定義する曲率を同じくあにおけるt / o o の内曲率と呼ぶことにしよう。ただし後者の定義のな 

かのCiスSt,らa ) と U" 0 Q はそれぞれ

注 （n ) そのような支持価格ベクトルの存在は，仮定1によって保証されている<
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X

UijCwt')=UCxt')nKx

X

Cij Cxt, p ,a )= C  Cxt, p, a) f l {(»!, e ^+"1 x for all k ^ i,

for all Iキi 、

, a；rO  e Rf\ x\'^=x\'  ̂ for all ki^i, 

for all Iキj]

とおいたものである。このように定義された外曲率は，明らかにを通ってC/ ( ^ )を含む最小の 

接双曲面で測られており，また内曲率はあを通り，しかもすベてのf,ゾe {1,2,…… ，w} について 

C/y (あ）に含まれる最大の接双曲面で測られている。 さきの補助定理2 から，め，もは存在するこ 

とが保証され，しかも支持価格ベクトルが一意であるところから，それはホから独立である。さら 

に仮定1を考慮に入れれば，むしろかなり大きな経済のクラスがめ> 0 ,ろt< o oを満たすというこ 

とができるであろう。

そこで以上の定義にもとづき，本稿で採用する曲率の仮定に明確なま現を与えるならば，つぎの 

とおりである。

仮定3 すべての/=1 ,2 ,……に つ い て と な る よ う な 5 が存在する。

仮定4 すべての/=1 ,2 ,……についてもとなるようなるが存在する。

すなわち，このように厳密に定義された意味において，各個人の無差別曲面は一様に下あるいは 

上から有界の曲率をもつと仮定されるのである。

8 仮定3 および仮定4 を設定することによって，われわれは初めて真のバレート最適配分となり

うる短期パレート最適配分を特性化することができ，したがって当該の無眼期貨幣経済における第

一基本定理のIE明を完うする途を切り開くことができる。

いまホ==Oo, *̂ 1,......,み, ...... ) が短期バレート最適配分であるとし’ ガ=(れ あ ...... ,3、...... )
(12)

がそれを支持するfffi格列であるとしよう。すると，ただちにつぎの二つの基本命題が成立する。 

命題 1 短期バレート最適配分X において仮定3 が満たされているとき，

2 - '

「三田学会雑誌」80卷 1号 〔I987年4 月）

p̂ x\

であるならば，5 はバレート最適配分となる。

命題 2 同じく短期バレート最適配分法において仮定4 が満たされているとき， がバレート最 

適配分となるためには，

00 1

p̂ x\

注 （12) P の存在IE明については. Balasko and Shell, op. cit., pp. 292-293, Lem m aも 3 のとおりであるから，ここ 

では繰り返さない。

—— 14 ——



が成立しなけれぱならな、。

以下われわれはこれらの基本命題を順次に誕明するが，そのためにはあらかじめつぎの二つの補 

助定理をIE明しておくのが便利であろう。いま任意のある配分:c e A に対して達成可能な再配分列

e =  '̂ eo» £i»......, ...... )

eo =  eo =  —el for t=Q

e« =  Ce*, e广1 )= (e«, —eJtl) for /= 1 ,2 ,......

を考え

2<o(a?o+£o) ̂ WoC»o) for ^=0

ut(.x\ + t\, »广1+«广りさめa;广） for ト1,2,......

で，しかもこれらの不等式のうち少なくとも1 個が厳密な不等号で成り立つ場合に，そのようなe

をバレート改. 的な再配分列と呼ぶことにしよう。すると 
(13)

助定理3 短期バレート最適な配分5 に対して再配分列e がバレート改善的であるとき，

fitキ0 となるような最小のt ひ= 1 ,2 , .......) を f とすれば，t '以降のt についてもかならず

£«キ0 でありつづける。

証 明

いま5 > がのようなある5 について£, =  0 となったとする。すると目下のモデルの構造から，上 

記の再配分列eを （0 ,……，0, 6«',……’ e ,- 0 の部分と（£,, e.+i, ）の部分に分割して考えること 

ができ，そこで新たに後者の部分をすべて0 とおいた再配分列

= ......, 0, £t',...... , e*-i,0 ,...... )

を考えれば，£ 'もまた明らかに達成可能である。そして配分ボ=  $ + £ 'については，当然

UtC^t+et)^Ut Cxt) for ^=0 ,1 ,......

で，し か も そ れ は ……，5 _ 1 のところで確実にもとの配分モと異なっている。ゆえに任意の 

実数 a , 0 < a < lについて新しい配分ぜ'= a> i'+ (l —tO$=>S+a£'を構成すれば，ぜ'はやはり達成 

可能で，f , ……，5—1 の個人については

Ut(.St+aet'^>UtCxt')

が成り立たねぱならない。またつくり方からfさS の # については，いうまでもなく

貨幣と重複世代モデル

注 （13) Balasko and Shell, op. dt" p. 295, Lemma 5.4 参照。
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Xt+ctet^=Xt

となっているから，これは明らかにまが想期パレート最適であるという仮定と矛盾する。IE了。 
(14)

補助定理4 短期バレート最適な配分をぁその支持価格列をガとし，5 に対してバレート 

改善的な再配分列をe とすれば，すべてのt について

となる。また前の補助定理で定義した以降のf については, 

立する。

証明

証明は帰納法による。

まず仮定から

MoĈ o+eo) さ UoCxq)

さ0

不等号がすべて厳密な形で成

であるから，

が成立ししたがって

そして -elであることから

が（4 + eる）さが法る

ホ1£0さ0,

P  ei さ 0

である。またeSナ0 ならば，効用関数の強擬H 性から，明らかに上記の不等式は厳密な不等号で成 

立する。

つぎに

P  …… lei ^ 0

で，しかも1からまでのてのなかではじめてer^^Oとなるてをがとするとき，が以降は不等 

号が厳密な形で成り立つことを仮定して，

(8.1) elZ\さ……さデeiさ0

注 （H) Balasko and Shell, op. cit, pp. 295-296, Lemma 5.5 参照。
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が成り立つこと，および1から《までのでのなかではじめてふキ0 となるでを广とする’とき， t" 

以降は不等号が厳密に成り立つことをIE明する。

まず（8 .1 )が成り立つことをいうためには，明らかに

となることだけをいえばよい。これは前と同様，e がパレート改言的であることから

Utixt-\-£t, Xt^  ̂+ eV̂ ') ^  U tix t,モ广1),

したがって

P  ej+ガけ1£广1さ0

となり，またeの達成可能性から£广1= 一eじi となることを考えれば，明らかであろう。

ついで後半の主張の躯明であるが，いまもし广が1,……，/一 1 のいずれかであるとすれば，そ 

のいずれであっても，仮定と前の補助定理の帰結とから，当該の不等式はかならず厳密な不等号で 

成立することになるから，結局だ' が最後の/ になるとき，すなわちね= 0 となるときに

か 1 elX\ <  P  el

となることをいえぱよいわけである。しかし，これはふたたび効用関数の強擬H性を使えば明らか 

である。すなわちet=5̂ 0である以上，あ+ etキあであるから，

P  eド 广 6广1>0

とならざるをえず，それに《广1 = _ £ じi を代入することによって，所期の結果が成立するほかはな 

い。よって証了。

ここで以上の補助定理の帰結にもとづいて，いよいよ前掲の二つの基本命題の証明にとりかかろ 

ことにしよう。

命題1の証明

法力';バレート最適ではなかったと想定してみる。するとバレート改善的な再配分列£ があって， 

定義から

Cxl + e l ぜ广+6广1)€び(ぁ)，

ゆえに仮定3 か ら (あ）に下限5 があることと，，補助定理2 か ら が 小 さ く な れ ぱ CC^t, 

(ip , P+り, a t )がむしろ拡がることから，
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Cxl +  el 法广1 + £广）f C(ぁ，（が’が+1),5) 

となる。よってC O t ,(ガS P+1),Q) の定義から

が が +16广1さ 一* が e l . が+1

あるいは

「三田学会雑誌」80卷 1号 〔1987年4月）

er^ ^ - f ^ P ^  ふ 1.广 1

となる力' : ,ここでet9^=0となる最小の/ を/ 'ー1 とすれば，補助定理4 によって/'以降のすべて 

のMこついてはがeレ1=一が6を>  0 ,於けie£【+ i=~^'+ i£じi >  0 となり，したがって

ホ* eレ1.ガけ1 £广1> 0 for t=t',t'-\r\,......

となって，前の不等式の両辺をがej-i.ホけ1«广1 で割ることができ，

i+ r / — さ- r r ^  for t=t\ グ+ 1 ,……ガ*+i£ド1 が t\-i = p'x\

が得られる。

これらの式をどからあるアまでについて足し合わせれば，各式の左辺の第1項はつぎの式の同じ 

く左辺の第2項と相殺され，結局

チ a <■___\_________ 1____<  — 1---
h  P^x\ -  eUi pr+iミ 5；+iぐ pt  g レ1

となる。 ：T を大きくしていけば補助定理4 からガHi£?+1=—が■+*£?ねは次第に大きくなり，した 

がって右辺は次第に大きくなるが，いずれにしてもそれは1/#Vト1 を越えることはない。 また他 

方5/タ を 《=0,..., T - 1 にわたって加えたものは有限個の正数の和にすぎないから，以上を総 

合して

という帰結が導かれたことになる。ところがこれは明らかに命題の仮定と矛盾する。証了。

命題2の証明 

もし結論に反して

た l i l k くの

であれば，まに対してバレート改善的な再配分列が見出され，したがってホがバレート最適とはな

---18----



れないことを示せぱよい。

まず上記の背理法の仮定が成り立つならば，

lim がテ! ニ 00

となるから，ある/ '以降はかならずどのt についても

となるような財/ひ）e U ,2 ,……，《} が見出されるのでなくてはならない。そこでそのようなi(it) 

を用いて，問題の再配分列をつぎのような要領で構成することにする。

まず数列もG = l ,2 ,......) を下記のように定めることにしよう。

5{=0 for t < f

も：7 ^ 1 + W  for t= t '

以降，逐次的に

タ+1，"》1+。も+1 ニ p’L  for

すると，つ く り 方 か ら の ど の f についても

~

貨幣と重複世代モデル

ダ け も + 1 p ,,iU O  も， r t l ,p r

1 +
が  x l  x = f  x l  

さ1

となるから，ろ け I はすべて一意的に定f tされ，すべての^=1,2,......について

0 さ dt さ1

である。そこでわれわれは上記の{も} にもとづいて，ある再配分列£三{£【} を

~ C®t» €t*̂  ̂— (.~dt&ict)> dt+i Sict+ij)

のように構成する。ここでe « t )は第(り成分のみが1 で他のすべての成分が0 にひとしいW次元 

ぺクトルである。

こうしてつくった再配分列£ は，d t力；

0 さもさ 
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の条件を満たすところから，明らかに達成可能であり，またそれを用いて

まr i = ポ+1+£广1

と定義すれば，あ= ぱ,あけ1 )は 法t の優標高集合び（あ）に含まれることが容易に分かる。♦実

デほを一法D+デ+1(ま一法广1)

= ーガ【もか。+が+1も+1め《+1)

= 一れ " 。も+タ+1’"<+。も+1 

^  ★ r r p ’* "、 .斤 " t+1)も+ 【

r三田学会雑誌」80卷 1号 （198ァ年4月）

(15)

= 一 ホ ' ほ  i一り .デ+1(お+*—•Sfl)

となり，またこの結果にもとづいてガ*ぱ£-5D+ガt+1ぱ +*+ポ+1)ミ0 となることも自明であるか 

ら，仮定4 の条件ろ£(ぁ）< 6 を考慮すれば

xe CCxt, (P ,P+ i)’ F)

(^CCxt, (p ,p+ i) ,b ^ t))cU O ^ t)

とならねぱならないのである。そして{も} は非ゼロであるから，まはテと相異なる配分であり， 

したがって仮定1の効用関数の強擬M性から， かならずぁよりパレートの意味でより優れた配分 

OCX+C1 —cx)xeA, 0 < 0； < 1 が存在するのでなくてはならない。これは明らかにまがバレート最 

適であるという仮定と両立しない。よって誰了。

9 以上でわれわれは本稿での主要な分析をほぽ終了したことになる。こうして命題1 , 命題2 が 

確立されれば，それらを総合することによってつぎの基本定理が成立することはいうまでもないで 

ぁろう。

定理2 短期バレート最適配分宏において，仮定3 , 仮定4 がともに成立しているとすれば，

X は条件

注 〔15) 5 tのつくり方からt < t 'の f については5t=0, またtさt ,のれこついては 

Q^pt,i(t) Stさ1

である。

(16) の場合は，5f=5t+i=0であるから，不等式は0 = 0 の自明な形で成立する。t= t’一 l の場合は，式の右

辺は 0+C1/1+る■B)〉0 ,左辺は= 0 となるから. それは厳密な不等号で成立する。t〉^ - lの場合は，定義式から

み />£+l’i<£+l)5t+】̂  p tx tt,

ゆえにその両;aに か+1，《(け レ ；I•多ら" ひ5« をかけることにより，厳密な等式で成立する。
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が満たされるとき，そしてそのときのみバレート最適配分となる。

そして定理2をさらに前の定理1 と結びつけることによって，所期の厚生経済学の第一基本定理 

が成立することも明らかであろう。

系（厚生経済学の第一基本定理）

i p , 法）を当該重複世代経済の競争均衡とし，ぁにおいて仮定3 , 仮定4 がともに成立して 

いるとする。すると5 は条件

貨幣と重複世代モデル

^1  x\

が満たされるとき，そしてそのときにのみバレート最適配分となる。 

ところで上記の議論において枢要な役割を演じた条件

は，もしそれが満たされないとすると，価値和の列{をt ま?}が無限に発散してしまうことを意味し 

ている。これはその経済学的な内容に即していえば，（1)価格の列{が} が限りなく上昇するか，あ 

るいは(2)数量の列{テが限りなく成長するか，そのいずれかを意味しているということができよ 

う。前者の享態が生じる場合には，貨幣の相対®格したがってその購買力がほとんどゼロとなるた 

めに，また後者のま態が生じる場合には，所得に対する貨幣の比重がほとんど無視しうるほどのも 

のとなるために，価値貯蔵手段としての貨幣の機能が失われるにいたると考えられる。そこでその 

種の事態が起きないような経済的環境を確保するために，この条件が要請されていると解すれぱよ 

いであろう。

問題の条件が満たされない場合には，競争均衡下の配分であってもバレート最適とはなりえない 

ような事例を示すことは容易である。いま1種類の財のみから成る経済を想定して，各世代の個人 

の効用関数が

Mo(«o) =  log Xa for /ニ 0

utix\,が£+i)=log fljf + log for t = 1 ,2 ,......

で定義され，財および貨幣の初期賦存量が

0)1= 2, M = 1 for / =  0

«  < " )  =  (4 , 2 ) for / = 1 , 2 , ......

で与えられるとしてみよう。すると効用最大化の計算の結果，需要関数は

—— 2 1 ——



「三田学会雑誌」80卷 1 号• （1987年4月） 

, 0(め = も ダ 1 fo r ^ =  0 

がが , ダ+ 1 )= (ち - ’ ま - )  fo r レ 1 , 2 ’ . . . . . .

>T(ダ,が+1)=2ダ-ダ+1

のように求められるから，需給均衡の条件を考慮することによって

が+1 =  2ダー1 , が > 0  for , = ；l , 2 , ........

であらわされる複数の競争均衡解が得られることになる。たとえばp = 1 とおけば

P = C i , 1, .........., 1, ...........)

5=  (3, (3 ,3 ),……，（3,3),……）

がーつの競争均衡解となり，またデ= 2 とおけぱ

p =  C2, 3, … ’ 2ト 1 + 1,……）

5 (1  7\ / 2け1+3 2け1+3
X-

A 2 ' V2* 3/' ’ \ 2 ^ + 1 ， 2̂  + 1 ) ’

がもう一つの競争均衡解となる。ところが，前者の配分はパレート最適となるが，後者の配分はバ 

レート最適とはならない。享実このモデルではガ1 > 1のようながを選べば，問題の条件は決して 

成立せず，いかなる競争均衡配分もパレート最適とはなりえないことを示すことができる。すなわ 

ち前記の均衡条件から

が+1=2ト1(/)1一1)+ 1

となるから，が> 1 とすれば，すべての/ =1 ,2, ……についてp > 1 , したがってすべての/ニI , 2, 

…… に つ い てテ？̂  3 となり，

§ 1 P  x l 一 も (2ト1(ホし1)+1)お 

く し 1).3

となって，前述の条件は満たされないことが分かる。ゆえに命題2 によって’このモデルで競争均 

衡がパレート最適となるためには，が= 1 となるのでなくてはならない。

他方が==1であれば，すべてのt についてダ= 1 , ボ= 法广1=3 となるから

丄.



貨幣と重複世代モデル 

となり，命題1からこの鏡争均衡はかならずバレート最適となるのである。

1 0 以上にとり扱ってきた本稿のモデルでは，貨幣がもっぱらあろ世代からつぎの世代へと将来に 

向かって繰り越されていき，その工夫をつうじて各世代の後半生の最適消費水準が確保される仕組 

みになっている。このようなバターンが結果するのは，もともとどの世代の個人にとっても，その 

選好と相対的に考えられた初期賦存量ないしは所得が若いときにむしろゆたかであり，年とったと 

きに乏しくなると想定されるからである。

いまこれとは反対に，選好に比しての所得が若いときに相対的に乏しく，大成してからゆたかに 

なるとするならば，どうであろう力、。明らかにその場合の最適消費計画は，若年期に所得を上回る 

消費を行い，その不足分を老年期の所得から補うというバターンをとるはずである。しかし将来 

ろ財賦存量を現在の購買力に転換する手段がないかぎり，ここでもふたたびアウタルキー的行動を 

つうじては当該の最適消費計画を実現することは不可能である。それは，そのような若者が将来財 

を担保として借金をすること，すなわち借用証書を発行して不足分の支仏いを1期だけ繰り延べす 

ることによってのみ可能であろう。

ところが注意すべきことには，このような異時的取引の可能性は， 1世代1個人という目下のモ 

デルの想定の下では排除されざるをえないということである。なぜなら，その種の取引に応じうる 

のは同世代の若者のみであり，来期死を迎える老人はいうまでもなく相手にはなりえないはずだか 

らである。換言すれば，同じ世代に複数の若者がいる場合には，余分の財をもつ若者はそれを老人 

に売り渡して，その代金である貨幣の形で富を持ち越しうるばかりでなく，またそれを同時代の若 

者に売り渡して，債権すなわち1期後の支払請求権の形でも富を持ち越しうるわけであるが，それ 

は選好と財賦存量のタイプを異にする複数の若者が併存する場合に可能となるにすぎないのである。

1世代の人口を1 人と想定する重複世代モデルは，もっとも簡明直截な形で無限の世代交替から 

生じる問題の一端を先鋭に提示する効能をもっが，いま言及したような内部貨酵現象を捨象してい 

る点からすれば，たしかに一面的すぎるという誇りを免れない。この点を拡張したより一般的な重 

複世代モデルを構築することは，今後に残された重要課題というべきであろう。

福 岡 正 夫 （経済学部教授） 

須 田 伸 一 （経済学部助手）
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