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小特集：レオン•ワルラス

需 要 理 論 と 双 対 性

川 又 邦 雄

序

競争市場における消費者の需 要 行 動 （とそれと並行して論じられる生産者の供給行動） に関する理論, 

そしてその依抛*す る 主 観 的 価 値 （効用）の理論の発展の歴史については，Schumpeterの 『経済分 

析の歴史』 （1954) をはじめ多くの学説史言で論じられている。 と り わ けGossen (1SS4), Jevons 

(1871), Walras (1874) に始まる近代需要理論の系譜についてはStigler (1950) による詳細な展 

望があり，そこで論じられていないSlutsky (1915) より後の発展についてもSamuelson (1974) 

による秀れた論述がある。 ま た Diewert (1982)は， 需要理論の双対性に焦点を合わせごく最近 

のものに至るまできわめて多数の文献を吟味•検討している。

本稿の基本テーマは， Diewertと同じく双对性の問題にある。 需要理論の学説史について若干 

のコメントを補いながら，共役凸関数と劣微分の概念等を用いて双対性の理論の構造を明確にする 

ことを主要な目的としている（とくに命題4 , 4',12,19および（6. 2 ) と （6.2)'の関係)。二三の基本命 

題については，伝統的な証明の別の点からの接近法を示している（特に命題7,15,18など)。

財の双対概念として価格が存在するという認識を別とすれば，経済分析に最初に現われた双対性 

の概念は潜在価格としての意味を付加されるLagrange乗数であろう。 Walrasの要請に対して 

Hermann Amsteinが 1877年 1 月 6 日 付 の 言 簡 （Jaffさ(1965) ) で答えたのがそれを用いた最初で 

あったとされている。現代の経済分析においてもLagrange乗数法は条件付最大化問題を解くた 

めの不可欠の用具であり， Kuhn T u k e rの定理や二つの凸集合の分離平面の傾き等に関連づけら 

れて， ますます有用性を高めている。 本稿で多く言及する凸関数の共役関数や劣微分もそれらとき 

わめて密接な関係をもつ概念である。 なお，凸解析に関して，本文で定義されていない概念や証明 

に用いられた命題は，最後の節の数学註の中で説明されている。

2 生 産 関 数 と 費 用 関 数

x=xi, を投入量のべクトルyER+を産出量とするとき，生産関数

--- 54 {370)----



需要理論と双対性

( 2 . 1 ) y=FX.x)
CD

をもつ企業を考える。 ま た © = ( © 1 , を投入量の価格を示すぺクトルとし，

( 2 . 2 ) か G'=l, 2,..., fi)

とおいて規準化した倾格ぺクトルヴ=(gi, qn-u1 ) を定募する。

生産関数に関する次の仮定はきわめて標準的なものである。

C A 1 ) (連統性）

各 yミR+ について

(2.3) _F+(が)ョ{:c€/?+"|F(aO き 3/} .

は閉集合である。

CA 2 ) (単調性）

„ x^>x^>0 なら _^(0；2)>ド（;》1)

となる。 なお，上の条件に加えてが力； と異なるときF C が） も F (が） と異なるなら強い 

単調性の条件が満たされているという。

(A 3 ) (擬H 性）

任 意 の a;, と 0 < a < l に対して，i^((l一り:c + ね'）さmin (Ha;), FGc'))となる。 な

おこの結論が厳密な不等号で成立するとき， は強い意味で擬H であるという。

生 産 量 yER+ お よ び 生 産 要 素 価 格 が 与 え ら れ た と き ，生産要素の費用関数は

(2.4) C(.y,⑦ =inf{©a;|F(aO き 2/}

によって定義される。 この最小値がある点：Ki/, Q ) で達成されるとき，それを対応とみなしたも 

のを生産要素の需要関数という。生産関熟が強い意味で擬H ならこれは一価である。

生産要素に関する次の性質は， さ き の 仮 定 （A 1)〜（A  2 ) を用いることなく定義から直接IE明 

できる。 . .

命題 1 (同次性）

す べ て の yGR+ と お よ び / > 0 について

(2.5) (Xy, tO)=t(Xy’ Q)

注〔1 ) 化》は " 次元の非負象現を， は 化 1 を意味するものとするC
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となる。

命履 2 (単調性）

(i)す べ て の お よ び 2 つ の 価格ぺクトルび， について

( 2 . 6 )び 〉び な ら  CX/y, Qi)^C(2/,が ）

となる。 また

(ii)す べ て の QER+mと2 つの産出量ぺクトルが，が6 /? + について

( 2.7)が > が な ら  C(iA Q)^ay\  Q)

となる。

命 題 3 ( H 性）

任 意 の に つ い て (Xy, 0 ) は © についての[HI関数である。 

m の証明）QS 0さ と す る と ，

C(?/’（1- り Q 1+；1が）= inf {(1-り la；+ tQ'^x I K a ?)さ y]

さ（1一り inf {©1 d  K a O  さ 2/} +  {び aH H a O  さ 2/}

=  (1—わ(Xi/, Q^^+tCCy,び ）

つ ぎ に を 一 定 と し た と き 生 産 関 数 を 0；71について解いた形に表現したものを（強い単調性 

の下ではそれが可能である（Kawamata (1974))

(2.8) Xn=fCy, x'), 0； ニ Oi,..., Xn-0

としよう。 とくに混乱の心配のないときはa; を省略して上の等量曲面の方程式を

(2.8)' Xn=fC^ X = Xl, •••, Xn-l)

と記すことにする。以下では， この関数が費用関数の双対関数であることを示すことにしよう。 な 

お， a;が非負象現に属さない場合には/($) =  + « >と 定 義 し て / の 定 義 域 は の 全 体 で あ る と  

考えることにする。

容易に示されるように（A  3 ) の仮定の下では/(モ） は凸関数であり， し か も （A 1) の下では 

閉じた関数である（Kawamata (1974) ) o ま た 》=  (;»;, a；„)G/?+"X i?+を第"財で規準化した価格 

g=Cq, l)Gi?+"xi? で購入したときの支出額は

(2.9) qx=QX-\-fixy

と表現される。 したがって/ ( a Oの共役関数を/■*(.)とおくと，そ の 定義から（数学注M 5 参照)，

(2.10) /*(a;*) ニ supCXざ’ a；*>—/(x))

------5 6 〔372) -------
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= —inf«a;, —«*>+/(«))

となる。 このことから，

(2.11) CXy, q) = inf {qx 1 FQx) ̂  y]

=inf{<7 x+Xn\Fix)^y}

ニ inf{g a;+/($)}

が導かれる。
( 2 )

上の最後の表現はM 関 数 （一 / ) の 共 役 関 数 の 値 （一 / ) *  Q q ) と等しくなるので，費用関数は

( 一 / ) の共役関数（一 / ) * であることが知られる。 この意味で費用関数は等量曲面の方程式と表

裏の関係にあるということができる。

なお / 〔.） は閉じた凸関数で，ある点では有限の値をとり， どの点でも一00とならないという意 
(3)

味 で 純 （Proper)凸関数である。 また， これらの性質は共役関数によっても保たれることが知られ 

ている。 よってこれらの条件の下では，

(2.12) /(aO=/**(aO

=  (/*)*(»)
(4)

が満たされ，H 関 数 （一 / ) についても同様の式が成り立つ。 このことから費用関数が与えられた 

ときに等量曲面の方程式は前者の共役関数（の符号を変えたもの） として導出することができること 

が知られる。

命 題 4 ( 双対性定理）

連続性と強い単調性の下で， を一定としたたき等量曲面がrc»=/(チ V ) のように*け 

たとする。そのとき費用関数a y ,  q ) は[H]関数一/ ( j ,  V ) の共役関数になり，逆も真である。

一般に凸関数F : 斤が与えられるとき， が f の a ;における劣微分であるとは，任 

意 の に つ い て

(2.13) +  y-x'>

が成立することをいう。F ぬ における劣微分の全体をd F O c )で示すことにし，それが空 

でない時にはf は 点 a;で劣微分可能であるという。

いまF のエピグラフと呼ばれる/^のグラフの上方の集合を

(2.14) epi F= {(a;, a) ： x^R^, a ^R , a^FCx')}

注 （2), .(3), (4)本稿や数学付録を参照のこと。
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と定 參 す れ ぱ （2.13) は

(2.15)《一a;*,1) ,Cx, H a O )〉シ 一 が S DepiF 

と同値である。 したがってf が a;で劣微分可能であるということは幾何学的には点（ic, FCx))を 

通って 凸 集 合e p i F に垂直でない支持超平面が引けることを意味する。 な お f が a; において微分 

可能である場合には通常の勾配ぺクトルと一致し，

(2.1の H キ ……’ - £ }

となることが知られている。

さ て l)ei?れ-ixi?が与えられたとき，一 定 の を 産 出 す る た め の 費 用 が が = (が, 

Xn~) =  で最小になったとすると，y を 産 出 す る す ベ て の に つ

いて

(2.17) qx>qxo 

となる。 この式を

〔2.18) /(^)^/(^°) —qCx—^^

と書いてみれば，費用最小化の条件は

(2.19) — ̂e9/(a;°)

と表現できることが知られる。 いうまでもなくこの条件は，古典的な費用最小化のためのつぎの命 

題に対応するものである。

命 題 5 (費用最小化条件）

規 準 化 さ れ た 要 素 価 格 ぺ ク ト ル が 与 え ら れ た と き ，ー 宾 の 産 出 量 を 産 出 す る た め  

の 費 用 が /?+"の 内 点 が =a;(2/, 0 ) で最小になったとすると，

( 2 . 2 0 )ンケ.。ミ =Qi (.i= l,2, •••, n—1')

となる。た だ し F iは dF/dxiを意味するものとし，関数F は擬[H] . 単調増加で連続微分可能であ 

るとしている。

(2-20)を （2.19)から導くには，陰関数定理によって- fi= F d R a となることを確かめれぱよ 

い。 ラグランジュ乗数を用いた標, 的証明は，Hicks (1939), Samuelson (1974)などに見られる。

さ て Shephardの補題の名で呼ばれるつぎの命題は（2.19) と同様の関係を 一/の共役関数であ 

る (Xy, • ) の 優 偏 分 （一C の劣微分）について述べたものである。、なお数学注M  7 を参照のこと。
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需要理論と双対性

命題6 (Shephardの補題）

費 用 関 数 CCy, q ) が q についてH 関数で連続微分可能であるならば，各 に つ い て

(2. 2 1 ) g) = Xi<iy, q)

となる。 ただし各辺は第 i 生産要まの需要量を示すものである。

この補題においては費用関数の微分可能性は仮定されているが，それを導出する生産関数の傲分 

可能性についての情報はいらない。Shephard (1953)以 前 の 文 献（Hicks (1939, 1946, p. 331), 

Samuelson (1947, p. 68 )など） にも同様の関係式が導かれているが，後者の微分可能性の条件を用 

いている。 なおそれより早く Slutsky (1915, P. 41 )に も dS=Xi，d p i という形で同じ内容の式 

が記されている。

つぎに補題の内容と上に述べたことをより明確にするために， また費用関数が必ずしもIH]でない 

場合に適用可能にするため，Shephardの定理をより一般的な形で述べ，それに，一つの初等的誰 

明を与えることにする。 これと似た方法は， Hurwicz=Uzawa (1971) によって積分可能性の問題 

との関係で用いられたことがある。

命 題 7 (一般 化 さ れ たShephardの補題）

を一定とし， =  ゲ)， x̂  = xiy, g2) を生産要素の需要量とするとき，ゲ と ゲ  

は 第 i 成分以外は同じで，qi^>Q^であるならば，

C2.22) Xi^< C〔ル-てトニ■キル! 1)<xi^ .

となり，め2< ホ1 なら上等号の向きは逆になる。

IE明） 仮 定 よ り g2a;i>g2a;2 であるから

(2.23) y) 一  COjl,y)

=q^x^—q̂ x̂

=ゲ Gc2—o;i) + (が一が）flji 

したがってg i と g2 の *'番目の価格だけが異なり，q^>qt\ の場合には

(2. 24) C (が, y)ごぐやめ <

となる。 もう一方の不等式は（2.23)で 1 と2 の入れ換えることによって

(2.23)' C (が’ y)-(Xq2’ y}<Cq^—q̂ ')x̂

----59 C375)----
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となることに注意すれぱ，同様にして導かれる。

(2.22)の が を め 1 に近づけると，良 く 知 ら れ たa;(め の 連 続 性 に よ っ て（Debreu (1959), 

Nikaido (1968), Arrow=Hahn (1971)を参照せよ），Shaphardの補題の結論が導かれる。

3 効用関数と最小支出関数

x=(.xu-, を消費量のベクトル，t/(.) を効用関数とするとき，効用水準

U & R に对応する無差別曲面の方程式は

(3.1) UQx)=u

と表現できる。 また消費財の価格べクトルをP=CPl, Pn)ER+mとし，それを第"財の価格を 

1 と し て 規 準 し た も の を …, 1 ) と記すことにする。いうまでもなく

( 3 . 2 )か G'=l,2, •••, n — l)

と定義されているものとする。

効用関数£/については，第 2 節のF についての仮定をC/ でおきかえたつぎの仮定をおくことにす 

る。

(A 1)' 連続性

(A 2)' 単調性

CA 3)' 擬M 性

また効用水準UらR お よ び 生 産 物 の 価 格 が 与 え ら れ た と き の 消 費 者 の 最 小 支 出 関 数 を

(3.3) e(ji, P)=inf iPrcl t/Gc)さ"}

によって定義する。 またこの最小値を達成する£C( め P ) を （《, P ) との関数とみなしたときは， 

それを消費財の補償需要関数という。一般にはそれは多価でありうるが，以下では強い擬H 性の下 

でそれが一価であると仮定しよう。

このとき，前節で述べた費用関数についての諸命題が，適当な記号の読み替えによって，最小支 

出関数についても成立すろことは明らかである。 ここでは特に顕著な性質だけを述べておく。

命 題 3' CM性）

任 意 の aび ト について e(M, <P )は P についての IH]関数である。

命 題 4 ' (双対性定理）

—— 60 (3 7 6 )——



需要理論と双対性

仮 定 （A 1 ) と （A  3 ) の下で， を 一 定 と し た と き 差 別 曲 面 が a；n=/(を ？< ) のよう

に書けたとする。そ の と き 最 小 支 出 関 数 P ) はIH]関数 一fCx, « ) の共役関数となり逆も 

また真である。

命題 5 ' (支 出 最 小 化 条 件 （Gossen (1854), Jevons (1871), Walras (1874)))

価 格 ぺ ク ト ル が 与 え ら れ た と き ，一定の効用水準《£ / ? + を達成するための支出額が 

/?+"の 内 点 F) で最小になったとすると

(3.4) (ト 1,2,...’《-1)

が満たされる。た だ し £/iは を 意 味 す る も の と し ，関 数 f/は強義擬H で単調増加，か 

つ連続微分可能であるとする。

命 題 6' (Shephardの補題）

最 小 支 出 関 数 F ) が /^について旧関数で微分可能であるならぱ，各 に つ い て

' (3.5) 0ベな~り = ね P)

となる。

消費者行動に関する上のShephardの補題のきわめて重要な帰結は，

〔3.6) 5= {dxiiP, u)/dPi}

で定まされる代替行列の対称で負の定符号をもつことである。

命題 8 (代替項の対称性と負の半定符号性）

仮 定 （A 1)'〜CA 3)'が満たされるものとし， 補 償 需 要 関 数 x<iP, U) が P に関して連続 

微分可能であるとする。 そ の と き 代 替 行 列 は 対 称 で 負 の 定 符 号 を 有 す る  

( す べ て の について 2^S z<0となる）。

次のIE明は，Mckenzie (1956〜57) によるものである。 この命題は， 上の仮定の補償需要関数 

の微分可 能 性 の 条 件 （それを導くことができる） を効用関数の微分可能性の条件でおきかえた形で 

Slutsky (1915)によって最初にIE明された。 さらにHicks (1939)や Samuelson (1947) などに 

よってその意味が検討され，需要理論の新L A、発展の礎石となったことは周知の享実である。

IE明） Shephardの補題を考慮すれば，仮定によって，支出関数は2 階微分可能で

—— 6 1 (377) ——
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dx iC P , U) _  がe(_P, u )

dPj dPjdPi

= d^eiP, u) 
dPidPj

dXjCP, u) 
dPi

これで代替行列の対称性が証明された。負の半定符号性は，（3.7) の最初の式と最小支出関数が 

inこついてのH 関数であることから導かれる。

4 生 産 関 数 と 利 潤 関 数

x=(xu を投入べクトル， を生産量とするとき，ある企業の生産関数が

( 4 . 1 )y=Fix)

によって表現されるものとする。便 宜 上 a;在i?+"の と き は i5Xa;) =  —0 0 とする。 ま た g ニ（か，…， 

み）e/?+"を生産物の価格を1 としたときの投入物の価格を示すべクトノレとする。

生 産 関 数 に つ い て は ，次の仮定をおく。生産関数の下の集合をハイポグラフというと，

C B 1 ) (連続性）

(4.2) hypo ョ K x ’タ) タさ/T(a；)}

は閉集合である。

(B 2 ) (単調性） 

x^>x^>0 なら となる。

上 の 条 件 でa;2>a;i>0,が =̂ 0；1な ら と な る と き F は強い凸性を満たすという。

(B 3 ) (旧性）

F C x ) は 関 数 で あ る 。

さて生産物の価格を1 とし て 規 準 化 し た 生 産 要 素 の 価 格 べ ク ト ル が+ " を所与とみなすとき， 

企業の最大利潤は

(4. 2) TiCq) =  sup {FCflj)—qx}

によって定» される。 この最大値を達成するa; ( g ) を企業の生産要素需要関数という。

なお，右 辺 の s u p は，F ( a O がIH]関数であっても00になる可能性があることに注意しておこう。
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た と え ば F ( a O が線型の場合にもそのことがおこりうるし，それに正のH 関数を加えたものも無 

限 大 の s u p をもつことになる。 この意味で最大利潤を与える点が定まるためには，lldlが大きい 

時 に F(：x ) が費用gx より小さくなることが必要であることがわかる。経済分析では通常そのよう 

な条件は仮定されている。

以 上 を 注 意 し な が ら 最 大 利 潤 関 数 に つ い て の 基 本 的 な 性 質 を 述 べ よ う 。

まず，生産物の価格をP E R + ,生産要素の価格べクトルを0=((?1, と し た 時 の  

利潤関数を

(4. 3) n  CP, Q) = sup {PFCx) — Qx}

とおくと，明らかに

(4.4) nCP, Q)=Pn<iq')

であって，命 題 1 〜命題3 に対応して次の結果が主張できる。

命題 9 (同次性）

任 意 の ひ 0 に つ い て IJQP, ；iQ)=xn<：P, Q ) となる。

命題10 (単調性）

二つの,要素価格ぺクトルが, ゲ について が さ ゲ な ら JT(が）さ と な る 。

命題1 1 (凸性）

0 < / < 1 とするとき，任意の二つの要素価格ぺクトルが，ゲ に つ い て  

7t((1 _ 0 ポ +ぜ) く (il_t)7i(gi) +f}rOf)

となる。

つ ぎ に GGiO =  - F ( a O とおけぱ，B ( 3 )の下で はG(a;)は a;についての凸関数である。 したが 

ってG の共役関数をG * とおくと，

(4.5) G*Ca;*)=sup«fl；, x*>—GCa;))

=supCF(aO + 〈flJ, aj*»

であるから，（4.2)によって，

(4.6) 7c(.q) = G*Q—q)

= —F* (め

つまり，利潤関数はIH]関数F の 共 役 関 数 （の符号を変えたもの） と等しくなる。
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ま た 仮 定 （B 1 ) によってF は閉じた関数であり，ある点で有限の値をとり， どの点でも+00の 

値をとらないという意味で純（proper) IH]関数である。 したがって，G(aO =  G**(aO (数学M 5  C) 

であるから，

(4.7) F(aO = —び *(aO

= —sup {ix, —q> — G^i—q)}

= —supK^, —xy—niq)}
Q

= —7r*(flj)

となることが知られた。

以上を要約すれぱつぎの命題が導かれる。

命題12 (双対性定理）

仮定B 1 とB  3 の下で利潤関数は生産関数の共役関数（の符号を変えたもの） と一致する。逆に 

利潤関数の共役関数として生産関数（の符号を変えたもの）が導かれる。

つ ぎ に 価 格 に /?+ " の下での企業の利潤の最大値が（が，2/0ニ（が，F(x°))ei?+"Xi? + で達成 

されたとする。すると，す べ て の Gc, y) =  ix, Ka;))ei?+"xi? + について

(4. 8) Fixo) — gxo さ FCx) 一 qx ,

となるから，

(4.8)' —F(x^^ — F C x o ^ x —xô ,

したがって，劣微分の定義から，

C4.9) -q^dC-F')

となる。 このときg をH 関数F の優微分であるといって

(4.9), q^dF 

と記すことにしよう。

いうまでもなくこの条件は，古典的な利潤最大化のためのつぎの命題に対応するものである。

命題13 (利潤最大化条件）

生産物の価格を1 と し て 規 參 化 さ れ た 要 素 価 格 ぺ ク ト ル が 与 え ら れ た と き ，企業の利 

潤 が /?+"の 内 点 (めを投入量として選んだときに最大になったとすると，

(4.10) 0'=1,2’...，n)
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が満たされる。ただしF は強義の単調性とH 性を満たし，連続微分可能であるとしている。

さ て Hotelling (1935)の補題の名で呼ぱれるつぎの命題は（4.9) の関係を 一 の 双 対 関 数 で  

ある利潤関数について述ぺたものである。

命題14 (Hottellingの補題）

価 格 べ ク ト ル が 与 え ら れ た と き の 企 業 の 生 産 要 素 の 需 要 量 を (め と す る と ，

(4.11) --5^^ = — Xi° G'==l,2,w)

となる。ただし，JTは e について単調減少な凸関数で，連続微分可能であるとする。

この命題は，Shephardの補題の場合と同様に， よりゆるい条件の下で後立することができる。

命題15 (Hotellingの補題の一般化）

要素価格ベクトルゲ， が与えられたとき，そ れ ぞ れ に 对 応 す る 要 素 需 要 量 が お よ  

びがに定まったとする。その時， も し ゲ と g2 と は 第 / 成 分 だ け が 異 な り が > がであるなら

(412)

となり，反対にがくがなら逆向きの不等号が成立する。 し た が っ て が を が に 近 づ け る と ， 

よく 知られた x O i)の連 続 性 の 条 件（Debeu (1957), Nikaido (1968), Arrow=Hahn (1971) 等を 

参照）の 下 で は H o te llin g の補題の結論が得られる。

証明） 価 格 が ゲ の 時 の 利 潤 は 投 入 量 がa;2 のときに最大になるから 

■ (4.13) JT(ゲ)—;r(め

ニ び〔め一ゲめ— -ゲ a;i) 

= CF(a;2)— め—(F(a;i)-がめ 

— Qq̂ x̂ —q̂ x̂ ')

さ く デ aji〉 *

したがって讲2〉ゅ1 で他の要素はすべて等しい場合には

となる。

もう一方の不等式は

(4.14) JT(gl) - 7T(ゲ)バ ゲ - gl,が〉
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となることに注意すれば，上と同様にして導出される。

5 効用関数と間接効用関数

X = C X 1 , を消費量のべクトル，■PsCPl, をそれに対応する価格べク

トルとする。 また

(5.1) pi=-^ G'=l, 2,..., m)

として規, 化した価格を要素とするぺクトルをi>=Q)u…’ Pn,1 ) と記す。

い ま 効 用 関 数 IK x ) と所得M をもつ消費者がいて

Imaximize IKx) 

subject to Px<M  

の解として需要量が=a;(P, M ) を定めるものとする。

効用関数については第3 節 の （A 1)'〜（A 3 ) ' の 条 件 （（A2)', ( A 3)'は強い意味で）が満たされ 

ているものとする。

いま上の問題の最大値xUP’ M ) が各点で定義できれば，その対応を需要関数，あ る い は （とく 

に 補 償 需 要 関 数 U )と区別する必要があるときには）Marshall(1890 ) の需要関数という。 この最 

大値に対応;して間接効用関数が"CP, M)=uCx(P, M ) ) によって定義される。 ある財の価格が0 

で最大値が達成されない心配がある一般の場合には

(5.2) v(P, M) = sup {ZXaO I く M}

としておけぱよい。

間接効用関数にはつぎのような良く知られた性質がある。

命題16 (同次性）

す べ て の と M e i? + について

(5.4) vCtP, tM)=vCP, M)

となる。

命題17 (単調性）

(i)す べ て の と ン？2 を満たす任意の 2 つの価格ぺクトル ？1 , について 

vCP^ M ) となる。
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(ii)す べ て のPER+mと を 満 た す 任 意 の 2 つの所得水準M S  M^^R+について"〔P, 

M O > y ( P ,  M 2 ) となる。

命題18 (擬[H]性） ’

任意のん> 0 と に つ い て ，集 合 M X  A：} は凸である。

証明） v(pi,M) くk, viP\ W  くk と 仮 定 し0 < 《< 1 とする。すると

(5.5) vCa-OP^+tP^ M ) さsup{£/(aOia—りPi+/P2)a；くM }

^sup {?/(») 1P*£c<M or Px<^M}

=maxCv(P\ M), vQP̂ , M))

古 典 的 問 題 （/ O の解を特色づける限界条件は，今ではきわめて良く知られている。 もっとも標 

參的な方法はLagrange乗数法によるものであるが，後の話のため， ここでは先の分析との対応を 

考えることにしよう。

い ま （A2)'の単調性の仮定を強めて，強い単調性を仮定しよう（より一般的には，選好の局所的非 

飽和の仮定をおけばよい)。すると問題の（P ) の 解 が =0；0^ M ) はその制約条件を等号で満たし， 

つぎの問題の解にもなっている。

!
 minimize Px 

subject to UCx)>u 

こ こ で (が），が

じっさい， も し が （5.6)の問題の最適解でないとすれば，あ る ぶ が 存 在 し て

(5.7) P^<Px^=M  

U i£)^u

となる。 し た が っ て を そ の ノ ル ム の 十 分 小 さ い 正 の べ ク ト ル と す る と ，•£=ぶ+ e はやはり 

予算制約式を満たし，（A 2 ) ' に よ り 及よ り 高 い 効 用 を 与 え る の で =  (ハ M ) が .(5.2) の最 

適解であることに反してしまう。

逆 に H=lKx<iP’ M ) ) とおくと， 問 題 〔？* ) の 任 意 の 解 は そ れ が の 内 点 に あ  

る な ら （/ 0 の解になっていることが知られる。 じっさい；̂が （P ) , の解でないとすると

(5.8) Uix')>U(.x)^u 

Px<M

と な る が あ り ， したがってee/?+mがノルムの十分小さな正のぺクトルである場合には，
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ま= 法 一£ は， （5.8)の 5 をまでおきかえた条件を満たし， しかも予算制約条件については厳密な 

不等号が成立する。 こ れ は ぶ が （P * ) の最適解であることに反する。

な お x<iP, U )を （/»*)の解とするときにはM を M=P.xCP, u )= e iP ,の とおいたとき 

の （J 0 の解になっていることも知られる。

以上によって次の命題が示されたことになる。

命題15

効用関数が強い単調性の条件を満たすものとするとき，問 題 び ) の 解 M ) は 

問 題 （P * ) の解にもなっている。 逆 に a?° =  a;CP, m), u=vCP, M ) が （P * ) の 解 で が  

の内点にあれば， は （？） の解でもある。 したがってx(：P’ AOGinti? " がー意に定義 

できれぱ，

(5.9) xCP, M}=xCP, vCP, W )

となる。 ま た a;CP, がー意に定義できるならぱ

(5.10) x(P. u)=xCP, eCP, W )

ともなる。

双对性定理の著しい成果はSlutsky方 程 式 （1915) のきわめて容易な導出を可能にすることで 

ある。 以下に与える証明はMcKenzie (1957)によるものである。

命題16 (Slutskyの方程式）

効用関数が強い意味で単調増加，強い意味で擬H であり，かつ連続微分可能であるならぱ

( 5 . 1 1 ) aダ*を め = (ミ M )  aね G ’フ'=i,2,

となる。

証明） （5.10) の関係 iCiCP, u) = XiCP, eiP, M) )  G = l , 2, •••, n ) を Pj で微分すれぱ

10、 dxiCP, u )_  dXiiP, M ) 丄 dxi(-P, M ) deCP, M ' ) へ . 。 "、

し ジ  W i W j^  m  W j ，竹)

となろ。 こ こ で Shephardの 補 助 定 理deQP, M )/dP j=-xj CP, M ) を用いれぱ（5. 25) が導か 

れる。

な お （5.12) の左辺の代替項から成る行列は対称で負の半定符号を有することについては先に述 

ぺ た （命題8 ) 。
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さて効用最大化問題（P ) に立ち返ろう。いま a;*\=CP, M ) が の 内 点 に あ る （？）の解で 

あるとし， りに対応する無差別曲面の方程式を（i? が最低の効用水準でないので強い単調性を 

用いて）

(5.13) xn=fix, u)

と* こう。ま た を 第 " 財の価格を1 として規準化した価格ぺクトルとする。 すると，

は の 解 で あ る か ら ，（2 .19 )を導いたと同様に，条件

(5.14) —/>=9/Ca;°)

を満たすことがわかり， しかも予算制約条件を等号で充足することになる。

以上によって導かれる次の定理はGossen(l'854), Jevons (1871), Walras (I874)等によってい 

くつかの限定的な仮定の下に導出され，以来多くの彫厥が加えられてきた消費者行動理論における 

もっとも基本的な命題である。Lagrange乗数を用いた標^^的証明はHicks (1939)や Samuelson 

(1947)などに見い出される。

命題17 (効用最大化条件）

価格べクトルP E Rゾ と 所 得 が 与 え ら れ た 時 ，効用最大化問題（i O の解は，それが 

の内点にあるとすれば，条件

(5.15) j ^ = P i  0=1 ,2 , •••’ "）

(5.16) px=m m=M/Pn

によって特色づけられる。ただし効用関数は強い意味で単調増加で，強い意味で擬しかも連 

統微分可能であるとする。

さて先に見たように，補 償 需 要 関 数 U) は

(5.14) —p=df(.x°, u)

と双対的に，条件

(5.17) xQp, u)^deip, u)

によって，つまり最小支出関数の劣微分として導出される（Shephardの補題)o

これに对してMarshallの需要関数a;**=a;(P, M ) は強い単調性の下では，予算制約条件 

(5.16) px° = m, m=M/pn 

と限界条件

---69 (5S5)----
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(5.18) —p=dfCx^, u), u=u(x°)

を満たすものとして特色づけられた（(5.11)(5.12)參照)。

こ の と き （5.14)と双対的条件として（5.17)が導かれたという意味で，（5.16)お よ び （5.18) 

の 2 つの条件のいわば双対としてMarshallの需要関数を導き出すことができるであろう力ん次の 

命題はこれに対して少なくとも部分的に答えるものである。 この点については次節で再び述べるこ 

とがある。

(5.19)式 は 通 常 Roy (1942)の恒等式の名でよばれているが，Antonelli (I886) の （24) 式は 

これとまったく同様のものであり，Allen (1933, p. 190)にも同じ式が登:^する。 R o y の論文の 

意 義 は （5.13)と （5.14)との双対性を強調した点にある。

命題18 (Antonelli=Royの恒等式）

間 接 効 用 関 数 M ) が与えられたとすると需要関数は

(5.19) ハ M )

の " によって与えられる。すこすとしm = = であるとする。 また効用関数は強い意

味で単調増加で関接効用関数はC P ,ル0 に関して連続微分可能であるとする（この最後の条件は, 

強い意味で擬H で連続微分可能の場合には充足される）。

証明） 仮 定 に よ っ て が 与 え ら れ た と き ， M O ) は

CP*') minimize P^xCP, M')

subject to "CP, M*0

の解になっている。 な ぜ な ら M 。) と同等以上に選好される財べクトルxCP, M ) の po 

の下での購入額はpo：c(P°, M ° ) 以上できなければならないからである。

したがって，Lagrange形式を

(5.20) IXP, M, X)=P°xCP, M)-vlCP, M')-viP\ M り

によって定義し，その極小のための一階の条件を求めると，制約条件を等号とした条件に加え

(5.21)S  Pi-^^^ = Xvj (;=1,2, fi) 
i=i or̂ j

ぉよび

(5.22) | iが か か 巡

の条件が導かれる。

他方， M )  =  M  より，
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(5.23) 2Pi°-|^+ a；y=0

および

dxi ,
(5.24)

BM

が導かれる。 これら4 つ の 式 か ら （5.19)を求めることは容易である。

Chipman=Moore (1976)によって示唆された上の註明においては， もとになる効用関数の微分 

可能性は仮定されていない。 このことは応用上しぱしぱ便利である。

効用関数の微分可能性を仮定した場合の証明もほぽ同様である。 （5.15) より 

(5. 25) Ui'=aPi 0  =  1,2, •••, n)

と言けること，そしてP a ; = M の 制 約 の 下 に "CP, M)=«(a;CP, M ) ) を最大にすることから， 

(5. 23) (5. 2 4 )で /̂ 。を/^とした関係が成立することに注意して

(5.26) yjif=S Uf
axi
dM

(5. 27) Ui gp =axj

を導けばよい。

6 積分可能性問題への注解

Antonelli=Royの定理を導出する際につぎのような議論をした。すなわち，すべてが連続微分可 

能な関数の場合についていえば，費用最小化の条件

( 6 . 1 )ジ ゾ ; =pi G'=l, 2,..', n)

と双対的な条件（Shephardの補題）

( 6 . 2 ) か**^め =xi<iuy P') 0'=1,2, •••, «—1) 
opj

によって補償需要関数が導かれる。 これと同じ意味で，一定の予算の下での効用最大化の条件 

(6 .3 i) か

(6. 3 ii) px=m

の 2 つと表裏の関係にある条件は何であるかが答えられなければならないと。

いま

(6.4) mix) =  Uiix)/Unix) G '= l,2 , 《-1)
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を需要価格関数とよび

(6.5) jr(aO =  (7riG»)，

とおこう。 ま た a?=Gc, として

(6.6) = Tcix)x+xn')

と定義する。r(x ) の最後の表現はGr(aO,1 ) を価格としてa;を購入したときの支出額を示して 

おり，/>=Gr(aO,1)ならそれはm に 等 し い こ と に な る 。以 下 で はWCx)を祐大された需要価格 

(逆需要）関数とよぶことにしよう。つぎに第" 財の価格を1 とした価格ぺ ク ト ル を 同じ 

単 位 で の 所 得 を と し て 需 要 関 数 を

(6.7) OCp, m) = Cxi(,p, m ),…’ Xn〔p, m))

すると関数の定» から，予算の制約下での効用最大化の条件（(5.15)と （5.16) ) を用と記そう。 

いると

(6. め 0(WQx)')=0(ji：ix), nix)x + x7d 

=Oip, m)

そして

(6.9) WiOip, m)) =  Gr(aO，nQx)x + Xrd 

=  Q>, m)

となり， これら合成関数はいずれも恒等写像となる。 したがって，

命題19

需 要 関 数 と 拡 大 さ れ た 需 要 価 格 関 数 ？P"とは互いに逆関数の関係にある。

このことから， の Jacobian行列

/ dX i dX i

(6,10) J0~\ dp j dm

dXn dX i
\ 3か dm

と ？P■ の Jacobian行列

j dm dm

(6.1 1 ) Jw = dxj dXn

1 dltn drcn
\ dxj dXn

とは互いに逆行列の関係にあることがわかる（左上の小行列はいずれも（《—l)x(«—1) 次)。 

Samuelson (1950)が記しているように， これら2 つの行列に適当な行列を作用させると，
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(6.12) I  I
Xj I

dXi dXi
-X)

dXi
dPj dm dm

dXn トdXn
-Xj

dXn
dPi dm dm

Sij
dXi
dm

dXi
<Jin

dm

C S yは 第 《財の価格を1 とし 

た と き の Sluts^cyの代替項）

および 

(6.13) Jv-

Vi

となることがわかる。ただし

(6.14) Cij--
dm

dxj j dXn

であって，(h iを 要 素 と す る （《- l)X(«— 1 ) 次の行列を第" 財を価値尺度とするAntonem行列 

という。

(6.12), (6.13)とU とJw とが逆行列であるから，左 上 の （w _ l ) 次行列を比べることにより 

次の命題が導かれる®

dm

dm dm 1
dXj ' dXn

dn 1

dXj
丄

dm n
Oij

dxn

dn 1

dXj
丄

j= l , 2 ， • • • , 1)

命題20

第 " 財を価値尺度とするAutonelli行 列 と （《— 1 ) 次 の Slutsky行列とは，互いに逆行列の 

関係にある。

学説史上，双対性の概念が問題の解決にきわめて有効に適用され，それがまたさまざまな接近方 

法の差を明確にするものに，い わ ゆ る 「積分可能性」の問題がある。需要関数が与えられたとき， 

rもし効用最大化行動を行なったとすれぱ，それを導くであろう効用関数を求める」 というのが問 

題のエッセンスである。その伝統的定式化においては，偏微分方程式の解を積分として求めること 

の可否を問うためにこの名がある。 現代的アプローチは，Houthakker (1950), Richter (1966) 

などに典型が見出されるように，いわば大域的方法ともいうぺきものを用いている。
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さて上に見たように，① と W とが互いに逆関数として相互に求められるから，観察可能なデ一 

タとして与えられた関数が需要関数であるか需要価格関数であるかは問うところではない。 Anto- 

nelli ( I88の は ，需要価格関数jtOc) (Antonelliの記号では0 (ん B ,…う）が与えられたときに 

UCx')(同じく C/(ん f i , . . . ) )が （6 .4 )の解として与えられなければならないとし，その偏微分方程 

式の解の存在条件を求めたのであった（Antonelliの（2の式)。

数学的定理からそのための条件は，ある種の限定の下では（いわゆるAntonelli作用素）

(6.15) Aj(：U：)=KjUn-Uj 

力' ; Jacobian系を形成することである。Antonelliはそれが具体的にはAntonelli行列の対称性に 

帰することを明確に述ぺている（22式の一つ上の番号のない式)。Chipman=Moore (1976, Appendix 

4 A ) にはこの種の古典的解法についての詳細な説明が与えられている。 なお，Hurwicz Richter 

(1979) が指摘しているようにAntonelli行列の対称性が積分方程式の解の存在のための条件を与 

え る こ と はFrobeniusの 定 理 （Dieudonnさ（1969) 1 0 .9 .4 および10. 9. 5) を用いれぱ直ちに明ら 

かなことである。

Samuelson (195の は ，上 の 記 号 で のW (拡大された需要価格関数） と <P (需要関数） とが 互 い に  

逆関数の関係にあることに者目しつつ，後者が与えられた場合の積分可能性の問題をAntonelliの 

問題に帰着させることによって解決した。 た だ し 形 式 上 は （6.4)ではなく， それと密接に関連し 

た （伝統的な条件の下ではdXnl^Xi^UilUnだから，実は同値な）偏微分方程式体系

(6.4)' - 4 ^ = —TTiCa;) G'=l,2 , 1 )

の解を求める（7Tズa:)を既知として= を a:„の関数として解く）という方針によっている。

( 6 .2 )と （6 .4 ) 'の関数および変数の間には，きわめて自然な双対的な対応関係が存在することに 

注意しておこう。

以上を要約すれば，次の命題がえられる。

命題20 (積分可能性定理 Antonelli (1886), Samuelson ( I 95の） 

jT(aOを連続微分可能な需要価格関数とするとき，次の条件は同値である。

(a) (w—1)X (w—1 ) 次 の Antonelli行 列 A  (aO =  (fliパa O ) が が の あ る 近 傍 で 対 称

Qfj^てある。

C b ) がニ（が，xn̂ ~)の あ る 近 傍N1XN2こ があって偏微分方程式

(6.4)' 0=1,2, •••, n)

が 任 意 の 点モe N z を 通 る C 1 級 の 解 2；"=95(だ，s'), <p : Ni'XNi-^Rをもつ。

( C )  のある近傍TVがあって，7V上 で C/„>0を満たすすべてのajeiVに対して偏微分方程

—— 74 (55<9)——



需要理論と双対性

式

(6.4)-タンぎ=?Tf(a;) G'=l, 2,...’ n)

が C l 級の解をもつ。 -

これに対してHurwicz=Uzawa (19ア1 ) の特色は，財の数量の空間における偏微分方程式（6. 4)' 

ではなく，それと対をなす価格と所得（最小支出関数を効用関数としているので） の 空 間 に お け る 微  

分 方 程 式 （6. 2 ) を解くという方法によっていることが特徴的である。それによって二人は別の方法 

では微分不可能になる場合についての解の存在を保IEする条件を与えることができた。 この場合の 

古 典 的 解 法 もChipman=Moore (197のに詳しく説明されている。

Fisher (1892)は， この問題の解の存在条件に気付いていたが， Paretoは Volterraに 指 さ  

れるまで， 積分可能性条件についての理 解 を 欠 い て い た 享 情 等 はChipman et a l (1971, pp. 

321〜331)に説明されている。 ‘

なお積分可能性の問題の内容に，（6.4)'あ る い は （6.2) という偏微分方程式を解くという純粋 

に数学的問題の他に，求められた効用関数（無差別曲面の方程式）が原点に対して凸であることを示 

す必要があるということは，Allen (1932)その他によって指摘されてきた。 そ の 条 件 が Slutsky 

行 列 （Antonelli行列）の負の半定符号性によって与えられることはよく知られている。

7 数 学 註 —— 凸解析学の若干の結果

ここには，凸解析学の中で本文で十分に説明できなかった概念，およびIE明なしに用いた結果を 

まとめてある。 こ こ に 述 べ た 主 要 結 果 の ほ と ん ど す べ て は Luenberger (1968), Rockafellar 

(1970), Stoer and Witzgall (1970)あるいは Ioffe and Tihomirov (1979) のいずれの中にも 

含まれている。

なお， ここで考察の対象となっている空間は，位相的には《次服ユークリッド空間i? " (実数の上 

のべクトル空間ともみなす）であるが，述べられた結果の多くは， より一般的なべクトル空間にも拡 

張 可 能 で あ る （たとえばLuenberger (1 9 6 3 )や Ioffe and Tihomirov (1 9 7 9 )などを見よ）。

CM 1]

(a) /  ： が凸関数であるとは， fOy) くきを 満 た す 任 意 の き に対して

(1)fCO.^Ox+ty)< (1— for 0<^<1

となることである。 / がどこでも 一00の値をとらないときは，上の条件は
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U)' /((I—033+ 2̂/)̂ (1 ~ 0 /(a;) +  tf(,y) for 0 < ^ < 1  

と同値である。

もし/ が /?"のある凸部分ま合S で定義されている関数で(1)を満たすならば，a;在6' について 

/Or)= 0 0とすることによって/?™の全体に定義域を拡長することができる。 以下では，必要な場 

合にはそのように拡張された関数を考察の対象とする。

( b ) 凸関数/ は，す べ て の について / O c ) > - o o となり，少なくとも1つの点につい 

て / ( a O < o o である場合に純（proper)凸関数であるという。

( C ) 純凸関数の有効定ま域は 

dom / =  : fix ) <°o}

によって定義される。

(d) g : 斤 が la関数であるとは，一g が凸関数であることである。

CM 2〕

( a ) 凸 関 数/: タ は ，す べ て の orG/ ? について
Saニ

が閉集合であるとき，閉凸関数であるという。

〔M 3 〕 一般の関数ズ： のエピグラフを 

epi / =  {(x, a^/(x)}

によって定義する。 / が凸関数であることはe p i / が凸であることと同値である。

CM 4〕 純 凸 関 数 f  : RルーR が強い意味で凸であるとは，

/■((I —り3；+/め <(1 —り/(0；) + ケ(2/) for 0<^<1 

となることをいう。

CM 5]

( a ) 凸 関 数/: R^-^Rの共役関数,* : (Young=Fenchelの変換という）を

/*Ca;*)=sup{<a;, x^y—fQx)]

によって定義する。

Cb) / が （純）凸関数の場合は/ * も （純） 凸関数になる。

( C )  / の第二共役関数を/**= ( / * ) *で定義すると，/ が閉じた純凸関数なら/**= / となる。 

Cd) fif=—/ が旧関数のとき，そ の 共 役 関 数 を ，9McGc*) = —/*(― aj*)で定義する。
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CM 6〕

( a )  が 凸 関 数 の 劣 微 分 （subgradient)であるとは，

( 1 ) fCy')^/(o;)+<a;* y~~xy for any

が成り立つことをいう。 ま た a;における劣微分の全体を3/(oOと記しそれが空集合でないと

き， f i r l x において劣微分可能であるという。

(b )  / が rce i?"で劣微分可能であるための条件は（a;, / (o O )においてepi/ が垂直でない

支持超平面をもつことである。

( c ) 純 凸 関 数 /■の 劣 微 分 はint(dom / ) の各点において空でない。

CM 7〕 閉じた純凸関数については， で あ る た め の 必 要 十 分 条 件 は と

なることである（Rockafellar (1970, p. 219)),
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