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弗ワルラス的交換過程と最適配分

福 岡 正 夫

( 1 )
1 本稿では前稿に引きつづき，ュッジワース.プロセスが達成する資源配分の最適性について考 

察する。

前稿においては，m人の取引主体のなかから選ばれたそれぞれ々人（々 < m )から成るグループ 

G\ g = が順次に会合して，その都度グループごとに享態改言の余地がなくなると

ころまで取引しつづけると想定し，そのとき（1 )当該の再配分過程がかならずk人最適配分の状態 

に収束すること，さらに（2 )々が財の数" を下回らないかぎり，々人最適配分はかならずバレート 

最適配分にもなることを，若千の仮定の下で証明した。

そのさい用いられた仮定は本稿でもそのまま持ち越して使用するから，あらかじめそれらを一括 

して再述しておくのが便利であろう。

仮定1 各主体の選好関係Rr 0 = 1 ,2 , m )は連関性，反射性および推移性の三則を満 

たす。

仮定2 どのX ',に つ い て も 集 合 ニ I XrRrX^r)および/?；：10:) = {ズr I X^,R,Xr]は 

財空間E: (W次元ュークリッド空間の非負象限）のなかで閉じている。

仮定3 ある財のクラス/ c / '/= { l ,2, « } についてズ,>さズて，a lli e / , ズ,>>ズて，some 

i e /, xir=x^i, all f e AT\/であれぱ，x,PrXr all r。

仮定4 XrPfX^rであれぱ，すべての《 f ( 0 ,1 )について《ズ,+ (1 —《)ズ：/\ズて。

仮 定 4 ' XrR rX r f で あ れ ぱ ，す べ て の 0： f (0 , 1) に つ い て CT：ら+ (1 — ひ)ズ： ■ズし

仮定5 ズ<_が主体r の財空間の上で最小元でないときには，クラス/の財のなかにその数量を 

減らすことによって当該主体の選好を低めうるものがかならず存在する。.

ところで前稿の末尾にも記したとおり，交換のもっとも原基的かつ普遍的な形態はいわゆる双方 

取引 (bilateral t r a d e )の形態であり，それは上記の記号でいえぱゐ= 2 の享例に該当している。 

そして前稿で！E明した々人最適配分への収束（上記の命題( 1 ) ) はもちろん々= 2の場合にも成立

注（1 ) 福岡正夫「非ワルラス的交換過程と最適配分 I J , 『三田学会雑誌J 1980年 10月号。

---15 ( 129' ) ----



r三田学会雑誌J 74卷2号 （1981年4月）

するが（その場合当該の再配分過程はいわゆるpairwiseな最適配分に収束することになる），他 

方謂うところのParity Theorem (すなわち上記の命題（2 ) ) は，k = 2 ならぱ《さ2 の場合に 

しか成 り立たず，このように2財モデルにしか適用されな、命題というのは與味に乏しいであろう。 

それゆえ，われわれに残された課題は，さらにParity Theoremを越えて一般に多数財の世界で 

も pairwiseな最適配分がバレート最適配分になるための十分条件を明らかにすることでなくては 

ならず，この課題を果して標記のT一マに関するわれわれの議論を閉じることが，あらためてこの 

続稿の目的となるのである。

2 本稿で援用する仮定としては，われわれは上記の諸仮定のほかに新たにつぎの

仮定6 少なくとも1人の主体r ' については，どのX'ィ でもPAjx',')は一意的な支持 

超平面をもつ

( 2 )
をつけ加える。この仮定の意味する選好のスムーズ性については，ほかにもさまざまな数学的表現

( 3 )

を与えることができるが，以下の適用にあたっては，ともあれ上記の意味での一意的な支持超平面 

の存在が保証されれぱ足りるであろう。

また前稿でもナンバーをつけずに仮定したところであるが，本稿の推論では重要な役割を果たす 

ので，つぎの

仮定7 初期保有量ぺクトルズ？ 0 = 1 ,2 , m ) について

XI Xi°>0 (t = l , 2, n)

を明示的に掲げておくことにしよう。

以下pairwiseな最適配分がバレート最適配分になることを示すにあたっては，とりわけ仮定3, 

5, 6および7が枢要であるというのが，われわれの主張しようとするところである。

3 さて前述の目的を達するためには，W人の取引主体から2人ずつの成員を含むグループの連鎮 

をつくり，しかもその連鎖がどのp a irをも塊れなく網羅すろようにそれをつくるのでなくてはな

注（2 ) この仮定は T. Rader, "Pairwise Optimality and Non-Competitive Behavior", in J. P. Quirk and A* 

M. Zarley ed" Papers in Quantitative Ecotiomics, 1968, p. I l lに負う。

( 3  ) たとえぱレイダー（Rader, op. cit" p. i n ) は主体r の選好がズでにおいて方向稱密（directionally dense) 

であるという性質によって，そのスムーズ性を定義している。ここで方向稱密であるとは，丑"のなかで稱密なある集 

合*5があり，すべてのッf 5 に対してズ^+/タ/%ズ》< となるようなォがあることをいう。

他方マドン（P. J. Madden, "Efficient Sequences of Non-Monetary Exchange", Review of Economic 

Studies, October 1975, p. 588)は， を含む凸維を張る半直線ふの集 合 V",について，L, —L がいずれも 

に含まれることを， の定める方向での選好のスムーズ性の定義としている。

—— 16 (23の ——



非ワルラス的交換過程と最適配分II 

らない。そうした取引系列のもっとも簡単な構成法は，まず主体1が主体2, 3, 4, m と順次 

に取引し，つぎに主体2が主体3, 4, m と，そして以下同様に進んで，最後に主体w _ lが 

主体Wと取引するように配列すること，すなわち

(1, 2) , ( 1, 3), (1, 4) , ….… ，（1, m)

(2, 3), (2, 4) , ….… , (2, m)

(3, 4) , …-… ，（3, tn)

けW—1 ,m)

のようなバターンの配列を考えることである。これを前稿の記号を用いて示せぱ 

ひ= (1 ,2), G2 = ( l , 3), ........., G® = (m—1 , m)

そして

ということになるが，この{G1, GO)がわれわれの双方取引系列の1 ラウンドであり，われわ 

れは，それがpairwiseな最適性が達成されるまで何ラウンドも繰り返されると考えるのである。 

前稿で確立した定理により，この系列はかならずpairwiseな最適配分に収束するが，さらにその 

pairwiseな最適配分が上記の増強された仮定群の下でかならずバレート最適配分になることを以 

下において示したいわけである。'

まず重要な二三の補助定理を証明することから始めることにしよう，

補助定理1 仮定1,2, 4 および6 の下では，pairw iseな最適配分ズ* において，ズ，e 

Rrix*')であれぱつねにズ,さグズ：となるような，すべてのr に 共 通 な が 存 在 す る ，

証 明

任意の主体グと仮定6を満たす主体r' について 

X  = Prix*^ + Pr'iX*'')-{x*r+X*-)

と定義することにする。すると配分ズ* が pairw iseに最適である以上，このように定義された 

X は明らかに負のべクトルを含みえない。事実もし文が負のぺクトルを含むとすれば，いうまでも 

なく

XrP,X*r , XrPr'X'r- 

で，しかも

X, + Xr'<X*r+X*>

となるズr, X r 力:存在するから，（r, r ' ) のグループにとって（ズ：，X*.')を凌駕する可能な再配

-- 17 --
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分 （ズ,ズが見出されることになり，ダ•がpairwiseに最適という仮定と相反する。

またX は凸集合である。なぜなら仮定4か ら P rC x :')はいずれも凸集合であり，凸集 

合のぺクトル和はやはり凸集合となるからである。

こうしてi は負象限と共通部分をもちえず，しかもこれらの集合はそれぞれ凸集合であるから， 

よく知られたミンコフスキーの分離定理が適用されて，原点0を通りズと負象限とを分離する超平 

面が存在することになり，それは非ゼロの法線ベクトルだ# 0をもつ。 したがってこの/>•と，X  

に含まれるすべてのぺ ク トル口についてはp *a ^O が成立し，また負象限に含まれるすべてのぺク 

トルろについては p ,b S O が成立することになるのである。

ところで負象限からどんなぺクトルろ< 0 を選ぶにしても，任意の2 > 0についてルはふたたび 

負象限に含まれるから，グルミ0。ところ力'、，もしグに負の成分が含まれているとすれば， を適 

当に選んでのとするとき />リゐ> 0 とすることができ，これは矛盾である。よって/>*は負の成 

分を含むことはできず，前記の結論が=^0とあわせて， となるのでなくてはならない。

他方，前記の結論どおり，すべてのa€ X に つ い て さ 0 となるのであれぱ，明らかにズ，f 

Pr0c*r), Xr- 6 Pr-(X*0のようなすべてのズr , ぁ’について 

P\Xr+Xr0^P*CX*+X*0 

となり，ここで仮定2を考慮すれぱP,OC*')，Pr-(X*0の 閉 包 と (ズ;），R A x r O とは合致する 

ことが知られるから，結局ズパ/?,(ズ:），ズドf i ?ド（ズ；'）のようなすべてのズr , ズr'について上記の 

不等式が成り立つことになる。よって当該の不等式において交互にズr'=ズ：'，ズr ニズ；とおくこと 

により，すべてのんf /?«■(>：:) , Xr' e Rr'iX *')について 

P*Xr^*X*r 

p*Xr-'^P*Xr*

という結論を得る。

最後に仮定6から主体r 'の選好がスムーズであること，したがってにおいて />*がー意的に 

51定することを考えれば，すべての主体に共通にこの/ が適用されることは自明である。 よって 

すべてのYネ Y 'についてズ，e/?«■(ズJ ) ならば，それらすベての主体に対して 

p*xr^p*x*

とならねぱならないのである。

補助定理2 仮对1,2, 4および7の下では，少なくとも1人の主体r " についてXド，€

( 4 )

Pr" iX*r,0 なら，i)*X',,〉t)*X*r''が成り立つ。

注（4 ) 以下の推論についてはRader, op, cit, p . 109に負う。

—— 18 (152)



証 明

仮定7から2 ズ？ > 0 であるから，

r = I r =1

のようなそを財空間のなかに選ぶことができる。ゆえにこの式の雨辺に/>*10を乗ずることによ 

0 て

P*HXr< P*'EX° = P*Y^X* ,

したがって少なくとも1人の主体r " について 

p*X,'-<p*X*,- 

となっているのでなくてはならない。

そこでこの主体についてん" eハ"（ズン）のようなズと上記のモr "との凸結合《ズド,+ (1-«)も", 

a 6 ( 0 , 1 )をつくれば，選好の連続性の仮定（仮定2 ) から十分1に近い《については 

aXr-- + ( l  — a')Xr- e P，'人x*,"')

が成り立つ。よって補助定理1の帰結から 

p*\_axr- + ( l — a)xr-']'^p*x*>.

となり，したがって

ap*Xr"-\-0. — a)p*Xr"^P*Xr>

となるが，前に証明したところからグま,''</>*ズであるから，これを上式に適用して 

P*Xr'>P*X*- 

の帰結を得る。

補助定理3 仮定1,2, 3, 4, 5, 6 および7の下では，すべての主体r について，ん€ P,OcJ)
( 5 )

なら，/>*ズr>/>*ズ：となる。

証 明

任意の主体Yネ についてX' e PrCX*r)とする。仮定5からこの主体はズ，においてクラス/ 

に含まれる財を少なくとも1種類はプラスの量でもっているから，それを若千減らすことによって 

選好をより低める余地をもち，しかし同時に仮定2から変化が微量であるかぎり変化後の選好をも 

x r におけるより高く維持することができる。これは適当に5 ^ 0 を選ぶならぱ，

Xr — dPrX*

となしうることを意味している。

他方この5を主体r " に再配分するとすれぱ，仮定3により

非ワルラス的交換過程と最適配分n

注（5) Rader, op. cit., pp. 109-110 参照。

---19 (i5 5 )



X ff "f" 3 P f 

ゆえに補助定理2の帰結によって

P*(Xr" + S) >p*Xr"

が成り立ち，したがって 

p*d>0

となるのでなくてはならない。

ここでもとの主体r に戻って，上記のx，-dP,x*rから，同じく

P*iXr-d')^P*X*

ゆえに

p*Xr^p*X*->rpd

となるから，これと前のバラグラフの帰結とを併せて

P*Xr>P*X*r

を得る。

以上の補助定理をつうじて得られた結論を総合することによって，つぎの基本定理が確立したこ 

とになる。 ，

定理1 仮定1,2, 3, 4, 5, 6および7の下においては，ある配分ズ*が pairwiseな最適 

配分であれば，それはかならずパレート最適配分になっている。

証 明

ズ* が pairwiseな最適配分であれば，仮定の下では上記の補助定理の結論をすべて成り立たし 

めるグン0 がある。

そこでまずズ* がバレート最適でないとすれぱ，

Xr e RrCx*') all r 

Xr- e Pr'ix*'') some r'

となるような達成可能な配分ズがあるから，そのズに補助定理1 , 3の帰結を適用することによっ 

て

p*xr^p*x* all r 

p*xr->p*x*r- some r,,

したがってそれらを総計して

p*'pXr> X*

I•三田学会雑誌」74卷 2 号 （1981年4 月）
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が成立する。ところが他方力1ズr = ,§1ズ ズ ？であるところから，

P * H  Xr  = / > * Z l  X*

とならねぱならないから，帰譲法の仮定は真ではない。

4 前節でIE明した基本定理は，ある種の条件の下において双方取引の連鎮が多角取引と同学の効

率を達成しうることを示すものであり，これをいい換えれば，ある配分がバレート的改善の余地を

含むかぎり，2人から成るグループにとってもかならず改言をもたらす交換の余地があることを保

IEするものである。 これはかつてフランクリン . フ ィ ツ シ ャ ー が エ ッ ジワ ー ス • プロセスに関して

提起したことのあるある種の批半!！を無効にする帰結であるといってよいであろう。少々長くなるが
C6)

引用すれば，彼が表明した見解というのはつぎのようなものであった。

1■諸個人が取引をつうじて相互により有利になるのでなければ取引しないという想定は，一見 

差しさわりないもののように見えるが，実は事態はそれほど単純ではなく，そうした状況が起 

これぱかならず実際に取？ Iが行なわれると安易に仮定することは許されない。これはなぜかと 

いえぱ，相互の取引をつうじてみずからを有利にする結託としては，きわめて多数の人々から 

成るものしか可能でないかもしれないからである。たとえぱ2人か3人か4人程度の人数から 

成る互恵的な取引は存在せず，何百万人という人々のあいだの非常に複雑な商品交換が唯可 

能な有利な取弓I形態であるかもしれないのである。エッジワース . プロセスが仮定しているよ 

うに，そうした取引が是が非でも行なわれなくてはならないと要請するのは，情報の普及の上 

にきわめて重、要件を賦課することになるし，また結託形成の費用をないがしろにすることに 

な りかねないであろう。」

しかし，もし前節の定理が正しいとすれぱ，物事はさほどに悲観的ではなく，フィッシャーの祀
(7)

憂は霧散してよいのである。

. 非ワルラス的交換過程と最適配分II

5 本稿で定式化した定理の前身としては，レイダーによって提唱されたものとフ：Cルドマンによ 
" ( 8 )

るものとがそれぞれよく知られている。pairw iseな最適配分がバレート最適配分になるための十

注（6) F. M. Fisher, "The Stability of General Equilibrium: Results and Problems", in M, Artis and A. 

Nobay ed., Proceedings of the Association of University Teachers of Economic Annual Conference, 

Sheffield 1975, 1976, p . 19 参照。

( 7 ) ここにぺたところとまゥたく同趣旨の評言がP. Madden, "W hy the Edgeworth Process Assumption 

Isn’t That Bad", Review of Economic Studies, June 1978, p, 279 にも見出される。

( 8 )  T, Rader, op, cit" pp. 111-11も Theorem 5, A. M. Feldman, "Bilateral Trading Processes, Pairwise 

Optimality, and Pareto Optimality", Review of Economic Studies, October 1973, pp. 469-470, Theorem 

2 参照。

-- 21("^55)---



■•三田学会雑誌j 74卷2号 （1981年4月）

分条件として，前者は "broker"ないしは"middleman"の存在を,後者は"money commodity" 

の存在を掲げているから，彼らの定理は一見してまったく別個の内容のもののように思われるかも 

しれない。しかし，実はさきに設定した仮定群の含意を省察すれば,それらが本質的には同じ定理 

の分身であることが会得されるであろう。

レイダー‘の broker = m idd lem anとは仮定6において選好がスムーズであるとされた取引主体 

グ' の謂であり，この主体にそのような役割が擬せられるのは，彼のupper contour set レ）

をズJ, において分離する価格システムが，すべての主体に共通な一意的な価格システムとなり， 

その意味で当該主体の存在が経済全体の効率を律する中枢的な手段となるからである。彼はこの価 

格システムを媒介として他のすべての主体と取引するが，そのさい彼の財空間で内点を通る無差別 

曲面が境界と交わらないことを考えれぱ，当該の最適配分の点で彼はすべての財を取引しうること 

になるであろう。

しかしレイダーの推論を仔細に跡づけれぱ分かるように，彼のIE明はたんに仮定6によって支え 

られているぱかりでなく，またdesired commodityの存在にかかわる仮定3および仮定5にも 

依存している。そして後者の二つの仮定は明らかにフ* ルドマンの貨幣財の仮定をある一定の方向 

に一般化したものにほかならないのである。すなわちそこに登場するdesired commodityのクラ 

ス/ をさらに限定して，それをただ1 個のX から成る集合（いわゆるs in g le t o n )と仮定すれば，仮 

定 3, 5 は結局フェルドマンの貨幣財の仮定すなわち誰もが所望し誰もが所有する財が1種類ある 

という仮定に帰着するのである。

他方フユルドマンの定理においては，すべての主体の効用関数の微分可能性が彼定されており， 

したがって全主体の選好がスムーズであると仮定されているわけであるから，それがレイダーの 

middlemanの存在を含意すること，’いわぱそこではどの主体もがmiddlemanと考えられるこ 

と，はいうまでもないであろう。

こうしてレイダーの定理も結局は一般化された貨幣財の存在（クラス/ の非空性）に依存しており， 

フェル ド マン の定理もmiddlemanの役割を要請していろというのが，本節で述ぺてきたことの 

趣旨である。これを要するに，貨幣財という見地からすれぱ，彼らの定理はいずれもそのような財 

の存在にかかわる仮定に立脚しているわけであって，この点についてはただクラス/の広さ狭さに 

相違が見出されるにすぎないのである。

6 尤もここでクラス/ に含まれる財に貨幣財という呼称を冠するのは，たんにそれらが誰によっ 

ても所望され誰によっても所有されるという一事にのみ由来するものであり，これはたしかに一般 

受容性の要件ではあるにしても，貨幣財の機能を規定する条件として十分でないことはいうまでも 

ない。その意味において本稿の所論はカンバスのほんの一小部分を彩色したにとどまるものである
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が，それはそれとしてまったく無意義な成果ではないとわれわれは思っている。さしあたってのわ 

れわれの目論見としては，少なくとも貨幣財が具有すべき上記の属性が基本定理の主張どおり経済 

効率に寄与することの一端を示せぱ足りるのである。

(経済学部教授）
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