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可 測 多 価 写 像 の 理 論

—— 基雜と応用をめぐる総合報告■—

丸 山 撒

序

本稿は多価写像の可測性とその積分に関する最近の理論を，筆者ま身が得た若干の結果も含めて， 

総合的に展望しようとするものである。

古くはvon N eum ann〔49：! による，可測選択子の存在に関する研究があるけれと*も， この分 

野の本格的な理識はごく最近20年はどの間に展開されたと言ってよい。そしてそのような研究を急 

速調に推し進めた動因が，数理経済学‘ 制御理論等，応用分5?からの大きな要請であったことにも 

注目しておきたい。その結果，たとえぱRAdsti-amの埋め込み定理（Rさdstrftm〔43〕，丸山〔36〕） 

などをつうじてコンパクト.llh集合をめべクトル化" し，多価写像を一価写像に遺元してまうの 

ではなしに，あくまでも"多価，，の写像としてそれを取り扱うことの本質的な意義が明確となった。 

またいろいろな最適化問題の解の存在IE明などにも,かなり統的な方法論が見出されつつあると 

いうのが現状である。

可測多価写像の理論については，既に C asU in g-V alad ier〔11〕による優れた総合的研究がな 

されており，本稿の叙述もきわめて多くをこの書物に負うている。また Ioffe- T ih o m ir o vの最近 

の名蓉〔26〕や W a r g a〔52〕もこの問題に多くのページを割いており， さらに詳細な展望論文と 

してW a g n er〔52〕，およびそれを補うI o ffe〔25〕がある。

§1. 多価写像の可測性

まず議論の出発点として，かなり一般的な梓組の中で，多価写像の可測性を定義することから始 

めたい。

び ,めを可測空間（ダは：̂!：上のび-集合体)， (Y,p')を赃離空間とする。r がズの各点に，ドの 

ある非空部分集合を対jtSさせる多価写像であるととを '
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r三®学会雑誌j 73卷1号 （1980年2月）

r  ： x —^ Y  ( 1 )

と書くことにしよう。とくに，す べ て の G ズについて/ " (ズ） 力"、y のコンバクト银合（re sp.閉集 

合，凸集合，e t c . )である場合には，/ ，はコンパクト値（resi> .閉値，凸値，etc*)であるなどという<> 

便宜上，次のような記号の約3^をする。

camnp y  : r における非空ロンパクト集合の全体 

h ： 01)0«1只]^上の118118<10ド]̂ の距離

^  ： みによって生成されるCluntp F 上のB o r e lび-集合体 

r -« ( ^ )  = { A- e Z i r ( j i : ) c ^ } ,  AC.Y

r - w 0 4 )ニ{ a t g ズ i r o ) n パ: a <i y

( ? ( r )ニ{ (ダ，y ' ) ^ X x Y \ y ^ r i x ^ }

コンパクト値多M写 像 I X-一みy"は "多価写像" と考えるかわりに， Y"の中に値をとる 

一価写像とみなした方が便利な場合も多い。そのときには（1)のかわりに

r  : X — Y  . , ( 2 )

と言いておけぱ明解であろう。写像（2 ) の可測性を定義するとすれば，次のような方法が最も常 

識的でまた自然である。

定 參 コ ン パ ク ト 値 多 価 写 像 r : X — (あるいはr ； Y) について 

が成り立つとき，r は可測であるという。

r (ズ）が必ずしもコンバクトでない場合には，この定義はうまくゆかないので，そうした一般の 

場合には定義も修正する必要が生ずる。いかにしてそれが行なわれうるかについては,後に詳しく 

述べることにしよう。

さて，コンパクト値多価写愈に関すそ，上記のような可測性の概念はいくとおりかの仕方で特徴 

づけることができる。そのためにひとつだけ準備的な命題を述べておこう。

t i 題 1 ( F , タ）を可分な距離空間とし, 次のような二種類の集合族を考える。

(a)  F | / ( 〔C/}: びは開集合

(b) {/(sCIjoiUfr F  I / ( n  F  #  め.：F  は開集合，

<ilmnp F において（a ) のような形の集.合族が生成するび-築合休を<^1, (b) のような形の集合族 

が生成するび- 染合体を<^2とすれぱr ^  =  ̂ 1 = ^ 2 0
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可測多価写像の理論

証明）. 1。 ダ な る こ と の 証 明 ◊ ' .

V n ^ { y ^ Y \ p  ( タ，F \ t / ) く■各}

とおけぱ

y \ び= 0  。

次にこれらのF „ について

K n C Y \ U ' ) ^ ^  <^=z^KC)Vn^ ^  for all n ( 3 )

の成り立つことが容易に知られる。ニ:>は明らかであるから，4=ニだけを確認しておこう。そこで 

KnVni^  4> (for ail n ) とし，ズ „ e /irn V „  0 = 1 , 2 ,  • • • )とすれぱ，{jt."}はコンづクト巢 

合/ ( の点列であるから，収束部分列を有する。その極限をA：o とすれば, ズo e / ( n ( F \ t / )が成り 

立つ。これで（3 ) が示されたのである。

( 3 ) にょり，

ffimnp y x j / f e o im n p  ド | /ぐ(=ひ}

= n {/iTGCJtontpF 1/f f \V  <p) ' ,

し た が っ て <^2。

2。 なることのIE明。

F n ぺタ  e F j /)( ん  r \ i o  さ

とおけぱ,

そうすると

F = U  F „

{K^(Hxxmr^ Y \ K f ) V i - ^ }

= U { K g (dam\j Y  \ Kr\Fn^  ^ }

ニ G [OlmujT y \ { / f G ( a ；xt«ip Y \ K c ：Y\Fn] ']  •

ゆえに

3。 の証明。 . '

v4をOlmup 3^の開集合とすれぱ，丸山〔38〕定理1 より， Akt  ( a ) または（b) の形式をも 

つ有服個の集合の共通部分の合併としてまわすことができる。しかるに7 は可分であるから，.丸山 

〔38：] 定理4 の(lii)によれば， oimuH F はIT/分となり，上記の合併は可算個の集合の合併とするこ 

とができる。ゆ え に =

他 方 は 明 ら か ゆ え ，所望の帰結を得る。 ' (賊了）

—  _il5 —'—
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定理1 (みめを可測空間，（F ,ル）を可分な距離空間， r  : A'— をコンパクト値多価写 

像とするとき，次の三命題は;5：いに同値である。

U) ダ。

(ii) におけるすべての開集合; /について，

jT-ベ

( i i i ) におけるすぺての閉集合/^について

証明） 厂が可測であるとする。y の開集合t/に対して

r -^C U )= r-K{KG^oxxxv Y \ K C [ U ^ ^ } )

補題1 によれば{ /(G  ド F I であるから，r の可測性により， が 。

(i)=»(iii) ： r が可測であるとする。K の閉集合に対して

r ベ F)  -  X \ r - K {  K e  € 0xxxp Y  \ Kcz Y \ F } - )

補題1 によれぱ{A’ eO U m p F レ/ ( c F \ F } g < ^ で'あるから， ど。

(ii) o r  Oii)z>{i): 補題 1 により，（a) またはく b ) のよ, うな形式の集合族はを生成するから，{ii} 

あるいは(iii)から(i)を得る。 （誕了)

系 1 义を位相空間とし，どはX 上のB o r e lび- 集合体とする。また（7 ,/>)は可分な距離空間 

とするとき，優半連続あるいは劣半連続なコンバクト値多価写像厂：_A： — は可測である。

この系は定理1 と丸山〔39〕定理1 , 定理4 からただちに得られる。

さて先にもふれたとおり，多価写像 /" :义一がコンパクト値でない場合には可測性の定義を 

修正する必要がある。そのために定理1 の(ii)あるいは仙)の条件を可測性の定義として採用するのが 

順当であろう。ここでは{iOの方を採って，次のように定義する。

定 義 （ん ^ 0 を可測空間，（F , / 0 を距離空間（あるいはより般の位相空間）とする。多価写 

像r : 义 一 が ，y におけるすべての開集合t/について

r -切(JP)ぱ

を満たすとき， は可測であるという。

とくにr がコンバクト値の場合には，定理1 により，との定義は先の定義と合致する0 

ところで可測性の定義として，定理1 の{ii)の条件を採って，脚を採らなかったことにはそれなり

~~~  116 ——
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の理由がある。つまりごく " n o rm a l"な状況において脚は(ii)を合意するが，逆は必ずしも成り立 

たない場合がある。そこでことでは規定のゆるい(ii)の方を採ることにしたのである。との点につい 

ての理論的背景については後述の定理3 を見ていただきたい。

ノート

本節の叙述はとりわけC a sta in g -V a lad ie r〔11〕 Chapter I ,  § 1 およびD e b re u〔15〕に負う。 

また距離空間のコンバクト集合族の位相に関する総合的な研究としては丸山〔38〕, 〔39〕を参照して 

いただきたい。

可測多価写像の理論

§ 2 可測選択子とCastaing表現

定 參 （X ,め ，( y , ^ o を可測空間とし，多価写像r : ズーみF を考える。このr に対して

/ ( ^ ) e / X * ^ 0  fo r  a ll x 

を満足する一*価可測写像/ '  : 义~>5^が存在するとき，ダはの可溯選択子（measurable selection) 

であるという。

とくに:Tを位相空間とし，ざ'はKのB o r e lび-集合体ダ( F ) とするとき，多価写像厂：x ~ ^  

F に対し，可算個の可測選択子{ / „ : ズ- ^ F } 力;存在して -

C 1 .{ A O )  ; 1 , 2 , ，" }ニ/"0 0  for a l l ズ G Z

が成り立つならぱ，{ /f»}を jT の.C astaingr 表 規 （Castaing represenUtion)'という 0

可測な多価写像は（ある種の限定条件の下に)，可測選択子をもつ多価写像，あるいはC a s ta in g 表 

現をもつ多価写像として特徴づけられるのであって，実はこの点が応用上最も重要である。ここで 

可測な多倾写像というのは，もちろん前節の終わりに定義した意味である。

定理2 ( X ダ）を可測空間，（r , p ) を完備，可分な跟離空間とする。このとき閉値多価写像

ニズー》y について次の四命題は同値である。

(i) は可測。

(ii) r は可測選択子を有する

脚 r はC astaing表現を有する《

( i v ) 各：y e y について

D,  ： ^inf [ p i y  f z )  \ z ^ r C x ^ )

ヤ定義される函数のパズ- は可測，

117
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(1)
証明） {り::>{ii} ； 一*般性を失うことなく]Tの直径はさ1 として証明すれぱよい。 ま'の可算 

與密部分集合をとしよう 0 そして

P C/'nC'^)> /*n+i(ダ) ] さ—ゥ.ji-i for all G ̂
と ' (1)

^ 2- n [ /n ( ^ ) ]O /" W ^ 0  for all x e X  

を満たす可測な一*価 写 像 の 列 ( W - 0 , 1 , 2 , …）を遂次，次の如くして構成する6

1。 /o C O ニ《0 for all とおく。この/ 0は明らかに（1 ) を満たしている。（r の直径^ 1

を用いる。）

2 ’ /o , f u …，/ « が次の条件を満たすように選ぱれたとする。すなわち

r三m 学会雑誌j 73卷 1号 （1980年2月）

、‘'

P [ん (ズ) ，A + iC O ]さ 2*-1 for all X g X

^ 2-*C/aC^)] n r (jt) 0 for all x ^ X

P ^ i O ,  1 , 2 , ■}に対して

Ep=^{ X e X | n  r o ) #  }

P'p — i e A  \ ^  B2r(^n-li(^(ip)]

G p= E pC \F p

とぉけぱ/^と/ „ の可測性にょ 6?り€ 8^である。/ „ の構成にょり，いま在意にを固定し  

て考えると，

ル（/ n O ) ,  «0 ぐ 

を満たすw e r . O ) が存在する。

2«

さらに{« m }は5^で獨密ゆえ，この"に対して

/0 ( " , び771) く on+l "

を満たす《Wが存在しなけれぱならない。したがって

ガ 2- (れ+i)(>»/i)n r o ) #  0
( 2 )

e ガ厂(ト。（び7̂〉

となり，したがゥでズe G m である。 y は任意であったから

X  ニ UGjyio

とこで，/« + 1を次のように定義しよう。

注（1 ) Kuratowski-Nardzewski〔31；) pp. 389-400 による<>.

(2 ) pU M ,  am'l-^pifnix), pin,  tf»,) l̂/2M-l/2«+»<l/2«

118
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&  <l»

このようにして定義された/« + 1が可測であることは簡単に確認することができる。しかも

可測多価写像の理論

P L f n W ,  / n + i C O ]さ 2 « - 1 • for all X g X  

. i?2-(»+i>C/n+iW ]n for all X

こうして（1 ) を満たす可測面数列{ / « } が構成されたわけであるが，各 ズ に つ い て { /„ (ズ）} 

はr のC auchy列であることは明らかである。したがっての完備性により，/n O O は極限/ ( ズ） 

を有する。しかも

P [ /n (^ )j  r (ズ) ]-> 0  as n  ->oo 

である。厂0 0 は閉集合であるから, / 'O O e r o O 。このようにして定義される

/  ； X->Y

は可測写像列 { / « } の収束極限であるからやはり可測である。したがって，この/ は/^の可測違択 

子となる。

(»)：メiii): [ a n )を！"における可算调密部分集合とする。各 （" ， に対して

I r o o n 仏- m(««) if x G r -^ lB z - m Q a M  

\ rex')  otherwise

とおけば， 丰ホ。さらにc /をr の開集合とすれぱ

{ A：

：{Ji* e Z I TnvMV\Ui^(f>)

: n c / ] u {  r-'^iB2r<an)y  n  } e  ぎ。

したがって多倾写像

r  nm * ^ 7m(ズ）

は可測で, ももろん閉値である。かくして{iOによりr 侧 は可測選択子/ r m を有することが判明す 

る。 ■ •

最後にとの{ / r m } が/^のCastaingま現であること，すなわち，/ " 0 )  =  { / „ „ 0 )}を示そう 

タe / " 0 ；) , 6 > 0 とし, y > ( « „ ,タ）<1/2机となるようにw , « を選ぶ。すると

：r e r —w[/?2-肌( 《")], fnm(x}GB2-m(an)

ゆえに

したがって{ A m } はr のC astaing表現である。 •

" " ，へ 〜 » " む、‘ *i ソ■'■'デバ ダ、 ->̂9l 44 錄A’、竊絶さお般海教⑨勉激嚴徹̂
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邮=>{iv): { /„ }をr の Casl'aing表現とすれぱ

1^ト ）ニ inf /?( タ, / „ ( め）

であるからD yの可測性は明らか。

{iv)4>(i) : a >  0 に対して

{ AT e  め  くび} =  乂力]

に注意する。Kの可分性により，任意の開集合？/ C F は開球列{B„^

とすることができるから，（iv}により

r - (C/) =  U , ĉyn}-] e

C ^ n )}を適当に選んで

(誰了）

定理 3 び , めを可測空間，（F , / 0 を距離空間とし，多価写像r : X — めF を考える。

り） 5^の任意の閉集合F に つ い て な ら ぱ ，r は可測である。

{ii} 5̂ が局所コンパクトなP o lish空間で，しかもr :ズ一^ F は閉値とする。このときr が可 

測ならぱ， 5̂ の任意の閉集合について/ " び ' ) e ざ。

誰明） U ) びをr の開集合とすれぱ，びは可算個の閉集合{F„ } の合併として表わすことが 

できる。すると ，

(»)パ を 3̂ の閉集合とすれぱ， れ t可 算 個 の コ ン バ ク ト 集 合 {/(„}の合併として表わすことがで  

きる0 このとき

r - « ^ ( F ) = u  r-^QCn')

したがって， F のコンパクト集合/(について， r-« x 7 ()G ざを示 せ ぱ十 分 で あ ろ う b

F のAlexandrov•のコンパクト化をf とすれぱ，？も距離づけ可能（したがってP olish )であるか 

ら，^̂ の位相を定める距離をとしよう。十分に大きなに对しては

タ， ぬ ^ ■̂ }c:K

で, しかも/( n はコンパクトである。

のC astaing表現を { / „ } とすれぱ，

广 ニ れ y /バ /(„)
?1C

が成り立'0 ことが次のようにして知られる,

120
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可測多価写像の理論

まずj c e r 一*"(ぬとすれぱ , キ4>力あんから

r C x ' ) C \K n ^  ^  for a l l " さw。 

L たがって" ^ w oに対して

/m (^ )e/C „ for some m  。

*，， r -wcK) c n Ufm-KKn)

逆 に A；G n U f m ~ K K n )とすれぱ，

r C x ' )C \K n^  <p for a l l " ミ"。 

そ こ で ズ ）n / ( n とすれば，{ ダ は コ ン パ ク  

り《}«ンは集積点を有し

n Kn^Ko

また/ X ズ）は閉集合であるから，ラ ゆ え に

• n U f-J

以上で(1)が示された。

. 各 / m の可 測 性 と に よ り ，r -« ^ (/O eざ。

ト集合/ぐに含まれる。したがって

(証了）

さて，多fiffi写像/ " : ズ ー は ， におけるそのグラフG ( r ) と-^对一̂に対応する。そこ 

でグラブが可測であること，つまり

G ( r ) e g ^ ( g ) ^ ( F )  ( 2 )

なる条件を以て，r の可測性を特徴づけることができないものであろうか。これは存外に難しい0 

以下順を追って, この間題に検討を加えてみよう。まず（2 ) がr の可測性の必要条件であること 

から始めるが，ひとつだけ補題を準備しておく。

- '  ■ •

補題2 (みめを可測空間，（7 , / 0 を可分な距離空間，さらに（Z ,ダ）を距離空間とする。 

写像50: X x y - > z に対して

(a) < p (_x ,  y ' ) はズについて可測

(b) > ( ズ， タ） はタについて連続
(3)

と仮定する。このとき^̂>は （め8)•ダ0 0 ,  可測である。

証明） F の可分性により，F には可算獨密な部分集合{ダ„}が存在する。そこで/ » e N と任意 

の （ズ, ツ）g J ^ x F に対して

注（3) H  (b)を満たすような写像はCan»th6o(l6ぴの写像といって§5でさらに詳しく研究する♦

—— 121 — -
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となる最小の" G Nを選んで

V*p(. ^ S y ^  C ^ )タn)

とおく。 はッについて連続であるから，

<pp(.x f a s  わ-^ do。

まため> は可測な写像である。実際， は集合

m<n
の上においては

0 ，タ）》~ ,y n ')  =  ̂ nCx')

に等しい。ゆえにZ の任意のB o r e l集合五に対して

め3 1(のニ  U *(/?) X [ B i /p C y n ) \  U Bi/p(^yjn^}a

ゆえには可測である。したがってツゃの極限函数も可測である。 （証了）

定理 3 ( ' Y , めを可測空間，（7 , ク）を完備 ♦ 可分な蹈離空間とする。閉値，可測多価写像 

r  \ X —— 》Y のダラフG ( S ) は の g 'lg X ^ ( F ) -可測集合である。

明） ます’, 各 ズ に つ い て r o ) 力’欄集合であることから，

<2び'）= { ( ズ，タ）e X x F l / K タ，r ( ；0 ) ニ 0 }

であるが，定理2 により，函数

ル : ズI一~> p C y , r ( x ) )

は可測である。ゆえに函数

) y  )|— >p ( y , f Cx ) )

は補題2 の条件を満たし，可測である。ゆ え に は 可 測 集 合 と な る 。 (証了）

定理3 の逆もある形で成り立つのであるが，それを示すためには"射影定理，，と呼ぱれる。相当 

難しい定理を準備しなければならない。

を可測空間び ,め上の正値，有限測度とし，め^_^-完備化して得られるび- 染合体を^^^と 

書くことにしよう。さらに ‘ .

ざ= n { g % |/« は （ズ，g o 上<^正値 * 有限測度}

と書くことにすれぱ，もちろんダもび- 集合体である。ざに属する巢合はしぱしぱ讽可;則 （imivers- 

ally measurable) な集合と呼ぱれるゥ

■ 122 — —
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可測多価写像の理論 

注 意 （ん も /0 力VE値 ，有服測度空間とすれぱ，(& )斤ざ-。

そうすると射ぎ定理は次のような形で述ぺることができる。

射 影定理（X , 8 0 は可測集合，’ :n t 完備，可分な蹈離空間とする。このとき 

. G G ^ 0 ^ C y ) z = ：pprojjrG

この定理の証明は長々しいので，次節まで延期し，この結果を用いて，次の定理を示す。

定理4 (んダ，/0 は，有限で力、つ完備な測度空間とし，F は完備，可分な蹈離空間とする。 

いま閉値多価婆像r : x — ^ r のグラフG c r ) がぎ(g )« ^ a o - 可測集合であるとすれぱ，r は可 

測である。

証明） の任意の開集合C/に対して

r -« ^ O o = p ro j；K G ( r ) n ( x x c o )。

G び ）n ( x x c / ) G め で あ る 。またr は完備 • 可分な距離空間であるから，射影定理によ 

り

. r - w 0 7 ) e がC ざ/̂ = ぎ。 . (証了）

以上，主として閉値の可測多価写後を扱ってきたが，可測選択于の存在定理はこれよりも大分 

般化されて，S a iiite -B eu v e〔45；! (Theorem 3 ) に負う次のような定理にまとめられている。ここ 

.では証明は省略する。

定理5 ( ズ，ど）を沉完備な可測空間， を Souslin空間とする。多価写愈r : ズー》r めグラ 

プG ( i n ゼ、

( 5 ( r ) G  ざ(8 )> ^ 0 0  

を満たすとき，r は可測選択子を有する。 '

可測多価写^像の簡単な性質

( X ,ダ）を可測空間，y を完備 • 可分な距離空間とするとき，それらの間で定義される可測多価 

写像の演算に関する簡単な性質を列拳しておこう。

C l 〕r が可測ならぱ ^

—— 123 —
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T : a：h - » 7 w

も可測である。

〔2 〕 可測多価写像の列{ / \  : ズ…みF }に対して，その合併をとる多価写像

r  ： x\~~み U  P n M

も可測である。

〔3 〕 ダをB a n a d i空間3 6と し /" lA  : X — が可測ならぱ, 

. P i + T i： xi— ^ r i i x：)+r2ix')

も可測であるb

〔4 〕 KをB anach空間56とし， T  ^3^が可測ならぱ，任意のびに対して

a P  ： X t— ^ a F C x ' )

も可測である。

〔5 )  r 1 , 1 \  ! X-一 の う ち r ! が可測で，すべてのA： こついて

r i 0 ) c r 2 0 ) c i 7 % 0 )

が成り立つならぱ， も可測である。

証明） F の開集合C7について

f  lO )门ひチ 0 ニニ> /^2(ズ）n t/キ 0

は仮定により明ら力んまた逆に

したがつて

r  zix)C[U 丰♦ ニ r  lOoviU キ <p ニ!：：̂ 丰ホ

iVw(C/) = /Vw(t/)eg^ (証了）

〔6 〕 れとする0 r* : が可測のとぎ,

C0 r  ： XI一一»co r(^x)

も可測である《

註明） / ( « + » s u = ( ん み , …;U i ) e c n + i | i 5 iもニ 1) 

とおき，ニ#類のあたらしい多価写像

Hix : ズ み 2  h P i x ) ；ス eA " + i

—— 124
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■ 可測多価写像の理論

J  ： xi— ^  U  I L O )

を考える。〔3 〕，〔4 〕により，2 L は可測であり，またj は 〔2 〕によって可測である。 しかる 

に，すべてのズ■に対して _

J W c c o  r C x ^ a  d ix )

が成り立つので，〔5 〕により，c o r は可測である。 （証了）

ノ一 ト

可測選択子の理論については，とりわけCasl;aing-Valadier〔l l 〕C h ap te rn [およびK uratow ski. 

N a rd z e w sk i〔31〕を参照した。誰明を省' いた定理6 についてはS a in te -B eu v e〔45〕を見られたい。 

ネの他この間題につい.ズは，H ild e n b ra n d〔21〕pp. 53-79, lo ffe -T ih o m iro v〔26〕 C hapter 8, 

J a c o b s〔28〕，H ildenb rand〔21), P l i s〔42〕，S io n〔47〕，V a la d ie r〔48〕，W a g n e r〔50〕，W a rg a〔52.〕， 

C hapter 1-7 などを見よ。 また Souslin (analy tic) 集合については B ourba.k i〔7 〕 P art 2, 

C hapter K, § 6 ; N a im a rk〔41〕 Appendix ]Ij; S c h w a r tz〔46〕 P art 1 , Chapter ]I を見よ。

§ 3 . 射 影 定 理

との節では前節で既に利用した射影定理（projection theorem)に厳密な証明を与える。

補題3 、义を位相空間，M e ズとする。このとき

証明） ^ から；̂の中への恒き埋め込み写像i ： ；̂は連続であるから，

パ ダ (X ) 二が - i(i5) ニ 5  n

ゆぇに

{ B f ] M \ B  e  ̂ ( Z ) } c ^ ( M ) o  

逆に，廣 ( M ) は M のすベての開集合を含む最小のび- 集合体であるo —方， { S n M I パ 

( Z ) } は M のすベての開集合を含むび- 集合体である。ゆえに■ ^ ( M ) c {どf l M I ぶ と  

ならねぱならない。 （証了）

定 義 （ズ，§ 0 を■01測空間とし，次のニ条件を満たす可測集合の列{だが存在するとき，び ， 

ざ）は可分（separable)であるという。

( 1 ) よ {どによって生成される。

(2) はX の任意のニ点を分離する。 .

.__一 125__ -
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題 4 i X ,  g o を可測空間とし，8̂ がメによって生成されるとき，すべてのズに  

ついて .

n { G XI Xs, (a；0 = (.r)}

ロ。{A；/ e  A'I Xfi(ズ'）ニ XfiOO}

X g E }

したがって8^がアのニ点を分離すれぱ, {Eハ_«ンもr のニ点を分離する。

証明） 第一*の等号は，白明であるから，最初の学号のみを示せぱよいまた，包含関係"ID" 

は明らかであるから，逆の包含関係."C " だけを示せぱよいであるう。すべての/Uこついて

が成り立つとする。いま

な(ズ'）=5^s(aO

の成り立つようなの集合ガの族をとすれぱ '

^ = { B ( z X \ { x , x ：)c:B  or { a;, a；O c ；̂ \ B }

は明らかにび-集合休で，しかもすぺてのど；を舍む，ゆえに^̂ ご^^。 （証了）

補題3 ( Z , めを可分な可測空間とする。g"を生成し，かつニ点を分離する可測集合列{£：„} 

に対して， h : X ~ ^ G , 1 } N を

み • X  I >び

と定義すれぱ，みはズとその像/Kのの間に可測空間.としての同型を与える。

証明） まずみが:^からみ（X ) の上への全i}i射であることは自明。また写像^»;^~»；1；̂̂ 0 0 は 

可測であるから，みももちろん可測である。最後に

h (E ) G ^ (  h (7')) r 1 )

を示せぱよい。そこで

{ i ? c Z |  /z (£：) g ^ ( / 2 ( Z ) ) )  ( 2 )

とおけぱ，これはび- 集合体であり，補題3 に注意すれば，

ゐ（だ《) ニ{(をj> )e { 0 , 1 } N Iもニ l ’} f lみび）G 廣 ( み(X ) )

である◊ これからび-築合体（2 )はを含むことが知られ，ゆえに所望の帰結（1 )を得る。（証了）

補題6 ( X ,^ ) ,  をふたつの可測空間とする。 を C ^ ,ぎ）上の有限♦正値測度と

 ̂ I9g .



し， io : ；̂->ズ' は可測とする。

( i ) ひ: ' ,ざ'）上 の 測 度 を

/ / ( の ぺ ド 1(の ）； ボ  ( 1 )

と定めれぱ， は （ざ，ざ' ) - 可測である。

(ii) X ' が完備，可分な距離空間，义' のSouslin集合族の生成するび-集合体をダとすれぱ， 

(g% タ び̂ ' ) ) -可測な写像？>はダ:)-可測である 0 '

証明） {り 丑 ' とすれぱ，ある/ / '( M )  ニ 0 なるM g ざ' に含まれる集合iVと，適当な 

に対して丑ニだ' U iV とすることができる。すると ，

厂 1(E )  ニ广ズ£ ' )  U ア- KA/)。

しかるにダ(A0 ニパ(>-1び0 )  ニ 0 であるから，厂KAOgざ/<0 (fTKE'、&遂こぜP はもちろんであ 

るから，結局 £̂>-1(め € ざ;̂。つまり》は g V ) -可測である。

/ /を （A ',め上の任意の有限 • 正値測度とすると，（1 ) 卞定義された/について

ゆえに •

厂 1 (ざ' ）C n  — ^ 0

( i i ) 完備，可分な距離空間X '(あるいはより一般にS ouslin空間）上の任意の有限，正値B orel測 

度は内正則であり（M e y e rの定理，S c h w a r tz〔46〕p p , 122-124 ) ,また； のすベてのSouslin集合は 

CX',潔リ( 0 ) において沉"SJ測である（S c h w a r tz〔46) p. 124, Corollary 1)。すなわち*9*̂ご<^(^^/)0 

したがってU>により， £̂>は （ぎ, ダ ) -可測である。 （証了）

定理6 (射影定理） （ズ, ^ 0 は可測集合， は完備 • 可分な距離空間とする。このとき 

. G e g ^ 0 ^ ( F ) = ：̂proj；sr G e  ざ。.

IE明）：まず可算個の集合によって生成される.，ざの部分び- 集合体ど0を適当に選んで 

Geg"o(g)<^00 ( 1 )

となしうることに注意しよう。実際，

リ{ざ'(8 )* ^ 0 0 1 ^ ^ /は可算個の集合によゥて生成される，ざの部分び- 集合体} 

とすれぱ, これはび- 集合体であり, し た が っ て め G O と一致する。 こうしてただちに（1) 

が得られるのである。

そこで，义上の同値関係〜を

ズ 〜 义 (ダ）ニズだ0(が) for a l lどoGざ0

— -127 —
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と定義し，この同値関係によって义を同値類に分割して得られる商空間をえ/〜と書くことにする。 

また

7C : x - > x i〜

は，各 を ，それを含む同値類に対応せしめる，所謂，標準的写像（cannonical mapping) と 

する。〜の定義により，すべての£̂ 0 G め)は义/〜の元の合併として表わすことができるから，だ0, 

どめ)に対して

Eoi= E(/ ニニ:^ 71 iE o ) ^  U (Z?oO ( 2 )

E oPl五V"ニ ホ ニニ〉 (E o) n  n  (ど。'）ニ ホ。 .

そこでざ1 = 冗（ど0 ) とおく。すると——

r  8 1̂ はズ7〜上のび- 集合体となる。（容易であるから読者自ら確かめられよ。)

2。 ふたつのび- 集合律，ど0 とど1 は冗をつうじて 一*対一* Vこ対応する。（c.f. (3))

よって，ももめ ) と同様，可，個の集合にi ，ゥて生成されねばならないことになる，

3 ° ど1はニ点を分離する。

実際ズ/〜 の 相 異 な る ニ 元 を 考 え る と ，

ズe £ o ,  a/ を丑。

となるようなどoGめ(が存在する。このjEoに対して

y > ( .r )e ^ (£：o), y>0c')6 ニび!〜

こうして，1 ' , 2% 3-によって（ズ/〜，め）が可分な可測空間となることが知られた0 

さて補題5 によれぱ，ぜ= { 0 , 1 } N の適当な部分空間/ にB o r e lび-集合体を定めて得られる 

可測空間（/ , * ^ ( / ) ) をして，（X /〜，め）と同型た!^しめることができる。 をどの中に同 

堕に埋め込む写像をh ： XI〜- >Hとしよう。また

P — h 0 71

とおけぱ，力はざ0と' ^ ( / ) との間に一対一の対応を与える。

X

K

く図1 〉

さらにj!) x l y はめ②ダ 0 0 と の 間 に 一 •対一の対応を与えるI 
上の恒等写像である。）

ゆ;t にC?eゲo(g)*^(iOであるから,

G'ョ（力x 1 k X G )gダ(/)②ダ0 0  

—  128 ——
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補題3 によれぱ

可測多価'写像の理論 

ダ ( / ) ② * ^ 0 0

：(^(//)n7)<x)^(r)

:C ^ (/：0(8)ダ ( F ) ) n ( / x F )

であるから,

G"=i?n(/xF)

を満たす/ /X  F の B orel集合ぶが存在するらパの//への射影p f o jがルt  S o u s lin集合である（c.f. 

B ourbak i〔7 〕 P art 2, p. 2 0 0 )から，（が，ダ （/ り）について沉可測である（再びM ey erの定理！）。 

よって

prok^G^C//), 4C

p ro j；r G を書:きかえてみると

proj；fG ニ{ダ G X lヨ：V G l" su c h  that 0 ,  jvOeG}

-={x ^ X \ 3  y such that (/>(a：) , jv)eGO. ( 5 )

ニ/)一i { ス G /f  I ヨタ G F such that O  , ツ）s 5 }

=  />-i[proj//5]

しがるに/>ほ （̂ ,  >^(ぜ)）-可剩であるから，もちろん（ど，•^Cが)）- 可測。ゆえに補題6 によ 

，て，p 、X (ざ，<^(ぜX)-可測である。とれと（4), (5) により

projjfG e ぎ◊ (証了）

ノ ー ト

本節は主としてS ain te -B eu v e〔45；] による。別証についてはD eb reu〔15〕pp. 35ケ-358を見よ。

§4. Filippovの可測陰函数定理

方程式/ 0 , タ) - = 0 によって陰伏的に定められるズとタとの関係を陽表的に解いて， y ニ ff 

0 0 と表現する問題は，微積分学の範囲では陰面数定理として，よく知られている。ここでは"可 

測画数の範囲で陰函数を解く" という問題を考えてみることにしよう。その応用範回はきわめて広 

く，たとえぱ本節の最後に述べる，可測選択子のC arathw d ory表現定理や，§ 7 でとりあげる， 

若干の変、分間题における解の存在諷明などにも，奨に大きな威力を発fポする。

このを现はよウ一般的な仮定の下でも証明することができるが，ここでは応用上，われわれめ必 

要に応ずる殺度にとどめておく。

. ■— 129~ ~ -
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定理7 (可測陰®数定理） （ふめを可測空間，5^およびZ を完備，可分な距離空間とする。 

多価写像/" ： X — はコンバクト値で（g%媒 0 0 ) - 可測，また！] :  x — > z は閉値で（ざ，缀 

( Z ) ) -可測とし，写像ク：X X Y - > Z \ t  Carath6odory の写像(c.f* p . 121 or pp. U l- l42) とする。 

加えて

g Cx, for all x g X

と仮定するならぱ，

gQx, ?*(A 0)eZ IO ) for all x g X  

を満たす，r の （を, ダ 0 0 ) - 可測選択子r が存在する。

証明） 多価写像/ ぇ一#ダを 

' ZKズ）= { タe r o ) |  バズ，：v ) e I 3 0 ) }

と定義すれぱ，（7がタの連続写像であることと，r ,  S の閉値性とにより， j もまた閉値である。 

このd の可測性を示すのが以下の眼目である。そこでg • • ズ を

g(.x, j O ニ（ら  g<iXy yy)

と定義すると， '

G (め= G ( r ) n  厂ゾG ( s ))。

g は Carathもo d o r yの写像であるから，捕題2 によれぱ，（ダ® > ^ (F ), (Z ))~可測である。
へ

したがって，れよ（ざ(8)•ダび ) ，めS)ダ 0 ^ ) ) - 可測となる。 -

I ；の可測性と定理3 によって，G ( I ；) G r ® ^ ( Z ) であるから， ^ » ( G Q ] ) ) e を( g K ^ a O o ま 

た r の可測性と定理3 によって，G ( r ) G めg)ダ G O o これらの結東を併合してG (力 G を 

( T ) となることがわかった。かくして定理4 により， j  : X — ^ Y は （g% « ^ ( F ) ) - 可測となり， 

j の: 測選択子r  が存在する。このr が所望の性質を有することは見易いところであろう<

(誕了）

r三田学会ま誌j 73巻.1号 （1980年2月）

実は証明ぬきで述べた定理5 を用いると，定理7 は大分一般化されて，

定理7 / び , がズ)，（Z , g V )を可測空間， をS o u s lin空間とする。多価写像r  ： X —^ Y ,  

Z1‘. ズータ2：はそれぞれ

G ( D e ^ 0 ^ ( F ) ,

: 入' x F - > Z は （めr(8 )*^ C O ,ゲ么；)-可測とする。加えて 

ク0 , / X A O ) n Z 1 0 0 # f  for all XG.X

を満たすものとし， 

と仮定するならぱ

众（ズ，グ（» ) g 2 ニ0 )  for all X g X

 130 •— '.
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可測多邮写像の理論 

を満たすr の （み , 《̂( F ) ) - 可測適択子r が存在する。

証明は定理7 と同;1 の精神で、行なえぱよい。

数理経済学において，所謂B er g eの最大値定理（c . f .丸山ひ9〕）の果す董要な役割についてぱよ 

く知られている。可測多価写像の理論において，ちょうどそれに'対応する結果が定理7'を援用して 

傳られるので，それを述べよう♦

定理8 (X , g o は可測空間，Kは完備•可分な距離空間とする◊ « はめgK ^(F)

-可測で，しかもツについて上半連続な函数とする。また多価写像r  : ズ-はコンパクト値で 

(g% « ^ a o ) -可測とする。このとき面数

V (at) =  Max{e< x ,  y') \ T(a:)}

はざ- 可測であり，多価写像 ，

^ f ( i x ' ) \ u C x , y ^ =  vix'))
は （g% «^(F))-可測である。 .

証明） 任意のびについて

" 0 ) >  «<=>  ヨタ e r O )  such that "( ダ，タ）>  び

であるから, ’
/

" o O > « } = p r o ：brCG{；r ) n { 0 ,  ; 0 |  « .(ズ，_y)>o；} ) 。‘

仮 定 に よ り で あ り ，また"の可測性から

K-V f y ) \  u ( x , y ) >  a ) egr0^(F)o 

したがって射影定理5 により

■ { A： び（aO> び} e $ o

次にとびの可測性と定理7 /により，d はを0 * ^ G O -可測である。 （証了）

次に再び定理7 を応用して, 可測遽択子のCaratM odory表現定理を述べよう。

定理9 ( Z ,  g% fi ) は完備な有服，正値測度空間， r  ： をコンパクト値.可測多伽等

像とする。このときC0 r の任意の可測選択子/ に対して，X の各点Xをn 次元単体/ョ { ；! = (も, 

ス2 ,…，な ニ :U の中に容す可測写像 、

义* ズ ん (ズ），ん(わ，…，ん+1(ダ））

-— m
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と，r の 0 + 1 ) 個の可測適択子 / 1 , f z 、…，/n + lが存在して

/  0 0  =  1 ] ムO O /tO )  a.e.i^x

とすることができる。

証明） 連続写像g ：ん+1X を

も

9 Ĉ l» ^n+l, yif'"') yn+l)—^  んタ{ 

と定義する。また多価写像j  ： 一 ^ 股 れ を

j (ズ）ニ /X.ズ）X jT (ズ）X .. X T \ x )
、、- <« + 1 ) iHj—■一-"'

とすれば, ソもコンパクト値の可測多価写像である。

さてC0 の任意の可測選択子/■に対して

(Kズ）ニ y yu ' ' ' , yn+ l )^A n+iX  ACx^ \ g C ^  : ツ1," .，み+ 0 = / 0 ) }

とおけば，C arathtodoryの定迪(c*f.丸山〔38〕定理8 ) により, すべてのズe 义について, ( ^ 0 0 古 

わ 定 理 7 によって

パび o ) ) = / o )

を満たすん》+1X j 0 ；) の可漁j選択子
. -■)

び（ズ）==ひ lO),…，ん +iO); •ViO),…， タ"+1(ズ）)

が存在する.。これ力;所望の性質を満たすことは明白であろう。 ’ （証了）

ノート

可測陰面数定理については S a in te -B e u v e〔45〕，C a s ta in g -V a la d ie r〔11〕 C hapter JJ § 6 , De-  

breu C IS )などに依った。重要な文献としては F ilip p o v〔18〕，H im m elberg -Jacobs-V leck〔22〕， 
H im m elb erg -V leck「23〕，J a c o b s「27〕など„

5. 多価写像の積分

経済学の間題から始めよう。経済主体の空間をたとえぱ[ 0 , 1 〕とし，価格ぺクトルが/  

のとき，主体（G [ 0 , 1 ] の最適な需給If•画を対応せしめる多価写像を

[ 0 , 1 ] x U i —^ W

とする。このとき経资全体の需給面数は -

H t » p ' ) d t  C D

—— 132 — 一



可測多価写像め理論

となるであろう。 ことで€ ( / , 力）が通常の一*価写像であれぱ積分（1) の意味は全く明解である 

力、，経族学の "基礎論’’ にあらわれるミ（t ’ i O は一般に多M である。

個別需要函数の和として経済全体の需要面数を求めることが，均衡分析にとって不可欠めステッ 

プであるとすれぱ，多価写條の積分概念をここで正i i に定義しておく必要が生じてくるのである。 

多艇ギ像の積分を考える，さらに積極的なm o tiv a tio nについては§7を見ていただくことにしたい^

まずび , g % / 0 を測度空間とし， を （実）B anach空間としよう。R A dstr6mの埋め込み定 

理 （c .f .丸41〔36〕pp. 97-111)によれぱ，2 i の非空，i^ V コンパクト集合の全保は，あるBanach 

空間の中に等長同型に埋め込まれることに注意すると, コンバクト，凸値の多価写像r  : X — み 

3eは，あるBanach空間に値をとる写きとみなすことができよう。すると，このような多価写 

像の積分は，結局通常のBochner積分に遺元して考えることができるのである。‘.

とのような積分はG. D ebreuによって考案されたもので，それにちなんでD e b r e u積分（c,f, 

Debreu〔15〕）という。

しかし，凸 ，コンパクト値でない多価写像に対'しては,この方法で積分を定義することができな 

いであろう。

■ ■ 

そこでR. J. A iim annによる定義をここでは採用する。（c.f. Aumann〔4〕）

定 義 （义, ぎ, / 0 を測度空間， を （実）B anach空間：r  : ズーみを可測写像とするとき， 

^の積分を

丄 r ゴパ={ J /̂ ///|/ はr の可測選択子}

と定義する。この積分を/ 1のA um aim積分という•

この定義中，可測選択子の積分はもちろんB och n er積分である。またとくに/^が凸.コンバク 

ト値の場合には，A u m a n n積分はD e b r e u積分とー致することカ，、知られてぃる（c.f. Debreu 

〔则 。

積分の凸性

Liapunov のi!!j性定理 (c.f. L in d e n s tre a u ss〔32〕，丸山 〔36)) 

積分に関する次の定理が得られる。

定理10 .び ダ ，/0 をび- 有限，non-atom icな測度空間，

  lo 3 -----

の倚単な応用として，多価写後の



を可測多価写像とすれぱ,

はの凸集合である。

rさ田学会ぜ誌j 73巻1号（1%啤 2月） 

その積分

{ r d / ^

00 ( .
証明） ズ1 ,么2 , を j  のニ点とし，任意の0 < ぴ<  1 について,

( 1 *— 6tf')-2^i(XZ2.^ I r d H  
J x

を示そう。まず，多俩写像の積分の定義から，r の可測選択子/ 1 , / 2 が存在して，

も ニ I f  , もニ f f
J x  J x

そこで各丑e ダについて , 、

y (め = ( J  f i d I I , レ 2f3?/OeRが； 

と定義すれぱ，レは（X , g o 上のベクトル値測度である。

するとレはnon-atom icであることが次の如くして示される。仮 に を !^の a t o m としてみよ 

う。a to m の定義からレ（の 0 であり，したがって；《(め >  0 。 ここで；《は仮定によって

non-atom icであるから，£ の分割i ? i ,だ/ が存在して

パ（だ1) = ；« (£ ■ /)  = * ^ i« C S )  (Ljapunov の定理による）

(£^)ニ  (£■), v (£ " ')  ニ 0 (ぬ t  Vに関して atom  ゆえ）

とのプロセスをくり退して，可測集合の列{だfc}をつくり，それが次のような性質をもつようにする 

ことができる。

(ィ） だっだA+i

(ロ） fx

(ハ） リ（iEjO =  " (E ) for all k o

そこで,

i^-n E,

とおけば，（ロ)によって

HiF)= 0

また(ハ)によって ,

V (/^)= U (E^ ̂  0

注（4) Debreu〔15〕による。



可測多伽写像の理論 

矛盾。かくして1̂ がnon -  a to m icであることが示された◊ .

1リIがび- 有限であることも容易に知られる。さらに

レ（めニ（ 0 ,  0 )e]R,2i 

リ（X )  =  O i ,ズ 2 )eR 2 »

であるととに法意してL japunovの凸性定理を用いると，在意の《g ( 0 , 1 ) について，適当にど

を)II び，

リ( /? )  =  (びズりび么2)

リ（ズ\ £ ^ )ニ（（1 一 rt)ズ1, ( 1 —  a')Zz')

とすることができる。最後に

f  — f  f
と定義すれば， /■は明らかに/ ' の可測遷択子で，

I J'd fi= o (zみ ( 1 —a ')Z9.

... a z i  +  ( 1 — a ) z z G  I r d f i 。 (証了）

注 意 r が無限次元のB an acれ空間に値をとる多価写像に対しては， との定理は成り立たない。 

無阪次元べクトル値測度については•一般にL ja p im o v の定理が崩れるからであるる（c.L D iestd - 

U h l〔16〕）

積分の:gンパクト性

A'を局所コンパクト• H ausdorff空間, を せ を Banach空間，̂ ( Z ,3 C ) は台がコンパクトな 

連続写像/ :  X->3€の全体であり，通常のとおり，その位相は帰納的極限によって定まるものとす 

れぱ，ぷズ义，；̂ ) は局所線形位相空間となる。

任意の連続にして，d o m in a te d な線形作用素 、

を考えると，パは

ムie(l  I) =  { /  : ズ- >め [ I f l  d \ f i \ < o o )

上の強連続な線形作用素として拡張することができる。ここでI / H は /^の変動 (v a r ia tio n )である。 

との拡張の方法は通常のs c a l a r -値のR a d o n測度の場合と全く同様にすれぱよい。

次の定理は，C a sta h ig〔lO〕がr をコンバクト，凸値の恒等写像とした;^合について得た結果 

の一*般化である。（Maruyania〔34〕，Theorem 1.) '

— — 135 """" ■■■'
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定理1 1 をH ilbert空間/ " : ズ…みをコンパクト . 凸値の可測多価写像，ダ> をr の可測選 

択子の全体とする。 が有界変動で，しかも

sup i / ( . r ) i ^  a .e . (1 //1 )  ( 1 )

を満足する0  £ ム1 ( 1 I) 存在するとき（このときr は積分有界in tegrab ly  b o u n d e dであるという）， 

ダ - はム3 ^ レ | ) における，弱コンバクトな集合である。 ■

IE明） ダ r の凸性はg 明であるから，弱コンパクト性だけを証明すれぱよいであろう

(i) は有界である。積分有界性の仮定により，

sup i /  M  I I ^  (pd \ fi\<oo  for all f  らダI

(ii) タンは一様可積分である。ふたたび積分有界性により，すべての可測集合£ について，

SUO

/i (め -> 0 のとき

であるから，（2 ) はダVの一*様可積分性を含意する。

(iii) すべての可測集合丑にクいて

{] f  (3)

はの相対コンパクト集合である。この命題は集合（3 ) の有界性とA la o g luの定理からただち 

に得られる。

( i ) ,《U ) ,脚 に 加 え て 关 が R a d o n -N ik o d y /m の性質を有することから， D im f o r d の定理 

(D iestel-U hl〔16〕pp. 101-102)により，ダ r は / 4 ( 1 /^  I ) において弱相対コンバク卜である。

, 次 に ダ r ニ (弱位相についての閉包）を証明しよう。まずグ /•が tOjであることにより

^ r ~ ^ r  (強位相についての閉包） .

である。ダ r の点列{ / « } が / e L '4  ( I / H ) に強収束するとすれば，{ / « } は/に癖収束する部分 

歹y { ,» m }を有する◊  r はコンパクト値であるから，

/ (̂ x')̂  rĉ x') a.e.

し た が っ て か く し て が 示 さ れ た こ と に な り , グ r は弱コンパク トである0

(®ET)

次の定理1 2は定理1 1の簡単な帰結である，

136
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可測多価写像の理論 

定理1 2 定理11の仮定の下に，パ(タ> ) は弱コンパクトかつ凸である。

証明） 作用素// : ^ 4 ( |；«1)->赞は強連続であるから，それは弱連続でもある。定理11により， 

^  p c L ^ ( l / i  I)は弱コンバクトである。したがってパによ る の 像 / / (ダi O は "i において弱 

ユンバクトである。 の凸性は明らか0 (証了）

ダr の端点：Karlin-Castaingの理論

3eは実B anach空間， は3C上で定義される連続な実数値affin函数の集合とする。 またのコ 

ンパクト，t!li集合/(の端点の全体けなわち/(‘のp ro f i le )を/ぐ言く0

抵題7 T を位相空間とし，多価写像r : r — はコンパクト値で，かつ後半連綺とする- 

/  : 3^->廣を上半連続函数とすれぱ

f  i  t , X')- m i  {5£>(̂ )1(p /(2) for all ^e/^Cn}

を以て定義される面数 

は, 上半速続である。

誕明） まず^6上の連続線形饥旧数_ / € 其'に対して 

7はとおけば,

び, , (り- デJ (り{/(わ - y u ) }

パ ら ハづ 4 '  {ル ，+ の'( り}
)1C

と表わすこと力’、できる。B e r g eの最大値定理（丸山〔39〕, 補題3 ) K よれぱ，g y ( f).はで上で上半 

連統であるしたがって，（1 ) により，/ は:T イ上で上半連続である。 （証了）

 1 3 7   ---------

I
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I i題 8 を のコンパクト，凸集合とし， /■ : を連続函数，r = r — をコンバクト

値，可測多価写像とする0 このとき，

へ （り= { 义* & /X りI /*( / ,  (ズ）}

を以つて定義される多価写像r / ニr -~»/(のグラ フ は のG广集合であり，したが つ て 

Borel- 可測である。

証明） {け ，:o e r a ) i 7  け ，a o = / o ) }

ニ"。1{(し A O e r (り i 7 ( ' , ズ）一/ ( ズ) < 4 ]

であるから， の上半連続性と/'の連続性とから，とれはG (j T )の集合である 。 r冗了）

'  - -

多/®写像/^ : r — はコンパクト• 凸値でしかも可測であるとする。また多価寧像}̂  ： T — ^  
を

r  ： t h— ^ r ( o

と定義する<

定理1 3 補題8 の仮定の下に， のグラフはBoreレ可測である。

I

躯明） / (上には（強い意味で）|!2iの連続函数/ が存在して（AWsen〔1〕p, 32), 

厂（り= { ズ e . /X  り I /*( /  パ ）ニ/ ’ for all t 
とすることができるから, ⑩題8 , 定理5 によりただちに所望の帰結を得る。

定理14 (X ,g^, / 0 を完備な有限‘ IE値測度空間とし， r  ： はロンパク

測多価写像とする。このとき，ある正の測度をもつ可測集合£ 上で

/  0 ) ま/X ズ）on E  
となるr の可測選択子に対して

/ 0 ) 土 g r O O e r o’） for a llズe ズ 

を満たす可測選択子0 が存在する0

(証了） 

凸値の可

証明） まず/'*をどに制限すれば, r はE上で可測である。そ と で 多 価 零 像 — ま *x]R«を

0 0 = { 0 s  ふ) e r o ) x r o O \ z / ズ）}

と定義する0 ととでj は股*X R{の对角線集合である。0 のグラフはgf|£@ ダ ( 股 り に 属 す

138



るから，定理7 'によって， 可測選択子を有する。すなわち厂の可測選択子ア1 , 7*2が存在して，

TiCx^i^TzCx) on E

可測多価写像の理論 -

である。そこで

と定義し，また

T M + n c x - )
2 f O O

gt C O  ニ
nO O  on E

f  (ズ） on ； i ニ 1 ,2

g C x ')^  9 M - g 2 ( ：x X  

とおけば，このg が所望の性質を満たす。

)i
x
C

)2C

(誕了）

定理1 4の仮定に加えて，r が積分有界であることを仮定すると， /"の可測選択子の集合ダr は 

における弱コンパ夕ト，凸集合であることはE b erlein -Sm ulianの定理 (D unford-Sch- 

w a r tz〔17〕pp. 430 ,433)から容易に知られる。したがってすr には端点が存在する。次の定理はダr
I •

の端点とはに属する写像のうち，殆どいたるところ厂0 0 の中に値をとる場合，かつその場合 

に限ることを示している。
’

定理1 5 定殖14の仮定に加えて，厂が積分有界であるとすれぱ，めが存在して

証明） タ* であるならぱダ7 C グr の成り立つことはg 明である。ゆえにダrC ダ}^を 

示せぱよい。そこでいま仮に/ " e ダ> \ ダ7 が存在するとしよう。するとある正の測度をもつ可測 

集合丑の上で .

/(jtr )まf  (わ on E

である0 定理1 4におけるのと同様の手法で，( 1 ) を満足するr i s の可測選択子7*1,7*2の存在が 

知られるから，あ ら た に ル を (2)の如く定義すれぱ，め on A’で .

これはf Gダ> に矛盾< (証了:)

定理1 6 可測空間（X , め上で定義された11011-310111レな有眼，正値測度/̂ 1,//2,，",みを考え

(め二O i(め，(h(.E\ …， り(め :)；だe  が 

とおく。 r  ： はコンパクト♦凸値の可測多価写像で/ 積分有界であるとする0 このとき，

•....... 1 3 9  レI'■■，，，- •一

fe^ 'ム し --;
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J ^ d f iは凸，コンパクトで，しかも

証明） まずr がコンパクト，lili値であることと，積分有界であるととから，Eberlein.§mulian 
の定理によれぱ，ダr が弱コンパクトかつ凸であることは容易r 知られる。

線形作用素で：ム]4‘（| ft |)->败ゆを

' 7 7■ニ J f d i i

と定義すれぱ， は強連続であをから弱連続でもある。したがって

ァ (ダr )ニムr め  ̂ .

はコンパクト• 凸集合である。

さて任意に/ o e ' r を与えたとき，

とおけぱ，ぜは弱コンパクト• 凸であも。したがって，がは端点を有するが，との端点がダ};に 

属することを示せぱ，定理がIE明されたことになるであろう。

いま/ をぜの端点とし，しかもゾまダ) ;と仮定してみると，定理14により， | , / 0 ( £ ：) > 0 なる可 

測集合五と

f / ( ^ ) ±  gix')^r<ix')  on E  

I on E
なるg e ダ> が存在する。

各； non- atomic であるから，Ljapunov の 性 定 理 （c.f. Lindenstrauss〔ぬ〕，丸山〔36〕） 

から

を満たす£：0仁が存在する。♦こで

h  0 )  ニ

X  g E q

X  e  E \E ( ,  

x ^ E

と定義すれぱ

/  / o ) - ゐo )
« 2
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可測多価写像の理論 

/ 0 )  土み 厂 0 0

い  dfi ニ 0 。 .

したがって，/ 士ゐGがであることが判明した。これは/ ががの端点であることに矛盾。 （証了）

系 2 (X , g % パ）はn o n -a to m icな有限♦正値測度空間とする6 1 ぶ に 対 し て ， f t G

Z ĵ :̂G«)とし，またス••ズ一~ >P̂ 饥ニ {/I e R T し! ] もニ1 } を可測写像とするとき，次のような条件 

を満たす义の分割ど1,ど2,"，,どm が存在する。

2  タね) / fOOrfパ- E  1 f iOOdfii = i I =c 1 J e  も

証明） fH = f i 。/< 1 さ *’ さ/ 0 とおく。すると/« iはズ次元のn o n -a to m icなぺクト 

となる◊ ゆえに定理16により，

パりg { 0 , 1 K  U  ；U O ) = 1

I ん ニ  I 又id 
J x  J x

を 満 た す よ う な 可 測 写 像 ズ ト k w , …，ん (め) が存在する。ゆえに

I X) ス ゴ ニ  j  5  ^ i f  i = = 1，.2 ，" • ,  >w)

とれから所望の帰結を得る《

ル値測度

(証了）

ノ ー ト ，

多価写像P 積分に関する原典とも言うべき論文はA u m a n n〔4 〕。数理経済学者の立場から唐かれ 

た文献としてはD e b re u〔15〕，H ild en b ran d〔21〕。所謂H u k u h ara積分についてはH ukuhara〔24), 

De Blasi and L a s o ta〔13〕，〔14〕。なお〔13〕，〔14〕の入手については故桓本雅己博士にお力添え 

‘ いただいた。

K arlin  の理論については，K a r l in 〔30〕，C a s ta in g〔10), C asta ing-Va la d ie r〔11〕ChaperlV, 

Jo h n so n〔29；) などを参照。

§ 6 . CaratM odory め写像と Norm al Integrand

ここでは変分学その他の領域で重要な役割を果す，ふたつの種類の写像を考察する0 .

定 義 ざ，/0 を測度空間とし， またF とZ は位和空間とする。写像/ :  ■ATxF-^Zが次の

:りの性質を有するとき, ™ 。ニ Y ニ ^ ^



I P さM

であるという。

( 1 ) すべてのj y e F について，ズI~~>パズ，タ）は，r の可測写像。

0 0 殆どすベての: に つ い て ~ > / ( ズ，タ）はタの連続写像。

この種類の写像については，実画数論でよく知られたL u sinの定理のan a logu eとして， 

果が成り立つ。

r三田学会雑誌j 73巻 1 号 (1980年2 月）

次の結

定理17 (Scorza-Dragoni)义は位相空間，どはのすベてのB o r e l集合を含むび- 集合体， fx 

は （A ' ,め上の有限，正値，外正則測度とする0 またF は第二可算公理を満たす位相空間とし，

/  ： X X Y - ^ U

はCarath6odoryの面数としよう。このとき，任意のe > 0 に対して, の閉部分集合F を適当に 

適び，

K X \ F )く e か つ は 連 続  

とすることができる0

証明） は （0 , 1 ) と位相同型であるから，/ び x r ) c ( 0 , l ) と考えてよい。

仮定によりKは第二可算公理を満たすのであるから, 可算基 Iひ1，び2, . . . } と可ぎ稱密部分集合 

{タ1，>»2,，" }とを有する。

さて任意の有理数グe [ 0 , 1 ] と任意のg 然数に対してパ：̂->1^を ，

9^nr(y) = rX u „ (y )

r く図 3>
と定義すれぱ，9̂>7»*は7 上で下半連続である。 

こうして可算個の函数族が構成されたのであるが， 

下 半 連 続 困 数 は

f f ( y)= sup y>„r(y) ； y
な

とま現することができる。そこで

E „ r i ~ { x e X I / ( x ,  y D ^ 9^ n r O O )

とおけぱ，明 ら か に ざ で あ る 。

これを用いると， r 上のすべての

)1C

>±(5) B erliocchi-Lasry〔6〕p p ,132-133,
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可測多価ぎ像の理論.

どnr =  n  Enrk

とおくと，{：Va}が K の中で獨密であること，/ ( ズ，タ）.のタに関する連統性，そしてヤの下半連 

統性から

Enr ={ XGX\  f i X y  y')^(pnriy) for all ^ g F )

を得る。 V

0"}■(ズ，タ）ニ?

とおくと，9 W の定義から '

' /

となり’ また（1 ) によって

/ ( J t ,  j» )^ su p  (pnrCx.y') for all O ,  ; 0 g ズx F 。 ( 2 )

び ル は ，それぞれ可算個の面数族であるから添数をつけかえて，{：>^£^},{か } としよう。 

すると（2 ) は次のように奪:ける。

/= S l lp  XEm<Pm ( 3 )

/ iが外正則であることから，すべての?^e N について

FraCEmCl Vm  ； (ym\Fm.y<7^i

を満たす閉集合と開集合ドWが 存 在 す る '

■ H m ^ C X \V r a ' ) U F m

とすれば， は連続であるから，X丑; は/ / 上で下半連続である,

/ / / = n  H 饥

とおくと，（4 ) により，

で, しかも/ I//XKは下半連続である。

上と同まの推論を1 一ズに対しても行なえば，，

( . X \ K ' ) < . ^ かつ / I ぬ<rは上半連綺

となる，閉集合/ ( の存在が雄認される。

そこで

F  ニH f i K

とおけぱ，このF が所望の性質を満たすととは見易いととろであろう。

)4C

)5C

(証了）
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定 義 （A' ,ぎ，/0 を測度空間とし， を位相空間とする。 旧 数 パ ズ に 対 し て ， 

Caratheodoryのぽ数列

/n ： X x Y — ニ 1,2,……

を適当に選んで

gCx  y y ^ ^ s n p / n C x  y y') a.e.ix') ( 6 )

とすることができるとき，g は正の正規被積分匪i数 （positive normal integrand; PNりであるという

系3 び ，8% /0 , r に対しては，定理17と同様の仮定をおく。

, g ： X x Y  —— ►R+

を P N Iとすれば，任意のS >  0 に对して，ズの閉部分ぎ合F を適当に選び

f i i X \ F ' ) <  e か つ g lii*xrは下半速続

とすることができる。

IE明）因数ダに対して（6 ) を満足するC aratheodoryの函数列{ /« • •ズ̂  K — >-S+ } を考 

克る6 定理17により，任意のe > 0 に対して，X の閉集合の列を適当に選んで

/ l ( i X \ F n) < - ^ ， /nIji'nXF は連続
. . ' .： 

とすることができる。そこで '

F = n  Fn

とすれぱ，

eo  ̂ ,
/ u O C \F )< J ]  S か つ レ x r は下半連続

となる。 (証了）

定理18 X , F を局所コンパクトなPolish空間，/ iをX 上の有限，正値Radon翻J度とする。こ

のとき多価写像r  ： X 一" についての次のニ命題は同値である。

(i) r は閉値• 可測である。

0 0 任意のコンパクト樂合/ ( C 义，任意のe > 0 に対して適当にコンパクト集合/:f c / (を逃び 

I パ（/ ( V / ) <  e

I r レ/ のグラフは / / x F の閉集合 

とすることができる。
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• 可測多価写後の理論

IE明） （i)：：M »):函数/  : 义x y 一服を

/  : 0 ‘，：>0トー> /K /X a O ,タ）

と定義すると，，は C aratM odoryの函数である。実際, ま ず e ズを任意に画定したとき， /  

がタの連続商数であることは自明であるから，グs y を住意に固定したとき，/ がズの可測函数で 

あることを示せぱよい。しかるに， j v e y を画定したとき，

£： =  { ^ e X | / ) ( r 0 O ,  y ' ) < r } ^ { x G X \ r < i x：)riBr(：y ：) ^ ^ )

は(i)により可測集合である。ゆえに:tH■—> / ( ：t , タ）は可測函数である。

そこで，定理17をらの/ に適用すると，任意のe > 0 に対して，適当に閉集合F q X を選び

f i C X \ F ^ <  € かつ / liTxyは連続 

とすることができる。/ ■'は閉値であるから，r のグラフは，F x y 上で閉じている。

以上の議論をズのかわりに/ ( を用いて行なえぱ{ii}を得ることができる。 ’

(»0= (̂i) • 00を仮定すれぱr が閉値であることは明らかであるから，その可測性のみを示せぱよ

ぃ。 ‘ . .
まず义び - コンパクトであるから，コンパクト巢合の列{ / ( „ 0 を適当に選んで

^ = 0  K 饥

とすることがセきる0 {»)feよれば，各 K m に対してコンパクト集合の列{ i / r C /ぐがニユ， 

2 , ，" } を適当に選び

r のグラブは/ / „^„xFの閉集合 

とすることができる。

ゆ免に/"を H伽) =リ に制服した場合のグラフ

{ (ズ, ：v ) G / /< w x y  け e j n (ズ）} ’

は可測であり，

パ（/ ( „ \ が( w ) = 0 。

' . ■ .； > . 
さてJ7をy の任意の開集合とし, r レ<饥〉のグラフをと言けば ,

r - * « ( f / ) - p r o u { U  C G « n ( X x £ / ) } u A ^

ととで/w = = o である。 したがってr - X ひ）は可測となり，r が可測多価写像であるととが示さ 

れた。 > ：(証了）
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補題9 X を I^olish空間とするとき，連続® 数 の 列 ャ — >u+ 0 = 1 , 2 ,"，）を適当に 

選び，すべての下半連綺な函数，f = X — に対して

r三旧学会雑誌j 73卷 1号 （19$啤 2月）

/(a ; )= s u d  iptSX'') for all x  f>„S/ r

とすること力'ンe ぎる,

IE明） 'YはP olish空間であるから，第二可算錢理を満たし， 

う。各び饥に対して

G i ^ ^ = ^ { x ^ X \ p C x >  C7m)<~}

とおけぱ ,

その可算基をU u び2, ，，，としよ

f r on Un 
が"*^)(ズ) H  0 on rGJfりt

( 6)
となるような連続函数デ0 0  ：X - > [ 0 ,  r - ]が存在する。

この.ようにして, 構 成 さ れ た ® 数 族 の 添 数 を つ け か え て  

の性質を満たす。

{^^n)とすれば，これが所望 

. (誰 了）

定理19 を局所コンパクトP olish空間，パを义上の有限，正値R adon測度とし，また，ドは 

P o lish空間とする。このとき，面数/ :  Z x r — > 1 +について次の四命題を:fcl；いに同値である。 

U) /  は PNI。

( i i ) 任意のコンパクト策合/ ( c ；̂ と任意のf i > 0 に対して

j^a<：\ H } <  S か つ ゾ 1//XFは下半連統

となるようなコンパクト集合がC / ( が存在す;^。

( ii i)多価写像

ト^ E p i / 0 ) s K グ，び）e y  XK+I f C x ,  y ) S a }

は可測♦閉値である。 . ,

注（6 ) たとえぱ，まず突数値速続函数を：K—[ 0 , 1 ] を 

(1 for f ^ 0
を（りニ] l - t  for 0 ^  ̂̂  1

[0 for 1
とし，次に，

9TrKx)^r^(.np(x,0m)')

とすれぱよい。

   14b



可測多価写像の理論 

G v )次のような面数5̂ : ；̂><；̂>み1 + が存在する。

a. firは Borel- 可測。

b, 殆 ど す ぺ て の に 対 し て ツ I一 一 > g ( ズ，タ）はタの下半連統函数。

C. / ( ズ，タ）ニダ（ズ，タ） a .e .O )

証明） （i)=»{n): 系3 によって明ら力ん 

{iO=Miv): Z はび- コンパクトであるからX のコンパクト集合の列{ K m }を適当に選び，

ズニ„5ル  （1 )

とすることができる。（n)によって，任意の》g n に対して ’

/i(Jく く

/ 1 i/Cm) X Y は下半連続 

となるようなコンパクト柴合， が存在する。 ■'

ガ （mi ニ U

とおけぱ，

fl(iKrn\H、饥 y) ニ 0

である0 そこで

f i x , タ）

)2C

if ( ダ, jV)G/i(m)X F

if ( ズ，ル）东ぜ

とおけぱ，5^^は 8 0び1 -可測で下半連続である。また

g(A：, タ）=sup  ホm( ズ, y )

とおけぱ， g もまたB o re l-可測かつ下半連続となることはもちろんである。 のつくり方から，

, ( ズ，タ）ニ fiKギ，ツ） on U が

( 1 ) , ( 2 ) により，

fi ( X \ u  a t 饥〉 0 。

(iv)々 {り：F 上のすべての下半連続函数み：}^->1+に対して

み 0 ) = s u p  化 0 )
' f „な

を満たすような連続面数列{ル て を 考 え る （補題9 )。そこで，

E n ^ { x  GX l f f Cx ,  y ：) ^^n (y )  for all y e V )

とおくと，Enめは

—— 147——  .
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G „= {(a :, x Y \  g ( x ,

の，乂への射影となっている。パよ（. v , > 0 についての下半連続面数，^̂ >„は；》の連続面数である 

から，G „は;^ x l^ のB orel集合である。‘ したがって，射影定理（定理6 ) によシ，丑《"は可測であ 

り，ゆ)U こ£：« もますこ可測である。そこで

( ズ，タ）| ^ ~ ~ 、

なる函数を考えると，これは，Carath6odoryの面数である。{iv)のb により,

一~ （ズ，タ）

は殆どすぺてのズについて下半連統ゆえ， {E„ } の作り方から ■

gCxy  ：v )= su p  lE^(.x')(pniy') a.e.

と表わすととができる。よってg ほP N Iである0

(iii)=>{ii) ： /(C：ズを任意のコンパクト集合とする。任意の£ > 0 に対して，適当なコンパクト集 

合ぜ〔/ ( を選び.

[ j u a < \ m < e

1E p i / U のグラフは/ ^X F X M + の閉集合 

とすることができる。すなわち，

{ ( ズ，タ, ぜX y  x R + l / ( ズ，タ）̂  a }

が/ /X  Y  XM+がの閉集合である。したがってf  Iがほ下半連続である。，

(ii)々 (iii): まずズがび-ロンバクトであることから \

ズ= U  Km
]

なるコンバクト集合の列{だが存在する。Oi>によれぱ，任意の" g N に対して

か ")) < i  

f \ H i ^ > x Y は下半連続

となるようなコンパクト集合がもが存在する。したがって，E p i /を/:/^*に制限した多価写像の

グラフ

{ ( X,  y ,  y ) ^ a ]

は閉集合であるo ゆえに

に制限した場合のグラフ 

も可測となり，

{ ( ズ，タ，び）e  が偶〉X r x M + l / O , タ）^ « }

148



Fi：パ、い

. 可測多価写像の理論

御)ニ

さてびをy  XIS+の開集合とし，E p i/Iがm〉のグラブをと書けぱ

Epi/-«XのニprojH^J (G^n(Zxf/))}uiV

ここでATは測度0 の集合である。したがってE pi/-w (のは可測となり，Ep, /の可測性が示され 

た0 E p i/(A Oが殆どすベてのダに対して閉集合であるととも明ら力V (証了）

. . ノ ー ト

B e rlio c c h i-L as ry〔6 ；} に最も多くをA  b ている。はかにlo ffe -T ih o m iro v〔26〕， Rockafellar 
〔44〕，

§ 7.変分問題への応用

これまでの基礎的研究の応用として，ニ，三の変分問題における最適解の存在証明について述ぺ 

よう◊ 議論の大半はより.一般的な仮定の下で行なうことができるけれども，考え方の筋道を明燈に 

するため，本質が失なわれない限り，やや限定的な設定の下に叙述を進めるととにする。

〔1 〕 Aumann-Perles の変分問題

所謂A um ann^Perles型の変分間題は経済分析の中に広い応用をもち，筆者は既に，従来の研 

究方向を檢討し，かつ新しい結果を報告するいくつかの機会を得た。（c.jf. Aumann-Perles〔5 〕, 

Berliocchi-Lasry〔 6 〕，Maruyama〔33)。）

恼単にそれらの考え方を復習しておくことが，ここでの議論の意味を理解するのに役立つであろ 

う。まず記号を次のように約束しておく。

r  =  [ G , 1]

H \ T*上のL ebesgue測度 

w :  ：Tx]R'->lR : 可測® 数 （所与）

' fir : : 巧'測写像（所与） '

0) e M i (所与） ’ ’

そうするとA um ann-Perlesの变分問題は次のように唐くととができる。

Maximize | u(^t y x  (O)^/^X J t
(A P ) く subject to

Jメ（ /  , ダ（り さ
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つまり，（2 )の制約を満たす範囲で可測（ないしは可積分）写 像 ズ を 動 か し て ，積分饥面

数を最大化する間題である《

この間題に解が存在するための条件を究明する最もorth odoxな方法は，制約(2)を満たす寧像ズ 

が作る集合の位相的性質（とくに何らかの位相についてのコンバクト性）を考察し， さらにそのような 

集合の上で極大化問題（1 ) が解けるため6 条件（たとえぱ写像

の上半連続性）を求めようとするものであろう0 たとえぱA m nann-P erlesの論文は，とうした素 

直で直線的な思考法にしたがって書かれた-ものである。

これに対して，B erliocch i-L asry〔6 〕，M aruyam a〔33〕らの考え方は全く別の角度から間題 

をとらえ直そう义する試みである。まずT x R ' 上のR adon測度

アニ I. ② ダ  .（3 )

を考えることから始めよう。ここでも，も:(りは点- g T , -バりG i r に質量1 をおく D irac測度 

であり，ズ： は可測な写像である。可測写像:》：と，（，3 ) の形式をもつRadcm測度が一対 

一に対応することに注意すれぱ，問題（A P )は次のような同値形に翻訳することができる。

/

(A P-1)

M a x im ize  J びな（す,ズ)d T  ( 4 )

su b jec t to

グ パ ‘ ® ろ;ゴ 

X ： T — ~ は可測

しかし当然予想されるように， （3 ) のような形の測度だけを眺めているのでは，ちょうど離散 

的な端点ぱかりを考察しているようなもので，極限演算を円墙に連ぶことができないから，解析学 

的な手法を使いにくい。そこでr のメュを暫定的に拡大して

なる形式のRadon測度r を考える。ここで!;は:Tから] 上のR adon確率測度の作る空間への 

弱可測写像である。すると問題は
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(A P-2)

M a x im ize  J   ̂ , x ')d T

sub jec t to ....

f g i t  f x ' ) d T ^  0)

、 r  ニ J r み ® リ[ n #

となる。そこでまず（A P - 2 )に最適解r * の存在することを示す。だがこのr * は （3 ) の如き形 

式を有するとは服らないので， （AP-  2 ) に解が存在したとしても，（AP-1) の解の存在が保証さ 

れたわけではない。ところが， （AP- 2 ) の最適解の中には必ず（3 ) の形式をもつものが存在する 

ことがIE明される（决して容易ではない！）ので，ー举に問題が解決に向うのである。

このアプローチで'は，写像:Vの選択問題を考えるかわりに，"やに働きかける作用素としての 

R adoii測度r を選択する問題が考えられているわけである。そしてこの場合には，（6 ) の形式を 

もつRadon測度族の函数解析的考察が理論の核心を形成することとなる。

で上の測度パをも可変的とみなす場合についても，工夫次第でこ，の方法を適用することができる 

力’、，その場合には（6 ) の形式をもつR ad on測度族の研究を相当深化させる必要に迫られる。 

(M a ru y a m a〔33〕，〔35〕。）

またさらにsm oothな解を求める場合には，当然S c h w a r tzの超厨数論との接続が， このアプ 

ロ チから示唆されるのである0

さて上記の方法に対して，やや条件は厳しくなるものの，比較的簡略な諷明法がArkin-Levhi 

〔2 〕によって考案された。ここではそれを紹介しよう。次に考える問題は本質的に（AP：) と同 

一であるが, ぶの動く範囲がより限定的となっていることに注意したい。

M a x im ize  I u ( J  ,  x
X J t

su b jec t to

a .  J r ヴけ , ズ（り）ゴパ̂

b . ズはコンパクト値，可測多価写像 

r  :アー股レ

の可測選択子 

仮定1 な， g はC afatM odoryの写像とする。

. .

仮ま 2 7 ^ ( 0 = s u p  \ u i t  y  x ') \< - \-o o

^ ( 0 ~ S U p  i ^ (  / , +

は可積分である。 ，
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いま/  : T x 政' - ^ ] ^ け1を

/  C f f at) =  [ w(  11 x^f  6̂ け ，ズ）]

と定義すれぱ，，もCarath6odOryの写像である。さらに多価写像バ：：T— け!を

パ（り= / け ，r (り）

としよう。r*がコンパクト値かつ可測であることと, / がCaratheodoryの写像であることから, 

バもまたコンパクト値 •可測である。 の可測選択子の全体をグj と書:ぐと，仮定2 により, グン 

は積分有界である。ゆえに定理1 6により

r三田学会雑誌j 73巻 1号 （198啤 2月)

A C O dft

は R け1 の コ ンバク

とおけぱ

ト，凸集合である。そこで

/ / ヨ{ (ゐ0, hi, •••, 1 hi^wt  for a l l 1 さ f• さ / }

/ / n  j でt4(りパ 7c

.

く図4>
もコンパクト，凸集合である。したがってとの集合（7 ) の第0 座標軸への射影もコンパクトであ 

って，それは最大値を有する。 ' ‘

0 * ,ろ*) G M a ) ゴ/_i 

となるようにみ*e K ' を選ぶと，多価写像の積分の定義により，

J i?.(り (//•<=(び*,み*)

となるような， の可測選択子;{が存在する。 FilH povの定理7 によれぱ

/ ( / ,  A；*( り）ニバり

を満たす可測写像:》：*: 7’->股ノが存在する。このズ*が間題（A L )の最適解にはかならない‘のであ 

る。かくして -

定理2 0 仮定1 , 2 の下に間題( A L ) には解が存在する，
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C2) Parametricな制約をもつ変分間題

〔1 〕で考祭しi i 間題より難しい，次の趣の恋分問題を考えよう★ず記号の約束から,

5 ,  r - [ 0 , 1]

パ：ぶ上のL ebesgue測度 

V : T 上のLd^esgue測度 

U ：ぶ x ：T x ]R '一  1R

g  ： « S x r x I R '- ! ^ ] R '

o) ： '

可測多価写像の理論 .

そうすると間題は,

)PC

Maximize I u (  s , t , x い ,
X Js^T

su b jec t to

a. J g i . s  y t  i x i s  \ t  y )d iJ t^  « (O  a.e.

b . O はコンパクト値•可測多価写像 

r  : ぶ X

の可測選択子

とれと類似め問題はAlikin -  L e y in 〔2 〕においても取り扱われたが，諷明中に用いられる基本

的な役割を演ずる定理i l は, M aru yam a〔34〕において独立に得られたものである。

•. ... ... . 、 _ . '

まず問題( P ) の経済学的な意味を考えてみよう0 を主体の空間， T ほ時間のインターヴァル 

とし，主体5 が時点U こおいて，消費ズを行なったときの効用をw ( s , そ，:0 とする。 しかし各 

時点す'において利用可能な消費財の総量には上限があって, ' それをft)(O e]R| とするのである0 そ 

こで資源の制約 .

J  A：(  S ,  t  ')d ftS (o C t')  a .e .

を満たすような配分ズをいろいろに動かして，各主体のin ter-tem poralな効用の和を最大化する 

問題を形式的に書Stぱ （P ) の如くなるであろう。その際, 各主体の消費の大きさにも上界•下界 

があるとすれぱ，すなわち

~ M ^ X t ( s ,  f ) ^ M  ( r = 1 , 2 , ，.‘, / )

を満たすようなが存在するとすれぱ , は

r : ( 5 ,  M ] ’

とすれぱよい。

そのはかにもA um ann-P erlesの間題の場合と同様，いろいろな絲済学的解釈がありうるので
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ある*

さてこの問題(P)の解決にあたって測度の積分々解による方法を適当するとどのようになるで

あろうか。この場合はまず

なる被式のS X T  XMI上のんもt<iO-値のR adon測度を考えるぺきであろう

( 1 )

( 1 ) の形まを有す

る測度のうち

rxK^
g  i  s ，t ,  X ')d Tさ CO ( f ) . a.e.

を 満 た す も の の 全 体 を と し ，さらに

<#(め ニ {j (タ)}
とおけば，結局問題（P) は

M a x im ize  I , u  . J SxTxM̂(P-1)
t , x ^ d f

on

に帰着するであろうしたがって議論の核心は，< ^ ( 6 0 および# 1 (めの構造を調べる点にある。 

しかし問題の難しさはr が レ O )-値の測度であるという一点に存する。 このようなべ

クトル測度の作る空間の構造を綿密に調べるためには相当に長々しく，しかも難族な推論を積み重 

ねなければならない。その困難を解決する理論は，他の機会に発表する予定であるんここでは別の 

解法を探すことにしたい。そのためには，〔1 〕でとりあげたA rkin-L evinの方法が役に立つ，

仮定1 な，タはC aratM odoryの写像である。

仮定 2 w O , りニ  sup I uC S , f , x ) l <  +  oo
*er<a O

ホ レ （ぶ, らズ）i <  +  i

は fjt②レについて可積分である,

まず/  : •S x ^ r x K '—KX]R'を

•/" (s’ ら = t f x')f Q (. ^ ) t ，X ) ]

と定義すれぱ，/ はCarath6odoryの写像である。さらに多価写像/  ̂ : *S X T —

A C S ,  t , r ( 5 , り ）

としよう。〔1 〕の場合と同樣, A はコンパクト値かつ可測である。

■..1111 —U.  I bサ■■
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次に強連続な線形作用素

T  ： Lt^C ^ (g) y )  X L i K  // 0  u ) ->R  X Lj^t(v)

を

r O ,  i 9 ) , [ 丄 び （s ,りゴ 0 ( g ) i 0 ,  J - レ ，O rf//]

ぴ6 ム股（パ® リ），パ6 ムム【（/^ ® リ）

とおく。バの可測選択子の全体をィと書くとき， が（弱）コンパクトであれぱ有難いが， 

/Tは必ずしも凸値ではないので，定理12が使えない。そこで ,

A(_s y t )= c o  A (  s , O  

とする。 の可測選択子の集合ダとすれぱ，仮定2 によってダ；は積分有界であり，したがっ 

て定理12を用いれぱ，T ( ダ j ) は弱コンバクトである。そこで

/(ョ{(«，み*(り）e T x  ダd)i ろ（0 ^  か a)}

とおけば，/ ( も弱コンパクトである。したがって/ ( のR への射影もコンパクトであって，それは最 

大値 fi*を有する。

(fi*,ゐ * (り）e / r

となるようにみ*e ムシ(リ）を選ぶ。 ’

ぃま.

(2 )

が成り立つものとすれば，

r ( ；o  ニ C  み*(り）

となるような，パの可測選択子;{が存在する。F illip o vの定理7'によれぱ

/ 0 , しA；* 0 , 0 ) ニバぶ , 0  .

を?;̂ たす，r の可測選択子ダ=̂ : S X デ- が存在する。このズ* が問題（P) の最適解にはかな 

らない。

そこで残された問題は（2 ) をIE明することであろう。

まずr (ダ j c r 〔グィ） はま明であるから；逝の包含関係"〕" だけを示せぱよい。 ( a ( s ,  

t ), K  s の任意の元とするo CaratModory のま

現定理9 により，

O i( り り ，jSt( ぶ，り ) e ダ パ ゾ ニ 1 , 2 , …，/ +  2

も：S x ：r - > [ 0 , 1]

D  も（5 ,  0 ニ 1 for  all 0 , / 〉G S * x ：r  

を適当に適び , '

1 ^ .



a C S f t  )= Z ) h i  s , 0 « i (  s , O

タ（s, O ニU んO ,  O ルい，O

とするととができる。A rkin-Levine の定理（Arkin-Levine〔 2 〕 Theorem 2 . 1 ,  or 2 . 3 ) によれ 

ぱ，* S x：r の可測集合による分割Ml, M2, - j  M +2が存在して
I

f «c 5 , /.)a(yM0 y )= f Hi h i s  , t )«<(Js>tT Jsxr i«1

= J ZI a i i s , t 

jパ ( s , t )dn= J s , t )ル（s , t

= f T, ^ i i s , t ')XmX s , t^dfi

r三III学鱼雑誌J 73巻 1号 (1980年3月〉 '

s , O  ゴ(> <8)リ） 

【（ぶ，りゴ（パ(g)リ

/ + 2

とすることができる。それゆえ

« ( 5 ,

H s ,

とおけば，（る，/Q ) g < _ でしかも

7 X び，P ) ニT ( もを)

ゆえに（2 ) の誕明が完了した。

t )ニ S  «f( S ̂ t )XAfj( 5,

t ) =  ZI ^iC s , t ̂ Xm X  s f

o

o

定理21 仮定1 , 2 の下に問題（p ) には解カ潘在する,

ノー ト
A um ann-Perles の問題については A u m a n n -P e rle s〔5 〕, B e rlio c c h i-L as ry〔6.〕，M aruyam a 

〔33〕など。A rkin-Levin の方法については A rk in -L e W n〔2 〕，M a ru y a m a〔34〕。
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〔追記〕 本稿の最後に述べたparam etricな制約を有する変分問題は，ごく最近(1980), M aruyam a〔34；) 

の revised v ersio nにおいて，はるかに満足のゆく形で解決された。しかし，この結果を得たときは,既に 

本稿の組版が始まった段階で，新しい成果を本稿にとり入れるtとができなかったととを深く遗憾とする《 

與味のある方は筆者のw oddng p a p erを見ていただきたい， （校正に際してとくに記す。）

(経済学部言任講師）
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