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景 気 変 動 と 周 期 解

川 又 邦 雄

、 1 序 論 ， ’’
/ ’

カルドアの景気循環理論, 〔5 〕は，国民所得について非線型の投資関数を用いることによって， 

外的撞乱のないま律的経済モデルにおける景気変動の存在を示したもめで,現代の景気変動理論の 

一つの典型とみなしうるものである。そこでは戦略的な変数としてW民所得と資本ストッ.ク.が考え 

られ，投資関鼓および消費関数を通じてそれらがどのような変動径路をたどるかが,図表に基づい 

た分析によゥ，て明らかにされている。ただし，各変数の動学的調整につV、ては明確な運動方糖式を 

欠いており，国民所得が資本ストック量を一定として変動する局面と後者の変化をゆるす局面で調 

整過程が二つに分割されて扱われている。じっさいこのような調整過程の二分化こそが，カルドア 

モデルにおける景気循環の存在誕明のための戦略的礎石となっているのである。

本稿では，’こうした欠陥を桃充するために，一般に投資関数が国民所得と資本ストックに依存す 

る場合の@民所得と資本ストダクの変動の方程式を導入し，必ずしもカルドア型投資関数の仮定に 

とらわれることなく，いなむしろそれとは多少異なった条件の下で，景気循環の存在のための条件 

.を示し，動学過程の性質について立ち入った考察を加えてみることにする。その際われわれの主要 

な関心ぎとなるのは，貯蓄と投資に基づく国民所得の調整と，粗投資と養本の減耗の差として表わ 

される資本ストックの調整とに関する二つの速度の相対的な大きさである◊
この調整速度をバラメターとしてモデルに導入すると，通常の二次元の位相図に基'く分析はニ 

つの調整速度に極端な差がある場合を除いて不正確になるので，明確な条件を導出するためには， 

他の分析手法によらなければならない。本稿の分析はそうじた方向についての一つの解答を意図し 

たもので，主要な結論は均衡の安定条件を示した定理1 と外的撞乱がない場合とある場合について 

景気循環の存在条件を示した定理2 および定理3 において要約的に述べられている。その分析の依 

拠する数学的基礎については，本稿の末尾の補論エおよびn で必要な限りの説明が与えられている。 

そこでは变数の数が-^般の有限個である場合について，微分方極式体系の安定性と周期解<0存在を 

示すための一*つの有効な方法が展開されている。その手法の経済I分祈の他の適用例については別の
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rさ田学会ぽ誌j 73卷1 号 （1980年2月〉

機会に論じてみたい0 なお本文で定義せずに用いた数学用語のいくつかは補論で説明されている,

2 モデルの概要

いま時点{ の国民所得（厳密には粗国民総生産）をF ( り，消費をC ( 0 , 粗投資を/  ( 0 » 資本ス 

トックを/ ( ( りで表わすことにしよう。これらは非負の実数で, { の関数とみなした場合，以下に 

示すような関係を保ちつつ，すべての？き0 について定義されているものとする。

消費C ( / ) は消費関数ご： よって

(2 .1) C (0 = C (F C O )
( 1)

によって与えられ，粗投資 / ( り は 投 資 関 数 / : / ? に よ っ て

(2 .2) / ( りニ/ ( r ( り, / ( ( り） .
によって定まるものとする。消費関数C を/(にも依存させてその定義域をに拡張することも可 

能であるが，/ ( の影響は些細と考えられるので簡単化のためにその依存関係は無視することにする。

ここでC およびドは，その要素について定義域の内点で連続微分可能であり，その微係数を， 

了y ニ' ^ 等の記号で記すとき，標準的な条件である’
( 2 . 3 )  0 < C y <  1

ぉょび

( 2 . 4 )  0  < I y <  1

1Kく 0
満たすことを仮定することにしよう， ,

つぎに貯蓄- 数 5  を

( 2 . 5 )  5 0 0 = F - ご( F )  ' ,
によって定義しよう。ご( 0 ) > 0 やあれぱ5 ( 0 )  く 0 となるととに注意しておこう。また ( 2 . 3 ) を用 

いる.と

(2 .6 ) 0 < 5 y <  1 
となることがただちに知られる。

以下の準備の下に，この経済モデルの動学的調盤の過程をつぎのように定式化しよう。まず国民 

所得は粗投資と貯蓄との差がプラスであれば上昇し，マイナスであれぱ下落し,ゼロであれ 

ぱ不変であるものとする。より具体的にはん>  0 をF の調整速度を示す定数とするとき，

( 2 . 7 )  F ( り = 々（/ ( F ( り , / ( ( り）一 § ( r ( り） ‘

法（1) めよ实数の集合を爽わし， はその非負象限を示すものとする。またR "はW このi?の直積， は " と の の  

-は積を示すものとする。 .
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景気変動と周期解

にしたがって変動するものと考えよう。また資本ストック/ぐ(りの恋動は減耗率を5 > 0 として，

(2.8) X (りニ/ (Fa), /((り）一る/びり

によって与えられるものとする。ここで初期の7 および/(の値は

(2 .9 ) y (0 )= 7 o >  / ( ( 0 )ニKo
のように与えられているものとしよう。なお，このような定式化および関連する間題については安 

弁 〔7〕を参照されたい。 ’

3 均衡解の存在と F, /(の変動方向

以下では，倚単化のため，特に必要のない限り，時点 /を示す文字《を智略して7(0, K  (0 

等をギにF, /(と記し，関数/V C, §をそれぞれ/, C, 5 で表わずことにしよう。この記号法 

によれば，以後のわれわれの考察の中心となる微分方程式体系（2.7), (2.8) は

(3.1) ^^ニ/ぺ /(ド，/ 0 — ぶひ0)

(3.2) ニ/ (Y, / 0 — <5/(

のように表記されることになる。この動学系の初期条件は（2.9)によって与えられている。

この保系の均衡解とは，] ^ = 0およぴ7̂：ニ 0 を同時に満たす（1^ / 0 , すなわち

(3 .3 ) / ( F ,  / 0 ニぶ0 0
(3.4) /(F, K ) ：=d/{

を同時に満たす（F, K ) のことをいう0 '

いま一*般の各F について（3 . 3 ) を満たす/(は1 つセある（ただしカルドア〔5：1におけるように各 

ぬこついて（3.3) を満たすy■が複数個ある可能性は排除しない）ものとすれば，两辺を微分することに 

よって \

iiiSよ と .:.‘-.‘.1



(3 .5) dKdY
が導かれる。仮定によって/ x < 0 であるから 

dK

r三ffl学会雑誌j 73卷1号 （1980年2月）
_ _ S y ~ I y  

^=0= / k  一 .

(3 .6) d Y Kこ

•
V

dK

> 0 <=> 5y <  /y

ニ 0 <=> SV ニ /y

< 0 S y >  i  Y

もしすベてのF >  0 についてS V > iy が成

d Y
であることが知られる。

したがって（3 . 3 ) の関係をy - / f 平面に図示すれぱ，

立しているならは，，それを満たす点の軌跡は第1 図でナニ 0 で示した曲線のようになる。カルドア 

〔5 〕はy が中間のノーマルな範囲にあるときはiV > S y が成立し，それよりF が小さくともまた 

大きくとも5 V > Z rが成立するものと考えた。その場合の（3 . 3 ) の関係は第2 図の7 = 0 で示し 

た曲線のようになる。

なお以下の分析のため，第 1 図ギよび第2 図において，r ニ 0 曲線の上方ではナ< 0 , 下方では 

0 となることを指摘しておこう。このことは/ / f < 0 である'とした仮定を用いると変動方程式

( 3 . 1 ) より明らかである。

つぎに（3,4) を用いると同様にして

0
第 3 図

が導かれる。仮定によってこの右辺はプラスであるから 

dK

Y

(3 .8 ) d Y /{•ニ0> 0
となる。したがって（3 .4 )を満たす点の軌跡は第3 旧のi t - 0 で示した曲線のように な̂る。また/ (

__ _  96 ■~~~■
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景気変動と局期解

の変動方程式（3 . 2 ) より/ ( の動きもその図に示したようになることが容易に知られる。

動学体系（3 .1 ), ( 3 . 2 ) の均ま点は， 第 1 図 （または第2 図）の仙線y = 0 と第3 因の曲線/ぐ== 
0 との交点によって与えられるから，その存在のためには

(a) tUl線5 .̂= Gの/ ( 軸との交点が，itti線ル= 0 の/ ( 軸との交点の上方にある- 
(1>) V が十分大きいとき曲線F  =  0 の傾きの絶対値が正の一定数を超える。

の 2 つが満たされ;ptぱよいことになる。 ■
いま / ( 0 ,  / f )  =  5  ( 0 ) の解を/ ! / ( 0 ,  / ( ) ニ桃の解を /(2 とすれば，条件(a)は / ( 1> だ2, す  

なわち

(3 .9 ) 5/(2>«S(0)
を意味するが， さ0 かつ5：( 0 ) < 0  (つまりC ( 0 ) > 0 ) なら（3.9) はつねに満たされているこ 

とになる。

また（3 . 5 ) より，条件(b)は
(b)' / だの絶対値（仮定 ( 2 .4 )の下では- / だ）がある；E の数より小さく，十分大きなF について 

—/ y がある正の数より大きい

ことによつて保証されることになる。以下ではこれらの均衡解の存在のための条件が満たされてぃ

(0
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r三田学会雑誌j 73巻1号 （1980年2月）

るものとして譲論を進めることにする。

均衡解の個数に関しては， 1 図や2 図に示した曲線y ニ 0 の形に対応してさまざまな場合があり 

うる。第 4 図にはそのいくつかの代表的な例を掲げ，あわせてF と/！: の変動の方向をも示している0 
矢印を沢山，そして正確に描けば，F , の変動のありさまを推測することができる。

4 調整速度に著しい差がある場合の安定分析—— カルドアモデルの再構成

第 4 図に示したような各ケースに対応して，動学系（3 .1 ), ( 3 . 2 ) の定める（y ,  / 0 の径路は 

さまざま様相を呈してくる。さらに所得の変化の大きさを定めるパラメタ一>  の値の変化によって 

も安定な径路が不安定な径路に変りうることにも注意しなければならない。

バラメターの値が任意に与えられた場合には，第 4 図のような位相因に基づいて体系の動きを正 

確に分析することは一般に困難である。しかし々の値が（Uこ比べて）著しく大きいか，反対に0 
に極めで近い場合には，第 4 因のような位相因によってもはぽ満足すべき分析を行なうことができ 

る。ここでは，その- -例として第4 図の(Mの場合を採り上げてみよう。同様の分析はカルドア，ケ 

、- スともいうべき同図脚の場合にも適用できる。

いまゐの値が1 に比べ't：著しく大きいものと想定してみよう。すると第5 図めように，曲線ダニ 

0 の上の点を除けば，すべての点の変化の矢印め方向は横軸に乎行であるとみなしてよい。

第 5 図にはi?, F およびG■で示した3 つの均衡点があり，そのうち高い均衡国民得に対応、する

98



景気変動と周期解 、

ど点および低い均衡国民]Tr得に対応するG点においても/どニ 0 曲線は右上り（（3.6) よりiV > 5 jOで 

あるように描かれている点に注意されたい。このことは，均衡民所得がいずれもS y > i y が成立 

しない4 ,位の水準に位置していることを意味している。この仮定を改めて，他線7 = 0 上の/(の最 

大 点 （第5 因のvi点）が111]線 ニ 0 の左側にあるとするか，fill線y ニ 0 上の/ ( の最小点-イ第5 因のC 
点）が曲線/とニ0 の右側にあるとすると，体系の動きはまったく異なったものになる。

第 6 図のヶースでは，均衡点^̂ ：, F ,  G はいずれも不安定であり，（r ,ぬは一定の期間の後に 

は必ず極服径路ぶのの上を動くことになる。後に述べるように第5 図 で E ,  F ,  G が一点に重 

なった場合の分析は，カルドアの景気変動理論の一つの再定式化とみなしうるものである。

徽分ナポロジーの用語でいえば，F ニ 0 線上の/ iz?FGCの部分はy■の流れがそこから離れていく 

リペラ一（repelior)で;あり， およびA Z )の部分はダの流れがそこに向かうアトラ夕ター（3«む 

actor )である。なお調整5k度にこの'よさな極端な差がありうることを考慮して，動学体系の安定分 

祈を行った與味深い文献としてジーマン〔8 〕がある。またヘイル〔2 〕に,もそうした問題につい 

ての分析がある。

* ぐ2)
5 自律体系における安定均衡点と周期解の存在条件

再び第4 図をながめてみると， /<"の変化の矢印の方向，すなわちゐその大きさによっては均 

衡点が安定な場合のあることが予想される。ここでは解析的方法によってその,ための十分条件を与 

えることにしよう。- ■ - - ■ \ ■ . ... ■
f

動学伴ポ (3 .1 ), ( 3 , 2 ) の右辺のヤコ'-^ビ行列を/ で示せぱ，

( 5 . 1 ) ゾ= ド ( レ み ） ☆’ だ） .，

で与えられる。そこで/ の転置行列を_>*で表わしニ （/  +  / * ) / 2 と定義すれば. ，

/  k c i r - S y ：)
(5 .2 ) PF=

' \  J y _ナグX . Ik  一 d '

となる。 ' ■
W は奨対称行列であるから, その画有根は実であり, 補諭の定理A によれぱ体系め運動が-^点 

に収束するためには，すべての（F ,  l O ^ R K について，そのニ根がともにそれより小さいよう 

な負の数が存在すれぱよい。

注（2 ) 第7節にはより一般的枠組の中で本節の分析の教学的墓礎fcついて読明してある,

一 — . 9 9  — ；"― ’
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容易に知られるように2 次の対称行列については，そのニ根の和は行列のトレースすなわち対角 

要素の和に等しく， 2 根の積は行列式の値に一致する。したがって，いまの場合ニ根の和および積 

はそれぞれ ,
(5.3) tr 一 ( h (^Sy 一 /y) +  C ̂  一 I jt)) ' ■

ぉょび

(5.4) det W= k C I y - S y X l K -
で与えられることになる。

ここで/ だ< 0 であったから，（5 . 3 ) を見ると《S r > / y ならtrJ^< 一 3 となることが知られる9 
以下ではdet の値について検討してみよう。

まず（5 . 4 ) の右辺を々について整理すると，

(5.5) det W-- 4 hOi)

となる。ここでみ（々）は

(5 .6 )  & ( ）々ニ /が 一  2 〔25(iSy- I  y ) 一 I  x (2 iS y —/ y )〕ゐ + /2y
で定義されているものとする。

つぎに/K ）々を々についての2 次式とみなし，判別式/ ) を計，すると，み > / y なら，

(5.7) "if の ニ〔25(«SV — / y )  一 I  k (2,Sy 一 / y ) 〕2 -
= 4 〔が(*SV-  I y ')̂  — k C^Y一 / r)(2S'y 一 / y )  +  I^k CSy 一 iV)iSy〕 
■> 4 — /y)2 —2^ //c(5k— — /y)^3
= 〔2 (SV- / y )(み 一/

となる。

したがって，S V > i V とするとみひ) ニ 0 は 2 実根をもも,しかも

(5 .8 )  | / / ) ]> 4 (»SY ~ l y ^ C  d —
となることが知られた。 '
根の公式を用いれぱ，

(5.9) 2 t2d(^Sy — I  y') ~~ I  f f (2 S  Y ~  I Y '̂] ~ y / D
2 /2 , く k

/  2 (2d(SY~ I — I k (%Sy Iyyy  +>/jD
-一  2 7 V  ■

を満たす々についてはみ（め< 0 であることが知られを0 よって（5 .8) よ

—— 100——
0
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景気ま動と周期解

(5.10) I y

を満たすについてはみ（々）<  0 であり，（5 . 5 ) よりdet 0 ともなることが知られすこ。以上によ 

って!^の固有根は2 つとも貪であることになる。

以下では/^^の絶対値（== 一/ X ) がある一*定の正の数よりも大きく上限があると仮定しよう。SV, 
/ r i t 仮定から- -様有界であるから，（5 . 1 0 )の定める々の範囲はある有界な閉区間に含まれ.る。他 

方仮定によってみ（々）は連続であるから，（5 . 5 ) よりdet は (5.10) を満たすみについて最大 

値および最小値をとる。よっての固有根の積は正でその上限および下限があることになり，（5.3) 
より2 根の和についても同棒'であるから， 2 根ともにある負の一定数よりも小さいことが知られた。

以上の分析の結果を要約すると，つぎの命題が導かれる。

定理1 すべての（F , /O e /? 2+について6 V > i y で，7 V の絶対値がある一定のIEめ数より

も大きく上限があるものとすれぱ，（5 .1 0 )を満たすにゐついて動学体系（3.3 ), (3 .4) には

ただ一 つ̂の均衡点（F*, / ( * ) が存在し，しかもすベての径路はそこに収束する。

本節では均衡解の一意性については何もふれなかったが，5 V > i y の仮定の下でそれが保証され 

ることは第3 節の分析（第4 図のケースU)になる）から明らかである。

つぎに動学系（3 .1 ), (3 .2) について閉周期軌道が存在するための十分条件を与えることにしよ 

う。ここでr が閉周期軌道であるとは，r がー点に収縮しない肩期解(の像)であることを意味する。

以下で、はカルドア型の投資関数をもつ第4 図のケース仙)にあたる場合について考察する。このケ 

ースの特色は，

( a ) 投資関数関数がカルドア型（96頁参照）であり，しかも均衡点がI y > S y を満たす箱囲にた 

だ一つ存在するとと，および

(b) ニ 0 を示す曲線の傾斜（3 . 7 ) 力;，r ニ 0 . を示す曲線の傾斜（3 . 5 ) より大きいこと，

の二つである。（a)の解の一意性はいうまでもなく(b)の条件から導かれるものである《

なおこの条件(b)は， / を （5 .1) で定義するとき

つまり

(5 .12)

det J  = h C'SyC d 一1 jc) 一 y) >  .0
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が成立するととと同値である。 またカルドア〔5 〕は付録の図において貯蓄線の傾斜がR R 線の

( 3 )

傾斜より大きいと仮定しているが，その条件も（5 . 1 2 )に帰着するものである。

つぎの条件(C)は曲線F ニ 0 がすべての正の/ ( の値をとり，曲 線 0 が原点を通り一定値よウ 

小さい條i斜をもつことを保!Eするためのものである。

( C ) すべての非負の/ (について/ ( F , /り= S ( F ) を満たす（有限の）7 >  0 が存在する。したが 

つてとくに/(ニ 0 の場合の上式の解をF とすると，F > F となる範回ではy く 0 とすょる。また 

5 ^ = 0 の場合に, . そしてその場合に限り/ ( F , 0 )  ニ 0 となり，力v o / i c の絶対値はどこでも一定値 

以下である。

以上の準備の下で，本節の残された課題は，つぎの結論を示すことである,

定理2 上の条件(a), (b)および(C)が成り立ち，しかも(d)均衡点の近くでi v — —/ ;0 /ん 

が満たされるなら，励学系（3.1), ( 3 . 2 ) は閉周期軌道をもつ。

証明） まず体系（3.1), (3 .2) の均衡点の近傍の動きを見るためにその線型近似の体系の性質 

を調べてみよう。いま（5,1) のヤ ビ行列において，すべての関数を均街点で評価した行列を了 

とおくことにしよう。よく知られているように，その行列の画有根実部が正であるならぱ，均衡点 

は不安定な湖状点（fo cu s)か不安定な結節点（n o d e )となり，均衡点以外から出発する径路は，十 

分大きなむこついてはすべて均衡点のある近傍の外を通る。

そのための十分条件は，すべての関数が均衡点で評価されているとして,

法 （ 3 )  i ? / e ' 線 の 方 程 式 は / ( F ,  K)〒るK で与えられるので , dffdY it ( 5 . 1 2 ) の 右 辺 で 示 さ れ る 《 

( 4 ) た と え ぱ ヘ イ ル 〔 3 ：! p p .  1 C(2 〜 1 0 4 な ど を 参 照 。 ■
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(5.13)
景気変動と周期解 

tr f  ニ 一 ( h (tSy—I k) +  d 一I ダ*) >  0
が成り立つことである。なぜなら，7 の画有多項式をゾひ）とおくと，そのニ根の和は（5.13) で 

与えられ，ニ根の積は（5 .1 1 )で与えられるから，固有根が実め場合にはニ根とも正であり，画有 

根が複素数の場合も（5 .1 3 )力、らその実部が正となることが結論されるからである。なおいまめ場 

合均衡点の近くではiV > 5 V であるから，（5 . 1 3 )は十分に大きな/eについてつねに満たされてい 

ることに注意しておこう。

つぎに動学系の大域的な動きを考察してみよう。‘第 5 図においてF を均衡点（F*, K * ) とする。 

仮定(C)によれぱ曲線F ニ 0 およぴ /̂ ：ニ0 の形は図のようであるから，横軸からに力:てた垂線 

上の十分高い点V Iから出発した径路は，再びその垂線と同じ方内で交わるどとが知られる。 しか 

も F は F より大きい範四では負であるから， から出発した径路がこの垂線に再び同じ方向から 

到達する点G は必ず/ 1 の下方にあると想定してよい。

さて5 図のA B C D E G A で囲まれた部分からのごく小さな近傍を除いた領域をぬとすると， 

その中の点から出発して（3 .1 ), ( 3 . 2 )にしたがって運動する点の径路はすべてその中に留まり，
(5)

しかも^2の中には均衡点は存在しない。したがって定現2 が成立することは,つぎの著名な命題に 

よって明らかでいる。

定 理 （ポアンカレ一二ベンディクソン） 平面上の自律微分方程式体系において，すべての《さら 

についてその解軌道があるコンバクトな集合に含まれ，しかも定常点（均窗点）をもたないなら少 

なくとも一つの閉周期軌道が存在する。

( 6)
外 的 携 乱 と 景 気 循 環 の 存 在

本節では，動学系（3.1), (3 .2) に周期的な外的携乱がある場合に同じ周期の解が存在するため 

の十分条件を与える。ここでは説明の使宜上最終需要（たとえぱ消費）に一定周期の連統な携乱K 0
が加わりや:ものとしよう。

' . . ■

いま《を正の数として，その場合の動学系（3 .1 ), (3 ,2) を

f びy ニゐ（/ び , / o + c a o + / 3 ( り）+ 0  + わ r
(6 . 1) .[ y + び/( ：- / ( ド，/0 + ( «  — d )/ぐ

と書き改め，

注（5 ) 耻明については，ハーシュニスメ レ〔り，ヘイル〔3〕などを参照のこと0

( 6 ) 第8節では，より一̂般的料姐の中で本節の分析CD数学的構造について説明してある《

-1 0 3 —  '



(6 .2) H I び 、 / O + C 0 0 + i 5 (り+ ( び- み）y  Y  
/ 0 - -  )

び、 / ( y , の + ( びータ）/ (  ノ

によって定義しよう。

以下の方針は，《̂> 0 を適当に適ぶことに'よって， / ( r ,  / ( ) ,  C ( y ) , ると/むこついての自然 

な条件の下で， 。〔りを縮小写像とすることである。こ こ で 〔りが縮小写像であるとほ，あるノ 

ルム I I と正の数☆ < 1 について,
(6.3)  lso„CO(^)-s«>aCO(w)|< k \ z ~ u \  y z ,  w g / ? 2+

が成立することである。

第 8 節の結果 （定理いまの場备この左辺に/5(りは現われない点に注意しておこう）を用いれぱ，適当な 

ノルムを選ぶことにすると, （6 . 3 ) が成立するためには, すべての（F ,  / O e /?2+についての  

ヤコービ行列 .
k  ( / y + C y ) +  (X 一 k- k l K

I y Ijr-\- a — d

r三田学会雑誌J 73巻 1号 （1980年ぐ月）

(6 .4) J aニ-

の固有根の絶対値が2 つとも1 よりも小さけれぱよいo したがっての固有根の絶対値がびよ 

り小さいことがその条件となる。以下では，そのための条件を具体的に求めることにする。

まずCCjaの特性多項式をf a ゆ としよう。定義から，

(6.5) ひ> +  々 ( 1 一C y ~  I  y ')一ex —k l  K
- ' I y  ^ +  (5 — I  k ) ~  a

である。

こ こ で と く に と し て み る と

(6 .6) /«(«)
/ぺ 1  一  C y  -  / y )  一 k l K

一 i  Y 0  — I K
k  CC 1 一 Cy  一 I d 1 一 C v ^ I

となる。したがって .
( 6 . 7 ) もし1 一 C y— / y >  0 あるいは一（1 —CV)/ii：>  d なら /"ttOO〉0 

となることが知られたo

つぎに（6‘5 ) において；{ニーびとおいてみると

(6 .8)
2び 一 々 ( 1 一 Cy 一  Ty') k lK

IY 2び 一 d — Ijc)
となり，いくつかの特定のびについては，この値が正になる条件を導くことができる。

■— "* i04---



たとえぱ

t (6.9) /̂ iC 一 1)ニ（2 —  及（1 一C y 一/jO)(2— 〔5 — I j c ) )一k l  y1 K
(6.10) /*(- / O -  C(1 + C k +  I y ' ) ( 2 k - i d

また 5  ニ のとき ，

(6‘1 1 ) 一び）ニ Al〔（ゐ + +  A / j O +  み（々  + /_K)

となることは容易に確かめられる。 したがって

(6.12) (a) もし 2 > ゐ'（1 一 C y —  / y)か つ 2 > 5  — /if な ら / 1(一 1 ) > 0

( b ) もし2,^> 5 — /7(な ら ム （一 /e)>  0 

, ( C ) .もし々〉一/Ji：な ら /バ ー 《) > 0  .
となることが知られたことになる。

景気7在 と周期解

つぎに；{の値として：̂ び一〔ゐ（1 一C V —  /y)+ 5 一 / を 選 ぶ と

(6.13) f.aGa)
々（1 一 Cy —  I y) 一（5 —  I y')2 ■kl}

/  k C l - C y - l Y ：) - ( ：d - I k ')2

〔（ゐ（'1 一 Cy —/ y ) -  5 +  J/f)2 + 4,パ y / x 〕

' =  一-^〔（み（1 一Cy■ — /K)一 S )2.+〔2ん（1 一Cy-{- / y ) 一2(5+ I k }IK
となる。しすこがって

(6.14) 2 ^ ( 1 —C y + / y ) < 2 5 — なら. . ( ヌ《) <  0 
となることが知られた。

さて/ aC Oをヌの2 次式と考えれば，ん （一び）< 0 ,  /■ズび）>  0 でしかも一び < フ„<びを滴た 

す について/a C L ) <  0 なら，/  乂;0 の固有根は2 つとも実で，その絶対値は《よりも小さい。 

このことに注意しながら，上で定義したフ0 な不等式一び< 1 。<びを満たす条件を求めてみると， 

傭単な計算により，

(6.15) 4び〉ゐ（1 - C r ~ / r )  +  ( 5  - 7 / c ) >  0 のとき一び < ：L <  びとなる . ■ •
ことが知られる。

さて(6*7), (6.12),  (6.14),  ( 6 . 1 5 )の結果を総合すれぱ，適当なびについて， /"aひ） の固有 

很が2 根よもに実で絶対値がびよりも小さくなるための十分条件として，つぎのような場合の存在 

することが知られすこことになる。 ， . '
*  i.05
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(a) ，' ニ 1 の ケ ー ス

(6.16) 2id一I K^2k(^ 1 一C y '\' i y)
2 >  d —IKi  1一C y—/ r >  0

あるいは

(6.17) 2 -  d > —Ijc>5f  ひ一 Cy)
I <5 <  k C 1 — Ck — /y)< d 一/k/2

( b ) び= /dの ケ ー ス '

(6.18) 2 ぶ > 2 5 — /だ > 2 / e ( l - C j '  +  iV ), ■Cy—I y ^  0
あるいは

(6,19) 2ゐ一 5 >  一I K〉別 一Ck)
I K ~  る く k  C 1 一C y— / r )く 8 一I f̂ {2i

(c) び の ケ ー ス2
(6.20) 25 —  I K〉 k ( 1 ■— Cy +  /y')

々〉—I k ， C y 一I v > 0
が成立する。また5V〉/ y でんが十分大きいとき，たとえぱ

(6 .21) (々1 一 C y—/k ) > 4 ( 5  —//f ) ,  ^(1 —Cy —/y )^ >  —STi^
となるとはf k ゆ の画有根の2 つが実で☆より小さいことも同様にして知られる。以上の結果を 

総合するとつぎの帰結がえられる。

考理2 もしすベての（y ,  l O ^ R l について条件（6.16)〜(6.21) の中のいずれか1 つが満 

たされるなら'動学体系(3 .1), ( 3 . 2 ) に一定周期の外的境乱を加えた体系に周期解が存在する。

かくして外的撞乱力'ぷる場合の景気変動（周期解）の存在力';示されたことになる。これはフリッシ 

〔3 〕の景気理論の- - つの重要な侧面の分析に関係するものであると考えてよかろう。

7 補 論 I ，動学系の安定性—— 第 5 節への数学注

だ̂ を《次元ュクリッド空間とし，/  も /? "の領域X で定義されたひ関数（迪綺微分

可能な関数）とする。以下では自#微分方程式体系

(7 .1 )

の安定性について考察するが，与えられた初期条件の下での解の存在と- •*意性は保IEされているも

C/n

106



のとする。 .
ぃ ま ，

(7 .2 ) X — (p(^t \ Xq
をズニ《0 のときズニズ0を満たす（7 . 1 ) の解とする。この関数がア1< / くア2で定義されているも 

のとするとき，集合 .
(7 .3 ) M = { ^ C  t .； xo t o ) \ T i < t <T^)

を （1 . 2 ) の径路あるいは軌道（trajectory or o r b U )とょことにしょう。

動学系（プ. 1 ) ゆつぎの4 つの条件を満たすとき収束する（c o n v e r g e n t)という。

(i) ：̂0にかかわりなく解 0̂け ；ズ0 , ら）はすぺての《〉らに拡張される0 
( i O 動学系 （7 . 1 ) は単一の周期解ズニをもつ。

( i i i )その解はリアプーノフ安定である。つまり，¥ め の軌道をM とすれば，任意の《 >  0 につ 

いて，ゴO'o, M ) < 5 ならゴ0 ( f  ; ズ0 , 《0), M)  く 5 となるょうな5 く 0 が存在する。（こ 

こでゴは蹈離関数を示すものとする。）

(iv) A：o,ノ0) — ??*(りIIニ 0 となる。

なお周期解が単一の均衡点と’なる場合には，この条件のav)はリアプーノフの漸近安定の条件と-^ 
致することに注意しておこう。 '

景気変動と周期解

さて（7.1) ，のヤコービ行列/ 0 0 を

/ «
仏d x i dXi

" ......... .— Oj ».
dX\  d ^ n

その鞍置行列をゾ*C Oで定義し，11̂ (ズ）を ■

とおく。W(；0 は実対称行列であるから，その同有根はすべて実数である。このときつぎの定理が 

成り立つ。

定理A もしすぺてのズe X についてV f O )の固有根がある資の数より小さけれぱ動学系（7.1〉 
ゆ収束する。

証明についてはプリス〔6 〕pp. 79〜85を参照されたい0 '
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8 補論H 周期解の存在について—— 第 6 節への数学法

ズをの凸領域とし ，/  : A'- 一>が》を C1関数，みa ) を 各 り こ つ い て ゐ を 満 た す 連  

続な周期Wの （つまりゐ（りニみ（- + 6 ) ) となる）関数とする。そのときつぎのような手続きによって 

微分方程式体系 、

( 8 . 1 ) ニ/ ( - 0 + み（り

に周期のの周期解が存在することが示される。 

まず適当なa G i?によって（8*1) を

dt
と変形するとき

が （後に定義される意味で）縮小写像であるための取扱い十分条件を示す（定理C)。つづいてg 〔りが 

縮小写像であるとき，’動学系（8 . 1 ) に周期解が存在することが明らかにされる（定理D)。.
本文第6 節の分析では，適当なa の適択によって定理D の前提条件が満たされることを示す方針 

で，周期解（景M循環）の存在誕明が行われている。この手続きの厳密な意味それが依拠する 

諸定理の正確な内容は，以下の説明によって明らかとなろう0

線型写像についてのつぎの結果はよく知られている。

定理B r  •♦ぶを線型写像とする。そのときもし7"の画有根の絶対値のすべてが1 ょり小 

さければ， ：

(8.4) \ T x \ ^ k \ x \
を満たす/?mのあるノルムと  々 <  1が存在する。

躯明については, たとえぱハーシュニスメール〔4 〕pp. 279〜280を參照されたぃ<

さてズをノルム空間£：(たとえぱi?«)の部分藥合とするとき, 一 • 般 に が あ る 正 の  

数々について

( 8 . 5 ) 1ヴけ> ー ク〔りタ1；̂ I々ギータI Vズ, v e ズ

を満たすとき，ヴ〔りはリプシッツ条件を満たすといい，々をリプ'シッツ定数とよぶことにする0
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景気恋動と周期解 

またとくにゐ <  1 のときi7を縮小写像であるという。

またで：だ- を線型写像とするとき，アのー様ノルムを

(8 .6 ) 171 ニm ax{|rA ；| 1 | ズ Iく 1}
で表わすことにする。

つぎの定理は， firが縮小写像であることを示すための一つの判定方法を与えるものである。

定理C をの凸領域とするとき， g : ズ - が あ る ノリムについて縮小寧像となるため

の十分条件は，任 意 の に つ い て ，そのヤコ- •ビ行列のg O ) の画有根の絶対値が，すべて 

1 より小さいことである◊

誕明） 定理B を用いれば定理Cを証明するためにはつぎの★題が示されれぱよい。

l i 助 定 理 ffCn ：义- >丑をC l関数として，X の凸部分參合义0の任意の元ズについてiのg〔り 

x l ^ k が満たされるならぱ，k \ X g を X qに制限した関数STし0 のリプシッツ定数となる。

この補助定理のSE明は，つぎのようにして行われる。まずズ，タ と す る と ，X oは凸集合で 

あるから，任意の0 く 5 く 1 についてズ+  5 ( ダ一ズ） となる《いまぐ：〔0 , を

(8 .7 )
と定義すれぱ，'

(8 .8)

したがって

(8 .9 )
が導かれる。

<!> (5) ニダ（ズ +  S (^y 一 X ))

バ り ッ 一 〔り ズ パ 1)，0(0)

= J ^Xs ' ) ds

= Dg CX +  /(_y—  ズ）X_y_>A；)ゴぶ 

I 5̂ 〔りターダ〔りズIく j 々I _y—  ズ|</ズニ々Iダ

つぎの定理D は，微分方程式体系（8 . 1 ) すなわち（8.2) の周期解の存在を示すための有効な方 

法を与えるものである。この定理の前提にあるの縮小写像に関する条件の判定には，さきの定理

C が役立つことはいうまでもない。
、 ： ’ - '

定理D をバナッハ空間としX をその凸部分集合とする◊ 'そのときもし写像^ ra〕：；̂->ズが

■~ ~ -109一一•
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周期？’をもちある☆< U こつ'いて

(8'1の I ク〔り，い  タI <  々  I 一:y I Vズ， y  g X
を満たすならば，ズ(0)をあJ期値とする微分方程式体系

( S . n )  ヴ) - • haxCt')~agCt') x C O

の解ズ（り 各 f e 〔o ,  について:》；a ) G ズ，となり， その閉区間で絶対連続， その内点で

微分可能，しかもズ(0) ニ:v C O を満たすものが存在する。ただし各ズe ズに つ い て は上の 

区問で可積分とする。

定理の証明は，プレジス〔1 〕の第1 章 1‘3 節の分析を総合することによって示される。 

以下そのアウトラインについて述べよう。

( ステップ1 ) まず义（0 ) = ズ0を初期値とする

(8*12) - f P  +  ズ（りニ ズ（り .
. - ■ ■

の解ダ（り （すなわち（8.1 1 )でびニ1 とした場合の解）は,
(8.13) X CO~e~^Xo+ r  e® 一 V 〔り ,r ■

を満たすことが確かめられる。この表現によって絶対連統性と微分可能性は定理の残りが証明され
' ■

ると明らかとなる0

(ステップ2 ) 区間/ ニ 〔0, r 〕から£：への連続開数の集合をc ( /  ;\£：) 

ルムを各a:gC(/ ;_B)に:ついて

IUI1 ニsupl ズ（り I

で与えるここにする。とこで

X ~ {  X ElC(^I ； jE), X ( / ) e  C v ^ e  / )  
とおけば，A；は閉凸集合となる。 .

とし， その上のノ

(スチップ3 ) つづ、、て f  X —X を

(8.14) /ズ(りニe^A：o+ r e^~^g\[s'}xCs')ds
で定義すると，ゾユ*(り£  Aレとなることが確かめられ，しかもP はある☆について縮小写像になる 

ことが知られる。したがってゾAに不励点が存在することが結論される。

(スチップ 4 ) ゾ* の 不 点 X , すなわちp x  ニ X となるズは，’じつはJ の不動点にもなってい

*■"' '' I j j《J *"' ■■ ■■■■—

• irtil



る。じ,りさい，ツニムX とおくと，ゾ*タ ニ ゾ ニ  J ■义ニタであり，よく卸られているように縮小写 

像の不動点は一意であるから， -r ニ _yとなり，ズはy■の不敏点で、あネ。かくして7■の定義と不動点 

の意味から《ニ 1 の場合の（8 . 1 1 ) の解の存在が示されたことになる。

景気変動と周期解

( ステップ5 )
(8 .15)

を満たすことは， 

導かれる。

び> 0 が一般の場合について（8.11)の解ズ（り が

ズ（り ニe一 び  r  がけ一りgr〔5〕 (S)<5?SJ 0
or ニ 1 の場合の結果においてズ（り= v Q a O とおいてみることによって容爲に

( ステップ6 )  A：a ) を A：(0) ニ:Vo, x i t ' ) を : んを満たす（8.11) の解とすると

(8.16) I AT ( り一:K りI くビ(レ1パレ0—ん1
が満たされる。これはプレジス〔1 〕の定理15の特別の場合である。

( ステップ7 ) ズ（0) ニ；c ( T ) となる解（周期解:）の存在を示すために/ : ' C -v Cを

(8.17) アレ 

と定義する0 ここでズパよ

(8 .18) 丄 り + イズミ（りニ g (ズを（り），ズミ（のニミ

の解である6 定義からぶパt をを初期値とする（8 . 1 1 )の解であり，アの不動点が存在すれぱ，ミ 

のr 期後の値がそれg 身に等しくなり，周期解の存在が保証されることになる。

さて（8.16) より 

- 1 /ミー/ ね< が" - 1パ — きI
であるから，/ は縮小写像となり，その不動点が存在する。以上で定理の!E明の概要が示されたこ 

とになる。
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