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正 作 用 素

渡 部 m

. この論文の目的は，正作用まという概念を多意写像の場合にまで拡張し，その性質を考察するこ 

とにある。

有名なvon N eum annの経済モデルでは，ぺ クトルダで表される経済的状態が1 単位期間後に 

ぺ クトルタに変換されるとしたとき，このようなぺクトルの組 （ズ，ツ）の全体が凸維をなしている 

と仮定して理論を展開する。この場合，上の変換を：Tセ表せぱ，T はそのグラフが凸雜となるよ.う 

な多意写像である0 R ockafellarは 〔8 〕，〔9 〕において，グラフが凸維となるよ.うな多意写像を 

convex p r o c e s sという名のもとに論じている。これらの論文は，多くの示唆を含んでおり，高い 

評価を与えるべきではあろう力未解決の点も多く, 十分満足できるとはいい難い。

この論文では，〔10〕において詳細に解説したK rein空間の理論を利用して，正作用素に対応す 

る多意写像の概念を構成することを試みる。 ；

さて，正作用素というものは，" 次元ぺクトル空間上で考えれば，正行列によって表される。し 

たがって，正作用素に対応する多意写像も.，正I?列の主要な性質を持たなくては見合が悪い。そこ 

で正行列の主要な性質をまとめておくことにするが，正行列特有の性質を知るには，非負行列まで 

を考察する方が具合がよい。非A 行列というものは, 経済学の熟学的モデルにはよく登場するから， 

非資行列の性質の中でどのようなものがどんな働きをするのかを考察しておくのも無駄ではないで 

'あろう0 '

1. 非 負 行 列

非負行列に関速してこの節で述べる命題はよく知られているもので，その証明は， Gantmacher 

〔1〕, K a r l in〔2 〕，〔3 〕, S c h a e fe r〔7 〕， Dunford-Schwarz〔4 〕等にのっているからここ 

では述べない。しかし, 非食行列に関しては微妙な論点がいくつかあるから，それらを理解する為 

の例ははあげておく，
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I•三田学会雑誌J 73卷1号 （1980年2 月：)

記号は慣用のものを用いるが，まぎらわしいものだけを次にあげておく

X ； « 次元ぺクトル，成分は:t'fで表す，

e ： すべての成分が 1 のベクトル.

x ^ y  ： yt (  t ニ 1 ，. 2 ,  ..., " ) •

x >  y ：

x > y  I ^t>y{ (  t = 1 , 2 , … , 《 )•

A さ 0  ： ^ij= 0  ひ，メ = 1 , 2 ,  .’.， H

^ > 0  ： (シメニ 1 ，. 2 ， ...， M

Q  ： 非負ぺクトル全体の集合（非負象限) ,

U  1 ： 複素数V? ニ /i + リj の絶対値 > / / / 2  + 1 ；2

& (^ ? ,74):^ 1のレゾルぺントひ/ ール-1,

m位の極： >1の関数 /"COに対して，lim Q~a)-^/Q')は存在するが，k < m に対し 

ては，|ini| X —  a 1 * 1 ,0 0 1 ニ となるとき， を関数/のm 位の祸といら

最初に，正行列に関する命題を述べる。命題1 .1は .P e r ro nの定理と呼ばれているものである

命題 1 . 1 パを正行列とする。 、

( 1 ) パは正の画有値と，んに対応する正の固有ぺクトルズ0 とを持つ。すなわち, 

•^ズ0=ん■̂0，•|?0> 0 ，ズ0> 0 , . <

を満たす実数/?0 とベクトルズ0 とが存在する。

( 2 ) みと異なる乂の困有値を2 (—般に複素数）とすれば， | ；Mくんである。

( 3 ) んは画有方程式d e t a / — A )ニ 0 の単根である。 '

との命題1，1 のんをグ（/I)で表し，A のFrobenius根と呼ぶ。

命題 1.2 A >  0 , デ（A) ニんとすると，バは次のように表せる，

v4 ニ ん/̂  +  Q

ここで， は次の関係より定まる行列である。

A P = /V 1 = V " ,

とのP より，0 ニ■/!—み)P とすると, -

QP ニ PQ=̂ 0
したがって，/4*は次のように表せる 

ん)*P+ ぴ

さらに， ★ニ0 が成り立'0 。

—— 70 ‘___•



正作用素

この命題1 . 2が成り立つので，P を^ A の主要部分と呼ぶ。

〔例 I 〕 A  - 1 2 3 \ とすると,

3 1 0
2 3 1 ノ

X 一  1 —2 一 3

det ひ/一めニ 一 3  ̂ - 1 一 2

2 一 3 2 一 1

固有方程式：（>1 一 6 ) (；{2+3；1 +  3 ) = 0

( ；- 6 )Q 2 + 3；i+  3 )

固有値： 6 , 一*^+-
3
 

2

.A.

Frobenius 根 ：r (A ) ニ 6

4 土

r 0 4 )に対応する固有べクトル：

P, .jPi4=APニん P  より，

义0

y^'3<r(A)

V3 1/3 VsX

V3 V3 Va ] ,

Vs Va 1んノ

0 1

V3 V3 Vs

Vs Va Vs

V3 Va Va

V b Ve Ve

Ve Ve Ve

Ve

1 \

Ve

丄

0
\

f lim i
/ k -*09

- 1 /

u
-
i

\

>

/

- パ P

〔例 2 〕

det ひ/  —yl)

一 1 一 'dt 

— 1 —2 

—• 4 X 一 2

—— 7 1 -

( ；- 6 ) ( / l 2 + 2 U  2 )

'.ミ.
ん ..し ， 一 やruく ダ，.ドゃ、チ‘パ s’ 3 翁银腐嫩め微’改恥微



学会誌 J 73巻1 ( 1 9 8 0年2 月） 

固有方程式： - 6 ) ひ2+ 2れ 2)== 0 

固有値： 6 , —  1 + 2 i，— ■1 一 2i 

Frobenius 根 ： rCA')= 6.

I一 1 ± 2 り す く ぺ ぷ ）

デC 4)に対応する固右ぺクトル： /  6

pz=ニ P , P A =AP ~ニんP より，

/ 6
6

6 \
P - 1

25 \ r
8 8 )，ん

\1 1 11 1 1 /

Q  ~ Ji 一̂ oP 2 I， )" =  O  

34 一  16

6 6 、\  / 一 11 -1 1 14

8 8 27 一  23 2

11 11/' \ 一 16 34 一 16

余題1 . 1 と命題1 .2 は，正行列に関するものである。行列パのすべてp 成分が正ならぱ，

の主要部分P は連:方程式を解くだけで求まっ しまうから， がどめように行動するかが明快 

にとら免ることが出杀て具合がよい。，しかし成分中に0 が混入してくると，A * の行動は複雑にな 

る。次の命題は非負行列に関するもので， Frobenii^sの定理と呼ばれているものの一部である。

命題 1 . 3 ズを非資行列とする。

a) Aの国有値の中に非貧のものが存在する。それらの最大のものをんとすれぱに

対応する非負の固有ベクトルめ)が存在する。すなわか，
. '■  \

; /4,toニ>?0-で0，んさ 0 5 ズ0さ 0 I

を満たす夷数んとぺクトルズ0 とが存在する0

(2) の任意の圓有値を;I (一般に複素数）とすれぱ，M lさ;loである， ’

. — 72 ——



正作用素

この命題1 .3 のんが，非負行列/！に対するFrobenius'根ぺi 4 ) である。非員行列については， 

irreducib leとかim p rim itiveとかいう概念を使ってさらにその性質を調べることが出来るが，そ 

のことについては触れない。次に，実用的で簡明な命題をあげておく，

- , * 

命題 1.4 乂を非負行列とする<；

( 1 )メの各行の成分の和を考え，その最小値を最大値を # とすれぱ，

ぶさ/̂  G4)さ'である◊

(2) A x =  ̂ x , ズ>  0 となるズが存在すれば, JI ニ rG 4)である。

〔例 3 D 非負行列A の各行に，少なくとも1 つの正の成分が含まれていれぱ，命題1 .4 の(1)より， 

? ^ 0 4 )> 0である。 ：

確率行列とは，各行の成分の和が1 であるような亦負行列である。 したがって，命題 

1 .4 の（1)よりS == f = = 1となるから，グ（ぷ）ニ1 である。あるいは，>4が確率行列なら 

ぱ， ニ e となり， 0  0 であるから，命題1 ,4 の(2)よりグ0 4 ) ,= 1 である，

次の命題もよく用いられる，

命題 1 . 5 バゆ非負行列とする。

( 1 ) ゲ(^)= lim */|y4*H

(2) ；l >  riA')z=^ Q I - A y ^ ^ O  

非負行列バの々秉については次が成り立つ。

命題 1 .レは非鱼行列とする。

( 1 ) limA* ニ 0  r 04 ) <  1

(2) ならぱ， lim A々は存在しない。

(3) r (A )= 1 のとき， lim が存在するための必要十分条件は，. ス= 1  'がレゾルぺ 

ントR (；l , i 4 ) の1位の極であって，.他の任意の画有値を/?とすると， | ス1 < 1 とな 

るととである0

/ioが闺有方程式の単根ならぱ，ノ0はレゾルペントRひ, の 1 位の極となるが，後に示す〔例 4 〕 

力、らわかるように，逝は成立しない。 、

_ _  73 - —
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*

この命題1 .6から， の揺限について調べるには，グ（/I) ニ1 の場合のみを考えればよいととに 

なる。 r 0 4 )与1 の時でも， A の Frobenius根は1 であるから, これについて考えれぱよ 

い。し力、し，絶対値が1 であるような固有値が;1 = 1 以外にある場合には，振動する部分が出てく 

る。応用上は，この振動する部分が重要な意味を持つ場合が多いから，無視するわけにはいかないC 

振動する部分の影響を取り除く為に，次のよ.うな平均を考える。

M/iニ丁 ( /  +.■/!+ A 2 + …+  バ*-*)

も し な ら ば , -々>00のときパ* - > 0 だ か ら で あ る 。また, r 0 4 ) > l の時は, 

Maは有界でなくなりM k の極限は存在しない。したがって， r 0 4 )  ニ1 の場合のみを考えれぱよ 

い。 ニ1 でル ->パ0 ならぱ，Mけんである◊ しかし，グ0 4 )ニ1 で lim パ* 力';存在しない場 

合でもlim M *は存在する場合がある。

.デ0 4 )ニ1 であって，lim M ★が存在するとき，行列は平均エルゴード的であると呼ばれる。

f三田学会雑誌J 73巻1号 （1980年2月）

命題 1 . 7 非資行列バが平均ュルゴ**̂ ド的である為の必要十分条件は{/!*}(々ニ 0 , 1 , 2 ,  

がノルム有界であることである。

非負行列Aが平均エルゴード的の時，

limM* ニ jP

とおくと，

A  = P  + Q, v4Pニ/M = P ,  P Q = 0 Pニ O

と表せる。したがって，

となる。この場合，. =  P な ら ぱ で あ る が ，limルが存在しなければ，lim Q *も存 

在しない。 ‘

命寧 1 . 8 バが非負行列でr 0 4 )ニ1 の時，次の3 つの条件は同値である,

( 1 ) >?==1 がレゾルペント/?(2 の 1位の極である•

(2) {ル } は有界である。

(3) A は乎均ユルゴード的である。

この命題1 . 8の条件が満たされる場合には,

lim M★ニlira 0  — 1 )  Q I - A Y ^

となる,
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正作用素

0 0 とすると，

0 1 0 1
1 0 0 ノ
- ^ )  ニ U 一 I K ^  +  1)

: 1 , 一1.固有値：

Frobenius 很： r 0 4 ) = 1,

ト 1 |ニ r04X

r (/4)に対応する固有べクトル

RCX,A') =  Q T - A y i

( / ? - 1 ) ( ；+ 1 ) I 0 X +  1

0 X

したがって，ヌ= 1は 取 / ,̂ A ) の 1位の極でぁる

? ニlim ( ；- 1')RC^»A') ニli

"̂2

1 0
1 \ / I ん

0 V2

0 2
0 := 0

1 0

1 0 1 / \  V2 0 1/2

- 1ん 0 ソ2 

0 0 0

ソ2 0 一*/2 , 

l imルは存在しないが，

ニ  P + ニ  P + ( 一

lim Maは存在する，

〔例 53

75
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r三田学会ぜ誌j 73巻1 号 （1980年2月) 

detひ/ 一 め -  1)2 り  +  1 )

Frobenius 根 ： r 0 4 ) = l

>^04)に対応する固有ぺクトル：

だ（ス，かひレ"^)一  1 ニT T ニ ス - 1 0

\  /I +  1 X +  1 J12 一  1

ス= 1 はが（ん め の 2 位の極となる。この場合には， 題 1 . 8 の条件を/1は満たさない,

0 0 \ / 0 1 0 

0 し ル  =  f 1 0  0ル r

2m 2m 2m—1 2m—1 1

となり，パ*は有界ではない。Um M itも存在しない,

〔例 6 ；) /4が確率行列ならぱ，>4*も雄率行列となり{ A * }は有界となる。したがって， は乎 

均ュルゴード的である。その場合，M *も確率行列となり，l im M * = P も確率行列とな 

る。行列P は，

P ニ AP=PA=^P,.

を満たし，v4 =  P  +  0 とおくと， .

. Ae~Pe-\-Qe ' '

,•• Qeニ 0 

となる。すなわち，© の行和は0 である。

たと;t ぱ， /  0 1 0 、とすると，

ゎ I 1 0  0

\ ソ3 1ん */s

P

V2
0 \  ,

/ ーリ2 V2 0

リ2 0 j, Q ニ 1ん ーソ2 0

リ2 0 / \  ~Ve —Ve 1/3

確率行列が平均ュルゴ一ド的というととは，iE■ルゴ一ド，チ 

に利用される。 ’
 __   yg

ンを分類する時に有効

麵 め •け’. II 力縫*̂* ぜ乂染^ね



正作用素

いまの〔例 5 〕からわかるように， r 0 4 )ニ1 で2 ニ1 が /?( 2  , A ) の2 位以上の極になる時は 

やや面倒である。K a rlin〔3 〕，S c h a e fa r〔5 〕，〔6 〕は，複素関数論を利用して，このような 

場合も統■-的に扱っている。複素関数論はよく整理されているから，もし有効に使うことが出来れ 

ぱ，強力な解析的道具になるのである0 しかし，この論文の目的は，正作用素に対応する多意写像 

を構成することにあるから，これ以上は深入りしない。

2. 正 多 意 作 用 素

順序の導入

との論文では，有限次元ノルム空間上の多意作用素について考察する, 

この空間に順序を導入する。要点だけを述べる。

L : 有限次元ノルム空間.

L *：ムの共役空間.

空間んの空でない部分集合で，次の条件を満たすものをC とする，

まず，〔10〕に従って，

C K - 1 ) C  +  C c C .

C K - 2 ) V i ?  ^  0 ； ^ C c C .

( K 一  3 ) c n ' c - c ) = { O L

( K - 4 ) c は 閉 集 合 で あ る ，

( K 一  5 ) i n t C キ め ,

( K 一  6 ) C は ノ ル ム 有 界 な 底 ダ を 持 つ ,

i：の元の間に次のような順序を導入する- 

x ^ y  <=> y —  x e C ,

ズ^ タ <= ^  y j ズキタ，

x <  y ぐニ> y —  xe. int C,

元ズがCに属するということと，0 さぶという 

次にんの共役空間ふ* に順序を導入する。

, x*Sy* <==> V ズg C ;  <,x ,

空間jL*において,

0 * - { ズ* | 0 さズ*y

とおけぱ，C *は L * の凸維となり， 

x*Sy*  4=ケ

であ'る*

こととは同値である,

ズ*〉 S  くズ，タ*> ,

77



なお，〔lo〕で述ぺたようにC *は( K - 1 ) M ：K —6 )を満たす。 

x*^y* <— > さ タ ズ *キタ*,

ズ* くタ* — intC*.

とする。

0 く A'* <=> V A* ̂  0 ; 0 < ズ*>.

である。

空間_Lの凸雜C の底ダは，適当な正の.線形関数/ * により，次の形に書ける-

ニ{ ズ1 <あ /*>  = 1 , x ^ C } .

また，空間ムの正の元Cに対して，

y * ニ {ダ*I くらズ*〉_ 1,
とおくと, 1^*は空間の/^*のノルム有界な底となる。

空間ムの部分集合の間に，次のような算法を考える。すなわち, 任 意 の 実 数 iSと，空間んの 

部分集合パ，パに対して，

aA-\-^B={ax+^y \ x ^ A ,  y g B},

ただし，

バ+ 0 ニ0 , び0  ニ 0 ,

とする。 .

la維G の部分集合で，有界，閉，凸であるもの全体からなる集合族をy で表す。 は空集合0 を 

含むとする。次が成り立つ。

) B  G   > A  -]r D  G. K ,

« ^  0 , ==>

银合族ダに属する集合と，非 負 の 線 形 関 数 に 対 し て ，

く ん ズ *> ニ sup iXf 'ズ*〉，

と定める。ただし，

< 0 , 义*〉ニー 00.

とする。

集 合 を 1 つ固定した時，写像

く ん •〉 ： C*->R (タニ i?U { — 00, + 00}),

は次の性質を持つ。 ’

(1 )a ̂  0, ：r*G C  ニニ^ く ん 《ズ*>. ニ 《 <i4, ：v*>,

( 2 ) ズ1*, X z ^ ^ C  ニニ> <A ,  Xi*-hX2*> ^  <A i ズ1*> +  くメI, ズ 2*>.

   7 只 -__

r三田学会雑誌j 73巻 1号 agso年2月）
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正作用爱

また, 凸維C *の元ズ0*を 1つ固定した時，写像 

< ，，Ao*> : ^ —— >k 

は次の性質を持つ◊

(1) ぴさ 0 ,  くび/4 ,イゎ*> ニ びくん xo*y,

( 2 ) ん , ん < ん  + ん , ：̂0*> ニ くん, ズ0*> +  くん, ：To*X 

集合族に属する集合の問に，次のように順序を導入する。

A ^ B  yx^GC*  ；〈ん A：*> g  < 5 , 'v*>,

凸維C *の底F * の定義から，

A ^ B  <=^ V义 く ん  A：*> ^  < 5 ,  A：*〉,

である。

1 点 0 のみからなる集合{ 0 }をりで表す。O e どであって，次が成り立つ，

V A ^ < ^  ： お り ニ ん  O ^ A  ( ^ 4 = 0 ) ,

Vびさ0 : び0 ニり，

また，/ I ,ぶ に 対 し て ，

A < B  <=> Vズ* e ド* : くん：K*〉< < B , x*>,

とする。 1 点びのみからなる集合{ び} に対しては,

0 < a  ね  0<{a),

，である。 、

一'- 非負多意作用素-----

多意写像

T  ： C —— みC

が次の条件を満たす時，r を非負多意作用素と呼ぶ。

( LM — 1 ) \/xe C  ： ：r o ) 6 を

( L M -  2 )  Vぁ ガ e C : ア（ズ+ ズ/ ) 〕ア（；0  + ア0 0 ,  

(L M — 3 ) Vびさ 0 ,  V G C ! 7 \ び:V) ニ ア（ズ)》

(L M -  4 )  r ( o ) = o ,

(L M — 5 )  r のグラフGOT)は閉集合である。

また，A c C に対して，

T^CA)ニ U T i x ) ,  
x e A

と書く。さらに,

domCT)-  レ  I て（ズ) キ0 } ,  ran ge(r) =  T (C )

とおく
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凝翁

非負作用素の全体をノハで表す。ノクの元の中で，dom(：T)==Cとなるものを本質的な非負作用素 

といい，その全体をノぐで表す。

の元の間に次のような算法を導入する。

' r三ffl学会雑誌j 73巻1号 （1980年2月）

Vび，タさ 0, VA：e  C  ： ( « S +  j9T) 

VズG  C  ： 0 S r x ：O =  S C T C O ) ,

：a5(jc)+  j 3 r w .

多意写像r : c — に対して，その逆写像は

た 1(タ）ニ { A； i r o ) 3  グ}, '

と形式的に定義され，次が成り立っている。 ,

dom ( r —1 ) = range (T ), range (T'-り ニ dom (T ),

しかし， の時，r 一 1は必ずしも^ には属さない。それは, 7"のグラフはC*x における閉 

凸雄になるから, ( L M - 1 ) 〜 （LM，5 ) のうちで， （LM — 4 ) 以外をT - 1が満たすことは明ら 

かであるが， （LM — 4 ) は必ずしも満たされないからである。また，T-1が に 属 す る 為 に は , 

rangeCT) =  C となる事が必要十分な条件となる。

命題 2 . 1 に対して次が成り立つ。

( 1 ) < = >  r - i ( o )  ニ0 .  、

(2) r - i e ン <=4> r - 》(0 )ニ0 ,  range(r)  =  C.

次に，^ の元の間の順序について考える。 ’

S ぐ  v x g c  ; 5 ( ズ）さr ( ：o ,

とする。明 ら か に 次 が 成 り 立 つ ■

( 1 ) v S ： S ^ S

(2) S ■̂ T，.T ■̂ U ' 二こ> S さ U,

(3) O f S ■^T ニニシ aS-^aT^

(4) S さT  = >  S - h U ^ T  + U.

C の任意の元: を { 0 } に写像する作用素をO で表せぱ， であって，

0  さT  T g J P

である。これはく0 ,  ニーc « という規約から導かれる。

C上の恒等作用素を/ でます。 さ0 ならぱぴ/ec^ ^ ^である<»

一 . qQ —---
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正作用素

また，

S < T  v x e V  ： Six)<7\x^,.

と定義する。このように定義すれぱ，

である。一般に，0 < アとなる作用素T を正.多意作用素とぃう。 

順序につぃてさらに考察を進める為に, 次のような概念を導入する, 

集合族ダに属する集合バに対して，

ズ I ヨ タ e  /I  ニ 0 さ ；I .さ ツ },

とする。任 意 の に 対 し て ，

〈ん "*〉 =  </1^, "*>,

である。また，

0 ' ズ <=^ V"* ： くぁ U*〉 ^  0 ,

であるから次が成り立つ。 .

A ^ B  ^  A c i B \

したがって!

である。

A ^ B ,  O ^ T  ==> r 0 4 ) さ:T(パ）

定理 2 , 1 ( 1 ) o ^ x ^ y ,  o ^ T  ==^ r o o ^ r o o ,

(2) ざア2, O ざ ぶ S T a ST2, TiS^nS,

〔証明〕 （1 ) 0 さズさツという仮定より，

' ‘ ヨズ さ 0 : ズ + 么ニツ .

■したがって，

て（グ）ニ 7’（ズ+ ス）つ7’0 )  + デ0 )

任意のが^g C * に対して, •

<T(y), w*> き <T(x)+T(z), u*>

ニ ( J i X h  "*> +  < T O )»  «*〉

- さぐ/ X ズ）, "*〉

.，. ァ （ズ ） ぐ r ( タ ） Q. E . D .

( 2 ) 仮定から，任意の:\ ; e C に対して,

7 \ 0 0 〔び 200)^  ' .

_ _  0 | _________
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したがって,

S  (TXaO) C S  ( ( 7 \ (ズ) )り= {S  CT2(a;))}八 

...

また，5 0 ) に属する任意の: に対して，

：? \ 0 0 〔{ 7 \0 0  ド

ところで, ，

r三ffl学会雑誌j 73卷 1号 (mo年2月）

{^TsOSCaO)广= U { T M V
yeS(,*y

であるから，

7 \  び （ズ)）〔び2(ぶ 0 0 ) } '  

.*. T iS s T z S Q .  E . D .

—:T に つ い て

本質的な非食作用素:Tに対して，作用素;}/ーアとは， リ

Q i — T X ^ ) ~ { y  I y — ^x—  z , z  G T(x)}

によって定められる作用素である。

作用素の符号を調べるには，底ド上で考えればよいが，< /̂ー7 \の性質を調ぺる為には，まず，次 

のことを確認しておく必要がある。

定理 2.2

〔誕明〕

：T g J ^ に対して, ア0 0 はノルム有界である。

底に関する仮定より，F はノルム有界であるから，順序有界でもある。したがって，正 

の元e が存在して,

V x ^ V  ： e,

定理2 .1より，

V -r e  V  ： . 0  さ  2 X ズ ） g r ( の . ’

仮定から，r o ) はノルム有界であり， ノルム有界というととと，順序有界ということ 

とは同値であるから，r O O はノルム有界となる。 Q. E； D.

定理 2 ,8  に対して，十分大きな正の数をとれぱひ/-：r ) - i が存在し，次の不等式が

成り立つ。

y / ^  ひ1 一

また，もし0 / — が存在し0 <び さ # ならば，0 0 / —r ) - i も存在する,

—— 8 2 ——



〔証明:!

l£ 作用素

(ス/ 一:r ) ぺが存在することをいうには，命題2 , 1 より,

V x g V  ： i X I - T X x ：>^0  

をいえぱよい◊ 定理2 . 2 より，

V-te V  ： 71(^011さ r*

となる正の数r が存在する。また， j c g f ならぱ0义| ) > 0 であるから， 2 を十分大きく 

とれぱ，

と出来る。したがって，すべての义G ドに対しG i/—:r ) o o $  0 である•

0?/—  r)-i(A：) e  ツ x ^ X y - T O ' )

したがって， •

むニズ+ ズ, ヨ<2" G  7 \ > 0

任意のw * eド*に対して

iy> "*〉 = 4  くズ +  ら "*〉 ix, u*y

これから，，' ■ . ，

~ i ^  ひ I - T y i

となる。また，（び/ 一:T ) - iが存在し， 0 < び^ iSとすると， こ対し

(_目I一T)Oc~)ニ ( j8— び） +  (び/ 一T'X"^)

となるから，びさi9ならぱび/ 一で)一1が存在する事は明らかである。 Q. E. D.

— - 固有値について——

-*意写像に対すを固有値の考えを，多意写像の場に拡張することは一*般には容易ではない。し 

かし，この論文で扱っているのは，非負多意作用素であるから，いわゆるFroben ius根に相当す 

るものだけを探求すれぱよい。

非負多意作用素？’に対して，

( 1 ) 7* ;̂ヨ>?̂|[：, x ^ V  

となるズが存在するような2 をアの劣固有値(sub-eigenvalue)と呼び， ズを*?に対JtSする劣固有 

ベクトル（sul>eigenvector)と呼ぶ。ここで, ：t：G F としたのは, もしズが7’A；ョ/?ズを満たすなら 

ぱ，正の数パに対して

T { ( i x ^  3  X  Q n x )

となるからであって，上の(1》の定義は!^のとり方によらない。との: —意^^像の場合のズ 

キ0 という条件に相当する。 '

— ■ 8 3 --- -
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定理2.4

〔証明〕 0 とすれぱよいから，任意

本質的な非鱼多意作用素には，非負の劣固有値が存在する，

あるズo e y に対•して, r O o ) = { 0 } となった場合には;i =

の-t  e  "Kに対してrOt：)は半正の元を含むと仮定してよい。

T O O を含む最小の凸維をc o c r o ) ) で表すと, T O O は有界，閉，. 凸であるから， 

coaxx)-)は閉凸I Iとなる。また,

5* ： V  — ^  V

X \一»

とおくと， は閉写像となる。

したがって，角谷の不動点定理より，

S  (ATq) 3  ̂ 0 

となるが存在する。.ところが，

•S (ズo)=co(T*(：Vo)) n V"

であるから，適当な正の数をとると，

T (ズ0) 3  ̂  -̂0

となる。 Q. E. D.

作用素r が正の多意作用素であるとは，

V X G V  ： 。く：T O )

が成り立つことであるが，詳しくいうと， ‘

V X G V ,  V x * ^ V *  ： 0 <  <7XaO, ^*>

が成り* つととである。したがって，正の作用素に対しては，T O Oニ 

存在しないから，定理2 . 4 の証明より，次が成り3：£っことがわかる•
となるようなぶは

系正の多意作用素には，正の劣固有値が存在する„

〔例 1 〕 ムニ/?2， C ニ { ( ズ，タ）| ズさ0 , タミ0 } とする。

/ (  ニ  { ( ダ ， タ ） | が + が さ 1 , A：き 0 , タ さ 0 }

とおく。平® 上の点を"-般にらその座標を（A：, タ）とする。

T ( $ ) ^ ( x - h y } K  

とすると，では正の多意作用素となる。この場合，任意、のをe C に対して，

84
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正作用素

T \ ◎ ら Xミ

となる/?が存在する。いまC の底として，

ニ {ミ i-T +  «V ニ 2 } ’

となる集合を考えると，

V ^ eF  ： 7 \ 0  ニ2K

であって，劣固有値は一意的に定まらない。不等式，

O ^  X ̂ i /Y  .

を満たすスは，いずれも劣固有値になる。

とくに， ニi / Y に対する劣固有ベクトルをら/ ^ とすると， ‘

— ‘

である。 2 さ 1 のときは，フに対する劣画有ベクトルは,に属する任意のベクトルで 

ょぃ。

—— 随伴作用素——

非資多意作用素ァと，：y * e C *に対して， っ

(2) Vズe C  : <TCx),デ〉 ^  くズ, 2 *>, z*g C*,

を満たすような<2*の集合をデ* (：y * )と書き表す。

r*: c*—  ̂ c*
は，c * 上の多意作用素である。T * を:Tの随伴作用素（adjoint operator)と呼ぶ。T* は次の性質 

を持っている。

( AD— 1 ) 任意のタ* g C *に対して，ァむ* ) は閉凸集合で，

: r c y * )+ c *〔：TCy*)

を満たす。

(A D - 2 )  v_Vi*,プ2*eC *: r * (タ广+ タ2 * )つァ（ぜ ）+  2"〔タ2*)

( A D - 3 ) ァ*(0) ニ (：：★

( A D - 4 )  o . r * o ；* ) = c * と規約すれば，任意の《さ 0 にぐして

び 了'* 0 ^つ ニア*(び >y*).

( A D - 5 )  r * のグラブG C T *)は閉集合である， .

85
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随伴作用素については，次の公式が成り立つ。（Rockafellar〔8 〕）

(2) (：ST)*-=T*S^

随伴作用素に関して，

ix, r (タ*)> ニinf < jt, ^*>

と定義すると，②より

>/Xy \̂ y*： <7X^), y*> =  <

が成り立つ。

. — 単調過程一  _ .

非負作用素T が，さらに次の条件を満たす時，アを単調過程という，

(LM — 6 ) ツ e T O ) ,  0 さ さ タ 么 € 7 \ ズ）.

これは，次のように簡単に述べることもできる。

T  ニT 〜

単調過程（monotone process)という用語は, R ock afeilar〔 8 〕による。

生産のモデルでいえぱ， が生産可能ならぱ， 0 さズさツであるスも生産可というととを意味 

するから，経済学的には（LM — 6 ) は決して不自然な仮定ではないが，数学的にはかなり强い仮 

定であって， （LM — 6 ) がないと通常の意正作用素の性質を多意作用素の場合に拡張するのが 

難しぃ。 .

以下，JEの単調過程:Tの構造を調べる。

T の劣固有値全体の菜合をA■とおく。'

A ニ{ハヨ ド： Xx^ Tix)} *v , *
さらに，"Iニsu p Aとする。

定理2.5 T はでの正の劣固有値である。

〔証明〕 T はA の上限であるから，A•の数列;L で,

となるものがある。 に対あする劣固有ぺクトルをズAとするI 

みズftGrOft), X k ^ v

—— 86 — -
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A の中には]^のものがある力、ら，1 > 0

Q. E. D,

正作用素

V■はコムパクトだから，{ズ4〉は収束する部分列を食む。 したがって， {ダ*}自身が収 

東するとしても一般性は失われない* 

lim ズi(j= 了

とおくと，

linUA；t：Aニ ' ；V , んズ* e ：r O * )

では閉作用素だから，

T  ね :TOO .

したがって，了はr の劣固有値である。また,

であることは明ら力、。

このT を：Tの上限固有値という，

〔例 2 〕 ^4を凸維C のコムパクト凸な部分集合で， A = i4A, 0 くi4を満たすものとする， 正の 

， 線形関数/ * に対•して， ’

ケ0 0 =  くズ，/*> A

とおくと，これは正の単調過程になる9 

例えぱ，ムニ/?2 とし，

A  =  { ( x , タ）|2ズ+ タ^ 2 , ズさ0 , タさ0 }  

T  ($)==(ズ+ タ）バ ‘

とする。また，
■ . ， - -

y  ~{(.x, y^ \ x-\- y = 1 , x ^ O  f ^ ^  0 }

とぉく。

T O O -バであり，7^の劣固有値は， ， • .

0 ^   ̂ ^  2 ... T =  2

；1 =  2 に对応する劣画有ベクトルは， ■

ァ ニ じ ) .

であって，必ずしもIEとはならない，
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作用素：TがJEということは， .
(3) V - r e F ,  ： 0 <  < 7 \ ズ）,ズ *>

が成り立つということである。もし，i n t r o o ニ 0 とすると, ア（ズ）は凸集合だから，ア0 0 はあ 

る超平面に含まれる。しかも， （LM — 6 ) が満たされるとすれぱ，その超平面は原点を通るから， 

その方程式は，

<x, f*y =  0 ,  / * e V  .

という形に書ける。したがって，

< T O ) ,  /* >  ニ 0 ,

となり，これは(3)に反する。したがって，

(4) \/ x ^ V  ； intTX めキ 0 ,

となる。

いま，ダ上の点を 1 つ固定し，i n t r O ) 3  « とすると，《> 0 であるから，"は順序単位とな 

り，〔10〕ょり，

0 く ^  JU び,パ >  0 ,
となる/ /が存在する。したがっX , (LM— 6 ) ょり，

•^ズ G {"ド c r o ) ,  ■

であるから，ズは劣固有値に対応する劣固有ベクトルとなる。すなわち，J^Fに含まれる任意の 

ベクトルは劣固有ベクトルである。

また，( L M - 6 ) が満たされる場合には，

0 シ ' 7  ,
を満たす任意のま劣固有値になる0 

上服画有値T の性質についてもう少し深く考察しょう。

K しX , が）ニ くアレ）, ズ*> ^  <ズ, T*(x*)>

とおく。この値は，関数 < ，，ユ'*〉の集合:上における値の上限であり 

集合上における値の下限となっている。 ，

関数/ (  : C x C * -一y R は明らかに次の性質を持っている，

(り / ( ( ズ+ そ, が= )さ/((ズ,ぶ* )+ / ( (ま, ズ*)

00 K ( j x x , り ぴ / ( 0 ,  X*') ( «  >  0)

(iii) / ( レ ，ズ* + ま*) x*') +  l«ixy x*y

(iv) / ( ( ズ, ax'^')~aK(_x, x*) ( «  >  0

一 一 _. 88 一 一 一•
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正作用素

さて，：V * > 0を 1 つ固定すると，till雄C の底が定まる。そ れを (ズ* )と書く。

V 0 * )ニ{ ズ1 くダ, x*y = 1 , XG.C]

同じように, ：̂：〉0 を 1 つ固定すると，凸維C *の底が定まる。それをF ( .y )と書く。

ド（ズ）="{ぶ*I iXy ズ*> ニ 1 , .r*eC*}

いま，ズ*〉0 を固定し，関数/ ( U , ズ*)をFOc*)上で考えると，これは， 

なる。そこで，次のようにおく。

sup K ( Xf A：*') =7^ O *)
xeVCx*：)

inf /i (x*~) — inf sup K(.x, x*') — ~u
x * >  0  J t* > 0  ; f  e y u * )

前べ- •ジの(ii)の性質から，これは次のように書ける。

inf sup / ( ( ズ, = inf sup
x * >  Q x > 0  く:V ,  X ^ y  X * >  0  x >  0  X X y  A ：* >

に関する凸関数と

同じように，次のようにおく

inf K(Xi X*') =  fi ex') 
x*eVXx：> 一

sup '/M(A：) ニsup inf KQXf  ズ承) ニ// 
x>0 ~~ x>Q x*eVCx) 一-

前ページの(iv)から, '

sup in f’. く ズ*>. _  p,

■ 数/( o ,  A：* ) は，A：に関しては[HI関数で，A：* に関しては凸関数であるから，上限と下限の性 

質より，次が成り立つ。

(5) ~  M

次に，上限固有値！■と，T に対応する劣固有ベクトルすをとる，

TCx)^lx

であって，TOOは正の同次性を満たすから，I モはr (ま）の境界上にある。点フまにおける閉凸集 

合ア0 0 の支持超平面を， ， '

<A：, x*y =  o みま*〉

とおくと，でが（LM —  6 ) を満たすならぱがさ0 であって,

< 1もま*〉二くT (め，f *〉

が成り立っていを。まをフに対応する共役劣固有べクトルという，

また，.任意の义*き0 に対■して，

< 1 X, x ^ y  ^  び び )，ズ* > ，

が成り立っている。これはI ミg T び:> より導かれる， ，

' -— 89 一一■
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いま，1 に対応するみま* がともに正であると仮定すると，

T - び ® , が〉ビ び び )，ズ*>
" 一一 く — <もズ*>~

.’， 1さ

今度は, アの随伴作用素：T *に関して考えると， 

〈I も 3t*> =  くデ，r*(3f*)> 

であり，任意のズさ0 に対して,

く:？：t；, ま*〉^  <AT,ァ*(文*)〉

となるから，

T _  くもr * (まり〉、 くズ，r *び*)〉 
a , ~ ^ >  一  =  ■ < -t,无*>

(5)より，次が得られる。

定理2.6  I に対応する劣圓有べクトル了と，共役固有ベクトル‘又*とに正のものがあれぱ， 

// =  /i ニフである。 .

以下，簡単のために，定理2 .6 の仮定が満たされ，さらに，ァと戈*とが長さを除いては一意的 

に定まるものとして，： こついて考察するゅ

交 .

であるから，

■ (6) ァ

となる。 ’

2 > 1 の時は，lii^(；7)m =ooになるから， ヌはWが増加するにいくらでも長さが大きくなる 

ぺクトルを含んでいる。 ■

1 < 1 の時は，丛 < 1 となるから，* 1 < リ< 1 となるy をとると，

VA；<  0 , ヨズ* > 0  : <ア（ズ）, A；*> ^  V <AT, A；*〉

これより,

くrm(jir), x*)> さ くズ, ダ*〉

A：* > 0 であるから，：1：> 0 を画定した時，

W^-(y  ^  0 1 { y , ズ*〉 くズ, X*})

とおくと，との不等式は，

r ベめc i / w

*-----90 •— •
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か ，

正作用素

ということを意味する。したがって，W->ooのとき，アベめに含まれるすべての点は0 に収まする。 

最後にスニ1 の場合を考えるft

<ア（无），モ*> =  くも3̂ *>

inf sup C r C )̂> x*y . 一 sup inf ^TCx), a’*〉一 ^
**>0 j；>o 〈ズ, x*y *>0 **>0 くズ, X*}

であるo ‘

T * の行動は，’ある底の上や考えればよいから，底として，

F  =  { ：̂; ̂  0 1 (X, X*} *=1 }

をとる0 ，

仮定から, AreTX^),  X ̂  X

<x, x*> <  1

である◊ また，义0キ3̂ , A：o e F とし，ズ’£ ア（め) ) , ズヌとしても，やはりこの不き式は成り立た 

なくてはならない。それは，无が長さを除いて一意的に決まるという仮定からの帰結である。

さて, 次のような写像を考えてみる。

P ： C > C .
X I— ^ くズ, X

こ の は P 2 ニ/^を満たすからテを方向べクトルとし原点を通る直線上への射影である。底 TP■上 

で考えると， はで上の任意の点をすに写す写像である。多意写像r を分解して， 

r  ニ P + ク 

とお< 。 Are 7 に对L て，

r o o = p o o + Q ( A O = ^ + Q O )  ■

である0 -

も し 7"(ズ）串艾ならは*, '
<ァ(め , 无* > < 1  

となるから， .

く:TCズ）, 无* > さリ <  1

となるリをとれぱ，：r の正同次性より，

れ〉' レm

となり，W—00のとき，TベaOの各点はすべて0 に収東する， ，

もし, T 0 0 3 まならぱ，T (め 3 无だから,

7、べ；0 ョま

であり，7’(ズ）の3?以外の点" は，いずれもく《，ま*〉< 1 を满たすから0 に近づく♦

、 -— 9 1—— .



以上のような意味から，

ニ  P + Q("そ）

とおくと， がの主要部分と考えられる。

この論文で扱った，非負多意作用素は，一意学像の意味の非負作用素の拡張である。 意写像の 

場合には，行列でま現できるが，それでもかなり面倒である◊ 多意写像の場合には，現在の時点で 

は，解決しなければならない問題はまことに多い。特に，多意作用素を具体的に表現する手段がな 

い事が，問題の取り扱いを難しくしているのである。
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