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不 動 点 定 理 と そ の 周 辺

高 橋 渉

にめじは0-
§

函数解析学は，数学の中でも応用性の最もある学問である。その中て，も，最近特に脚光を浴びて 

いるのが非線形面数解析学といわれる新しい分野である。これまでの面数解析学は線形作用素とそ 

の応用が中心的課題であって，種々の分野で発生する非線形な間題を解決するまでには至らなかっ 

た。しかしながら，最近不動点定理の急速な発展に伴い，非線形作用素とその周辺がかなり盛んに 

研究されるようになり，一つの学問を形成するに至った0 これが非線形函数解析学である。

ここでは，この非線形面数解析学において本質的役割りを演じている不動点定理と，その周辺に 

ついて論じてみたいと思う。

义を与えられた集合とし，-7^をえからズへの写像とするとき，T x  ニ . X なる点X を r の不励点と 

いう。この概念をさらに拡張して7•を か ら 2^ の部分集合の全体）への写像とするとき，ズgTa:
なる点ズをやはりでの不動点と呼んでいる。この不動点に関する定\理がいわゆる不動点定理である, 
これは形が単純であるがゆえに応用性も広く種々の分野で有効に用いられている。また最近では，

この不動点に対するアルゴリズムも盛んに研究されており，有用で興味ある結果がいくつか出され 

ている。 ’
第 r 節では，非線形作用素（特にnonexpansive写像とmonotone写像）を論ずるに必要なHilbert 

空間の性質とnonexpansive写像に対する2 つの不動点定理が述べられている。第 2 節では，非 

線形- ルゴード定理が証明される。これは非線形函数解析学の最近の話題となってい？)ところであ 

る。ここでは，1975年にB a illo ii〔2 〕によってはじめて証明された非線形-ルゴード定理を一般 

な形に直し，かつまた简堪にi 明している。第 3 節では凸解析などによく表われるm onotone写 

像の一般論について述ぺている。特にmaximal m onotone写像は沢山の興味ある性質をもってお 

り，非線形問題を考えるにあたってはIS要な道具となる。ここではm axim al m onotone写像の性 

質とnonexpansive sem igroupの開係を明らかにしている。第 4 節では, nonexpansive sem i-  
g rou pの不動点定理とその漸近的举励について論じられている。 その証明に際してはmaximal 
m onotone写像の理論が有効に使われる。第 5 節は，これまでの理論の応用として，凸許兩等によ
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不動点定理とその周辺

くまわれる凸画数について論じられている《凸針画問題では凸函数が重要な役割りを演ずる力*、，凸 

函数にある条件を加えると，その® 数のsubdifferentialが maximal m onotone写像になるとと 

が示される。それゆえ，凸計画の解の研究はnonexpaiisive sem ig ro u pの不動点の餅究に置きか 

えられる。第 6 節では，位相線形空間のコンパクト凸集合上での基本定理がいくつか誕明されてい 

る。まずB ro u w erの不動点定理と単位の分割定理を用いて応用性のあるF an-B row derの不動点 

定理〔8〕'を誰明し，それを用いていくつかの使いやすい存在定理を得ている，特にF a n 〔16〕の凸 

不等式のシステムに関する定理は種々の分野で有効となる〔20〕，〔40〕, 〔47〕，〔48〕。第 7 節では， 

前節で誰明した存在定理を用いてT ychonoffの不動点定理とSchauderの不動点定理の拡張を得， 

さらに F a n の m in im a x定 理 〔14〕 と S io n の m in im a x定理 ( 4 2 ' )を簡単に証明する◊ ま 

すこF a nの多価写像の不動点定理〔14；) を用いて興まある存在定理を2 ,  3 証明する。第 8 節では， 

数理計Piやゲームの理論，経済均衡論等によくまわれる変分不等式:と相補性間題の定理が論じられ 

る。ここではまず初めに変分不等式iの解と相補性問題の解の開係が明らかにされ，そのあと変分不 

学式と相補性問題に関する定理がかなり一般的な形で証明されている。第 9 節では，F a n の凸不 

參式のシステム定理〔15〕, 〔16〕, 〔40〕を用いて, ゲ ー ム の c o r eに関するS ch m eid ler〔41〕 と 

K a n n a i〔24；) による定理が諷明される，

§ 1 . n o n e x p a n s iv e写像の不動点定理

この節では，nonexpanshre写像に関する不動点定理を！E明する。

i ? を実B aim ch空間とし，C を丑の閉で凸な部分集合とする。Cから£；への写像!Tが nonex- 
p a n s iv eであるとは, C の任意の元ズとタに対して

W x - T y \ ^ l x ~
がつねに成り立つときをいう。また，Cか ら の d u a l空間E * への写像?/が m onotoneであると 

は, C の任意の元ズとタに対して

< T x ~ T y ,  x - y >  ^  0
がつねに成り立つときをいう。ここで< / ,  X } は , g S * の ; における値/ 0 ) を表わすも 

のとする。写像ア：C'->Cに対して，C上 の 写 像 2 , 3 f .......) は I

で定義されるo 110116乂ロ8118176写像7^の不動点定理はー*般にはBanach空間で論じられているが， 

その.写像に対する漸近的举動を論ずるときはH ilbert空間がの方が都合が良いので，§ 1 〜 § 5 では 

その空間の場合を主に取り扱う。まずよく知られすこH ubert空間での性質を2 つはど証明なしで述

— 03 一 一
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ぺておこう《
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補助定理1 C をH ubert空間//■の空でない閉で凸な集合とし，ズg T /と'"fる。そのとき

fi ズ ー ： II ニ  m ini タ ー  A* 11
、

となるようなC の 元 ズ がー意に存在する。

こ の ズをP 'rとおくと, P k t M からC の上へのP レ P なる n onexpan sive写像であり, 次の性 

質をも満たしている。

( 1 ) すべてのツe C に対して,
く ズ ー P ズ, P ズ ー ツ > ^  0 .

(2) A：„ が Jtoに弱収束し，Pa：„ がツ0に強収束するならぱP ズo=*Voである《

上の捕助定理における写像F はC の上へのmetric projectionといわれ，また(2)の性質をもゥで 

いる写！̂は dem iclosedであるといわれている。すなわち，一般に写像ア： 五が demiclosed 
であるとは，ズ ズ 0, グ0ならば:7% ニタ0であるときをいう。記号 "--，，は弱収束を，

は強収束を表わすものとする。

IS助定理2 H ilbert空間がにおいて，{ダれ} がズ<>に弱収束し，め)=^タならぱ

lim - ：̂oP <  lim l x n ~  y  1
が成り立つ。

補助定理2 は O p ia l〔34〕によって得られたもので，これはO p ia lの条件といわれている， 

最初の不動点定理を誰明しよう。

定理1 C をH ilbert空間ぜの閉で凸な集合とし，ァをCからC へのnonexpansive写像とする。 

そのとき，次の条件(1)と(2)は同値である。

( 1 ) T の不動点の集合F C O は空でない。

(2) C のある元ズに対してび《ズ："ニ  0 , 1 , ……} は有界である，

このとき，F (：T ) は閉で凸な集合となる。

証 明 （1)：：>(2)は と し て ' / の不動点をとれぱ明らかである。

( 2 ) ^ ( 1 ) を(2)の条件をみたすC の点とする。任意のタg C に対して,
0 ^  I T ^ x - y  |2 -  i T ^ + i x ~ T y l ^

-« r 'A ：- 2 > i 2 + 2 i T ^ x ~ ^ T y , T y - ~ y y



不動点定理とその周辺 

+ ||7> — ツ fl2 一!]てれ1ズー 7'グ j|2 
である。上の式を々ニ 0 か ら を — 1 まで加えて" でわると，

0 く  >̂11 ズ ー  Tタ ド + 2  くぶ":t 一 :T：v,7> _  ツ > + i 7> - タ |2
となる0 { T ^ x ) が有界なので，{5„ズ} は有界となる。有界集合は弱コンバクトなので，{>5„ズ}の 

部分列でC の元/>に弱収束するものがあるから，上の不# 式はこの/>に対して，

0 く 2 < /»—アタ，アターク〉+ | r ターグ|2 
となる。ッ= / > とすると，7 >  ニタであることがわかる。これで(2)；»(1)が証明された，

つぎにF ( 7 ? )が閉で凸であることを示す。

X,n->Xof X n ^ F C T ) とするとアの連続性より

A：o = lim ズ II ニ lim!Tズ"ニ アズ0 

となり, がわかる。ゆえに/^C O は閉である。 ズ，ッg F C O とする。び， i3k  0 ,  
«  + タ= = 1とし, 么二びズ+ タグとするとき,

\ \Tz~ 1^1 2 -  A： II, |ア 2 —：v|  ご fl — ツII 
であり，さらに '

I x  -  y \ ^  \ x - T z \ - ^ \ T z - -  y \
<11 ズ ー 么 | + | ス ー ツ 1 = 11 ズ ー ：vO

であるから, I  ーア2 [|ニ(1ズー《2：|, IIツーで i ニ i ター么l i をうる。H ilb ert空間はstrictly 
c o n v e xなのでr 么= 2Tをうる。だからF ( r ) はfillである。 （証了）

上の定理によって，C が有界なとき:Tの不動点はいつでも存在するのである。

定理2 CをH ilb ert空間ぜの有界で閉な凸集合とし， アをCからじへのnon exp an siveな写 

像とする。また？をF ( ；T ) 上へのmetric p rojectionとするとき，次の(1)と(2)が成立する。

( 1 ) 任意のズに対して，CからCへの写像7 \1を
T n X ニ ( 1  一 Tx-\-~Xo  ( «  = 2 , 3 , ....... )

とすると， は一意の不動点《<れをもつ。

(2) W->ooとしたとき，こ の は ？:*：0に強収束する,
証 明 （1 ) とし， ッg C とする。

^ T n X - T n y l - ^  ( 1 一-^) II ズ一タ II
より，T nはC上の縮小寧像であることがわかる。 それゆえ， の不動点《« が- -意に存在する。 

これで(1)が示された。 '
_ - 35 ——
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(2) { « n j を{びn } の任意の部分列とする。そ の と き , の 部分列で《0 = ^ダ0に強収束す 

るものを見つけれぱよい。いま"《ニ 2ら { としよう。 は有界なので{が{ } の部分列でC の元 が に 

弱収束するものがある。とのとき，一般性を失うことなしでリ{ が"に弱収束すると仮定してもよ 

1/ソこのびがァのf 動点であることは後でIE明するとして，がf が Woに强収束することを示そう， 

任意の / に対■してびi はの不動点であるので

-Vi +  ( 1 一 -— —7 V0 ニ - ^ め )"i  «t * th
であり，また《0はT の不動点なので

-Wo+ ( 1  —~ ) (JIq~ T u^  — ~ —— Uqth « ‘ ' 、リ リ / nt
である。びニ/ ー^^とすると

〈"广 "。, " i —uoy +  ( 1 — - 一 ） くu " i —Ut t o) リ‘一 "0>

fii
となり，びはm onotoneなので,

Wi Hi
1 ^^0 一 ぴ0， "i 一 び 0>

— 一 ( X̂q — Uq, Vi—tioy

となり，

Jff — — "0，"i一"0>
二 くズ0"~"0，"  一"0> +  くズ0一"0， 一 V y

をうる。Wo=jP:̂ ：oなので〈ズ0—"0, " —«0〉く 0 であるから

くズ 0 —"0， "i 一"'')
をうる。びパよ" に弱収束するから，"{は Woに強収束することがわかる。さ て が !T の不動点であ 

るととを示す。いま":¥ァ" とすると補助定理2 より

lim  I " i 一  V (|<lim  I v i — T v \

ニ} ^  \ T v i ~ T v \

^.lim I Vi— V Q 

となり，矛盾を得る◊それゆえリである - (証了〉

上の定理はB ro w d er〔7 〕によって明されたものである,
_ _  36 —
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, 不動点定理とその筒辺 .

§ 2 . 非線形ェルゴード定理 

非線形ュルゴ* -ド定理をIE明する上で次の補助定理は本質的な役割りを演ずる。

補助定理3 C をH ilbert空間ぜの閉で凸な集合とし，7^をじからじへの1110116乂93118レ6 写像と 

する。F ( r ) ：̂0 を仮定し，P ' ^ F ( X ) 上へのmetric projさc t io nとする。そのとき，任意の 

に対して，P r "义は強収束する0
証 明 ズ G C と す る P i f、F ( J T )上へのmetric projectionであることより 

• ' \ P T ^ x - T ^ x i M P T ^ - ^ x ~ T ^ XI
=  iTPr"-iA：-T »jc i 
く！)P r a - iズー" -ijK l

となる。それゆえ， ダーr nズI)}は単調減少列であることがわかる，さらにC の 元 と F ( r )  
の元Wに対して？の性質より

< " -PVy Pv — «> ^  0
である。すなわち

B " - Pe；|2^  く が —？ リ，" 一 《>
となる。それゆえ，

lP v~  U 1̂ = IPV— V + V ~  U |2
~  II/* び一. " ||2 —  2 <Pe/—  V f U — v"  ̂ -\-\v — u\^
%\ v - u V ~ l P v ~ v \ ^  、

となる。いま" な ： pT'nズ とおくと

‘ ||P：r«+* ズー
• ；̂||ア"+*ズ一尸TれA：|2 — [|?ア《+*ズ~ ア》+» ズ 112

となり，{ \ T ^ x - P T ^ x \ ] が単調減少であることより, { /T » a ; }は C a u ch y列になることがわか 

る。それゆえズは雖収束する。 • (証.了）

これを用いて，j^aiilonの非線形ユルゴード定理〔2 〕力；簡単に証明できる，

, 定理3 Gを H ilb eft空 間 の 閉 で i£hな集合とし， をCからCへのnonexpAsiveな写像とす 

る。そのとき，次の条件(1)と(2)は同値である， '
* - o7
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( 1 ) F ( T } ^ < p ,  '

( 2 ) 任意の义e C に对して，

S n X - 各! ]  T^X

は弱収東する。

こ の と き , に 対 し て  

Q ズ==M；— limS■"ズ 
とおくと，QはC からFCT) の 上 へ の ニ  Q なるn on exp an sive写後で, Qr=T*Q ニ 0 をみたし 

ている。 

証 明 （1)=>(2) a t g C とする。補助定理3 より， は ダ C T )の 元 に '強収束する。 {ぶ„：»：} 
は有界であるから，その部分列で弱収束するものがある。そこでいまそのような部分列の極限がす 

ぺて />であることがいえれぱ(2)が証明されたことになる。 " G F  C O に対して， の性質から

( T K x —P T ^ x ,  P T ^ x  —
をうる。これと u r * ズーP7'*ぐ } が単調減少であることを用いると,

< u - p ,  T * x - P T ^ x y
く <PT^x~  ん  T'^x-PT^xy
ぶ  DP：t*a：—/) iiiir* ズ ー / r̂* ズ n .
く !IPr*ズ ー ク III ズ ー Pa；n .

をうるo 上の式を々= 0 か ら 々 —  1 まで加えて"でわる お ，

く" 一力，S n X - ~ ^ '  P T ^ x y  p  fl

と な る o /^で 4义 が /»に 強 収 束 す る こ と よ り ， も し ， ぶれ;^:が " に 弱 収 束 す る と 仮 定 す ると

く な 一 / * , "  一 / >〉 く  0
を う る 0 定 理 1 の IE明 か ら わ か る よ う に G^F(iT')すs：のでU V と お く と ， 2̂ ニ  /> を う る 。

(2)=>(1)は み A；が 弱 収 束 す ;5*と い う 仮 定 を 使 え ば ， 定 理 1 の 謎 明 と ま っ た く 同 様 に で き る の で 省  

略 す る 。 つ ぎ に 定 理 の 後 半 を 証 明 す る 。 タ g C に 対 し て ，

( ,SnX—Sny> Qx  — Qyy  fiSrtA； — tSnツ 111)0ズ ー 0 タ H
くI ズー：V 11 \ Q x - Q y \

で あ る か ら ， 《 ->00と す る と ，

W x - Q y [ ^ ^ U -  y U Q x - Q y \
を う る 。 こ れ は Q が nonexpansiveで あ る こ と を 意 味 す る 。 ま た 任 意 の a; e  C に 刘 •し て ,

SnTx- S n X - ^ O 、れズー X)
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であるから，《->ooとすると，Q rズーQjcニ 0 となりQTニ<?をうる。：T Q = gは明ら力、。 （証了） 

上の定理で•は {T*"a:}の Cesれ0 m e a n ,すなわち5"„ズ'の収束性を問題にしたが，：T " ;tそれ自 

身の収束性はどうなっているのであろう力、。次の定理はそれに答えるものである。 

定理4 Cを H ilbert空間がの閉で凸な集合とし，T をC上の n on exp an siveな写像̂とする* 
そのとき，ズe  C に対して次の条件(1)と(2)は同値である。 ，

( 1 ) T'"が ;弱収束する。

(2) F ( D ち♦であ》, 力、つ { T ^ x ) の部分歹IJ { T ^ i x ) がタに弱収束するなら，タe F C r ) で. ' ■
ある。

証 明 （1)=M2》 としよう。そのときr め)ニズ0である。 なぜなら，：Tj»；o：̂ズ0 とすると， 

補助定理2 よ.り

lim \T^x — XqI < lim  I T ^ x —T xq\

くlim (I T^-^x —Xq ||= lim  \ T ^ x - X qI

となり，これは矛盾である。

(2)4>{l) F \ T ) は空でないから，{ア《ズ} は有界である。それゆえその部分列び"，ズ} でC の元 

•Vに弱収束するものがある。一方 i ^ ( r ) 上へのmetric p ro jectionを？とすろと，補助定理3 よ 

り， は F ( T )の元么に強収束する。P は dem iciosedである（捕助定理1) からアグ= 么をう 

る。ところが仮定よりツ6 ^ 0 0 であるのでタニ^̂ をうる。これは{rnダ} が <2に弱収束すること 

を意味する◊ (誕了）

. この定理を用いると，O p ia lの定理〔3 0 が系として得られる。その前に次の補助定理をIE明し 

ておく。 ， 

l i 助定理4 C を H ilb ert空間/ / の閉で凸な集合とし， でをCからぜへのn on exp an siveな写 

像とする。そのとき，/  一？’は dem iciosedである。

証 明 ’ズ7|-^ズ0 とし，（ 一！T )ズ タ 0 とする。そのとき，（/  .一 デ）ズ0=«y0をいえぱよい0 もし， 

^ 0 とすると,
lim lir^tn—T'.roi^ljm fl もiーズoH

< lim  | ズ„一O o +ハ 0)1
■ ■

■—- ■ - ■■  ̂ ' ； — *—
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|T*ズn _ ァダ。!！

となり，矛盾をうる。 （IE 了）

系 1 C をH ilbert空間がの閉で凸な集合とし，アをCからC へのnonexpansiveなぎ像とする《 

もし，F \ T ) 〜ホで,ズ g c にねして, ；r»A：_:r*+»；v->o (M -> o o )なら, r"ji；はF ( T ) の元に弱 

収束する。 

SE明 定 理 4 の(2)を示すためにはF ( r ) キ5^な の で , ズ タ と 仮 定 し て グ を い え ぱ  

よい。仮定より,
r  れズー: —：r)r"A；一。

であるので，捕助定理4 を使うと（/ 一：T)タニ 0 をうる。すなわち7> ：=ダである。 （証了）

ケ次元ュ-•クリダド空間では弱収束するととと強収束することが一致するの で , ズやr"A：の 

弱収束性はすべて藤収束性にかわる。

現在ではS'nA：の弱収束挫は同じ仮定のもとで, FrもChet differentiable ノルムをもつ一様凸な 

Banach空間のときにまで保証されているが（B m ck〔10〕，Reich C38：] をみよ），アの不動点の存在 

はもっと一般的なB anach空間のときにでも誕明できる（Browdet〔6 ), K ir k 〔28), L im 〔SI〕をみ 

よ），

§ 3 .  M axim al m onotone 写像

この節ではmaximal monotone写像について論じる• この非線形写像はnonexpansive写像と 

並んで重要なものである。 

がを実H ilbe rt空間とし, パc / / xがとしよう。そのとき，atg；/に対して，

■<4ズニ= { ツ G/ / : ( ズ ，タ ）e  A}
によって，ぜから2がへの写像/1が定義されるが，逆に//から2がへの写像によって/f x i / の部分 

集合も定義でぎるので，//Xがの部分集合を考えるととと，がから2だへの写像を考えるとととは 

同値である。タC //X //に対して，

£)(A ) = ( x g H  ： A x ^  (f) },
■/?04)ニ リ ズ g / ) 0 4 )》

でA の定義域, A の値域を表わすととにしよう。/1-1(タ）は集合{ ダGぜ：タ€^4ズ}のととであ

— ■— 40 *■-
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る。 ががの拡張であるとはP ( A ) c D C S )でかつA乂C fiズが成り立つことである。 

: A c / / x ががm onotoneであるとは, （ズi,jvO, O 2, タ2) e  A に対してつねに

くズ1ーズ2,ツ1ータ2> ^  0
が成立するときをいう。m onotone集合A がぜXだ■のどんなm onotone集合の中にも真に含まれな 

いときm axim al m onotoneであるといわれる。ッォルンの補題〔1〕を使うとmaximal monotone 
集合の存在が保証される。m axim al m on oton e集合に対しては、次の重要な定理が成り立つ。

定理5 バをm o n o to n eとする0 そのとき，パが maximal m o n o to n eである必要十分条件は 

ニ 7 /が成り立つことである。このとき, すべての2 > 0 に対して /? ( / + M )  ニがとも 

なる。ただし， / は恒等写像を表わす♦ •

A が m axim al m onotoneであるとき，ぶのr e so lv en tといわれるがから•DC/l) への写像

U > 0 )
と，の Yosida approximation といわれる

A , = - ! ( / - / , )  >  0 )

が定義されるが，L ,  A ,については次の性質が成り立つ♦

補助定理5 A c ぜXがをmaxim al m on oton eとし, ク> 0 とする。そのとき次の性質が成立

する《

( 1 ) ムは一'価写像であり，ズ，タG / /に対•して11/パームツ！] くI U — ツIIである。

C 2 )ん は m onotoneであり, ズ, ツs / / に対して | んズーんタ|] く ズ ー タ 0 である•
( 3 ) ズG i /に対して, A jA tgA /パである。さらに, ズeZ)CA) に対して

HんズHく！!•̂ oズil==infU タ I : y ^ A x ) ,

(4) x ^ D i A y に対して, lira/パ = ズ.
⑤ A： £ の0 4 ) に対して, limんズ=ルん

ただし, A0ズはAズの最小ノルムの元である。

( 6 ) ある数列;U -> 0に対して

XxrT^Xa,ん „ズ̂ „~^>>0ならぱ O o,タ ん  

註 明 0 0 ,② > 0 とし,（ズ <,タ = 1 , 2 ) としよう♦そのとき,
レ 1 + む 1—0 2  +  ̂ 2)112

^ \ x x - X i V - \ - 2X i x i - X i y y i - y z y  +A2|]タ1ータ2ド

— 4 1 -—
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より，ムとんは一価写像であり ,
i / パー/ ; ( タ  11 く  11 — タ |1,

X -  y l
であることがわかる。ん が m onotoneであることは明らかである，

( 3 ) 定義によって，ズe がに対して

/  +^A) J i X—JiX') =  AJxX
であるo /i ニK ズ+ む，ズ）：（ズ，：y)Gパ} なので , (んに対してんダニ  ~^ {/ズズ+ む） 

- J x ] であり，それゆえ，

II んズ R =  了 ii/j( ^ + む）一 y^n
く +  むーズ II ニ| グ| .

(4) バはmaximal m onotoneなので，すべてのj c s の（バ）に対してバはぜの閉で{^!|な集合 

となる。それゆえぷ：》：の中’に最小ノルムをとる 4̂0ズ力，、存在し，それは一意であるe すべてのズG 
/> G 4 )に対して l/iAT—ズ1：̂ス（Iル :trfiであり, ム は nonexpansiveなので, x ^ D i A ^ に対し

(5) X e Z ) (v 4 )とし， タ》1= ん „ズ を タ 《ユ タ i なるような点 列としよう0' ん は m onotoneなの

で

〈ッ7»—び，Jxnレ な 〉> 0 ,  ( « ,  " ) e y l ,
となる。それゆえ

i y  — V f x  — u'y ^  0 , O , リ）6 ん 

は m axim al m onotoneなので, _y e y lズをうる。

I) ：V I く  lii5 II >»„ I く  n s  I _y„ I シ ズ  11 
を用いると，A®ズ= タ と Iレ" タ IIをうる。そこでlimタ n  =  となり, limAiズ=/10ズ ホらるI

(6)は(5)と同様に証明できる, (証了）

今や，A c / / x がを m axim al m onotoneとし，初期値間題

0 ,  U (0) ニ Xq

を考えよう。このとき次の定理が成立する，
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定理6 任意のズo g £ > 0 4 ) に対して，次の条件をみたすような函数"：[ 0 , o o ) - j ^ H がー意に 

存在するめ

( 1 ) "(り  g Z )0 4 ), t > 0 .
② " （り は [ 0  ,  o o ) 上でリプシッ ツ連続であり,

I, (hi n
clt Z,coCO, +O0； H)

(3) ( 0 , o o ) のはとんどすベての/に対して

. dt iCO

く M 。,ぐ ，

d t + Am(.りョ 0 ,

(4) « (0 )  ニ乂 0.
さらに, びは次の性貧をもつ。

( 5 ) びはすべてのすG [0  , 0 0 )に対して右微分可能で，

☆り .+  ル"(りニ 0 ,  t G [0 ,o o ) .

⑥ は 右 連 統 で あ り ，困数す^~>^ぷ°«(011は単調減少である。 .
(7) y Q ^ D ^ A ) に対するもう一のつ解をとすると，すべての^ > 0 に封して

H" ( り 一  り ！! く ！!ズ 0- グ  oD
である。 ' ,

この定理の誕明は多くの紙面を用するので，ここでは省くことにする（cf. Br6zis〔5〕)，
い ま ズ と ，> 0 に対して

S(_Ox~  w ( 0
とすると，S ( J ) は(7)より！> (/4 )上 の n onexpan siveな写像となり，<5 ( り を Z)(>4) ニ C (乂が 

maximal momotoneなのでCは}f!iぎ合となる）上に一意に拡張することができる。 そこで，’C上の写 

像の族

ぶ ニ { S ( り ：/ ^ 0 }
と作ると，このS は次の4 つの条件をみたしていることがliE明できる，

( 1 ) «S( if +  S ) ズニS (りS ( 5 )ぶ, x ^ C ,  t i  5 ^ 0 ,
(2) S  (0) X ~  X ,  X & C ,

, ( 3 ) 任意のズg C に対して，*S(りズは# に関して連綺である*
( 4 ) l|*s(り ズ ー *ぶ （り タ  U く ー タ  I, A；, y ^ c ,  t ^ O ,
般に，H ilb er t空間f / の閉で凸な部分集合C上で定義された写像•S C O の族5 ニ{ • $ ( / ) :  t と 

0 } が上の4 つの条件をみたすとき， iSはG上のnonexpansive sem igroupであるといわれる。

4 が maximal m onotoneであるとき, 上の手練きによゥて , D ^ A ) —。上 の nonexpansive

■ ■ .
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semigroup 5  =  { 5 ( 0  ：  ̂ ^  0 } が作れたが（このとき/!はS の generatorとよぱれる），逆に / /  
の閉で凸な藥合上に iionexpansive semigroup S が与えられると， C となるトうな 

m axim al m onotone写像バが一意に存在して，これはS の gen era to rとなっている。

それゆえ，iionexpansive sem igroupの研究においてはm axim al m on oton e宏像での定理が 

有効であり，maximal m onotone写廣の研究にあたってはnonexpansive sem ig ro u pでの定理 

が有効に使われるのである《

§ 4， Semigroupに対する不動点定理

この節ではsem igrou pの不勤点定理を考える。まずはじめに nonexpansive semigroup に対 

する不動点定理を議論する。この譲論においては前の節で明らかとなったょうにmajdmal m on- 
G tone零像における種々の定理が有効となってくる。nonexpansive se m ig r o u pの不動点定理を 

IE明する前にnonexpansive sem igroupの不動点と関連してm axim al m onotone写像の性質を 

少し調べておこうC ぜをH ilbert空間とし.， を m axim al m onotoneてあるとしょう•  

そのとき，後でわかるょうに，

^~KQ) =  { ： O ^ A x )
なる集合が非常に重要となってくる。実はこのA -i(O )は •/!に ょ っ て 生 成 さ れ る 二  C上の 

nonexpansive semigroup 5 = { 5 ( 0  ：  ̂ ^ 0 } の共通な不動点の集合

Fe s ' )  =*n  / ^ ( 5 ( 0 ) = n  { x ^ C  ： 5 ( 0 ：)^ = ^ }
と一致しているo 

実際，ダ と バ に 対 し て ，

5  (の X — V 1̂ —~j) X ~  V

= 1  <405■(りズーか+ ty, " — S ( りズ〉ゴ宏

^ J <tv, V - S i O x y  d t ............... (★)
が- -般にいえて，特にいまタGぷ- 1 (0 )対してズニタ， v- = y ,  0 を上の式に代入すると,

す0 S  (タ）ターク[12;̂  0

が得られる/ > ? ( > 0 ) は任意なので，^ e _ F O S )であることがわかる• 逆にタe i ^ o s ) とし，任 

意 の 0 ,  w O e X に対して, （* ) 式を用いると, *
v ~ y ' >  ^  0

か得られる。 がmaximal monotoneであるととより, タg Z > 0 1 )で/!タs O をうるレ
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不動点定理とその周辺 

この事実を用いて次の定理を誰明する。

定理7 C をH ilbert空間がの閉で凸な部分集合とし，S'ニ {■SCり ：f >  0 } をC上で定義され 

た nonexpansive sem igrou pとしよう。このとき，つぎの条件(1)と②は同値である，

( 1 ) n s ) 、 <h
(2) C のある元ズが存在して, { ぶ（りぶ：《> 0 } は有界となる《»
証 明 （1)Z>(2)は明らかである。

(2)^(1) { S i O x  ： 0  0 } を有界とし，

S'‘ S C n x d t

としょう。そのとき{み A：: X ^ Q ] も有界となり，*5りズュタとなるょうな{ S りズ} がとれる。

A を C上の nonexpansive semigroup S  の generator とし， とすると

X<tv,  v - S , x y

をうるから，/? = ；{{とし，んでわっても一►OOとすると，

<M；, の ー タ 〉> 0
をうる。A のm axhnalityからツg D O I ) で 0 e  ^4(タ）をうるo それゆえ， >4づ(0) ニ F ( S ) で 

あるのでタg F O S )をうる0 (IE了）

ここでnonexpansive semigroup.のエルゴード定理を述べておこう•

' 定理8 Cを H ilbert空間の閉で凸な集合とし， S S ( り ：# >  0 } をC上の nonexpan-  
sive sem igroupとする。そのとき，次の2 つの条件は同値である。

(1) ♦ ,
(2) C の任意の元ズに対して，+ [  S ( りズゴf は弱収束する，

このとき,じの任意の元ズに対して

Q x ^ w  -^Viva^ f S ( O x  d t  

とおくと，QはCからF (< S )の 上 へ の な る nonexpansiveな写像で, /  ^  0 に対して

a s ( り=*s•(り
をみたしている。

(2)4>(1)ぱ定0 1 7 と同様にできる0
45
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(1)4>(2)は次の補助定理を用いて，定现2 と同じ方法で証明できる，

補助定理6 C を H ilbert空間だの閉で凸な集合とし，S'ニ{*S(り：f  >  0 }をC上のmmexpa-
nsive semigroup とする。 î ’ OS)キ とし，jPX S).の上への metric projection を P  とする• そ 

のとき，C の任意の元ユ-に対してP 5 (りは強収束する。

証 明 は F ( S ) 上へのm etric projectionであるので， " s i / と 《G j P ( S )に対'して

\ P v — U |2 < | V — u \ ^ ~ \ P v — V |2 
.が成立する。ここで"ニ S  +  h )  X , w =?=PiS(りズとおくと,

+ /z):v:—•PtS( り:
く 15  ( / +  み） —P 5 (り a;|2 — II >S ( / +  み）ズーP*S(f +  み）'r P 
く U *5 ( りズ一_P5(/：u |2 - n  5 け +  み）ズ ー/^ 5(け /^)ズ112 

を得る。 , >5(りA： は単調減少なので；P»S(りズはCauchy n e tとなり，Pぶ（りズ 

は強収束する。 （証了）

つぎに>S(O a:それま身の収束性を問題にする。これに対してはPa2y〔36〕の 2 つの結果がある

定理9 C を H ilbert空間がの閉で凸な集合とし，S ニ{ S ( 0 : 0 )をC上のnonexpansive 
sem igrou pとする。そのとき， a:e  C に対して次の条件(1)と(2)は同値である。

《1 ) S (りズは弱収束する

(2) F ( 5 ) ：V 9^であり，か つ ( ら）ズ~ならぱタ g F O S )である。

証明は定理4 と同様にできるから，ここでは書かない

定理10 C をH ilbert空間/ / の閉で凸な集合とし，《S ニ {5*〔り：f > 0  } をC上のnonexpansive 
ijem igroupとする◊そのとき， C に対して次の条件（i ) と（2) は同値である。

( 1 ) <5( りズが雖収束する。

( 2 ) ド( 5 ) ：̂^ 6であり，かつ {S  ( りダ} の中に強収束する部分列力，港在する。そして*5( わ）ズ- > 
わ i t らぱp G p \ S ) である。

証 明 （1) (々2) 5 ( りズ- >/>とする。すると

•S ( S ) /» ニ ぶ OMimiS ( りダ*=lim S (5 + りズ *=力 
となり， がいえる0

(2)：> ( 1 ) F ( S ) ^  <j>とし，S ( J i )  X -トわとする。そのとき/ > g /? O S )であるので, t 〉t i とする

 -------------  • 4 ^ )  *"— - '  —
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I ぶ（りズー/>1 = 11 *5 (れ + ぶ）ズ— tS(5)/> j 
11 ぶ（ら）ズー/̂ fi

となり, * 5 ( りズであることがわかる , (証了）

定理9 と定理10を比較すると，5：(りダの強収束性を研究するととはそれ程意義のあるこ と で は  

ないととがわかる◊なぜなら定理9 においてはi^XS)キであることより， (りA；} が有界とな 

り，いつでも弱収束する部分列がとれるのであるが，>S( り ;t;の強収束性を出すためには{5 ■(り ;1；} 
のある部分列に対•して強収束性を仮定しなけれぱならないからである0
この節を閉じるにあたり，nonexpansive写像から作られる一 般̂の sem ig ro u pのネ勘点定理に 

関し少し触れておこう。

定理11 C を Banach 空間の weakly com pact convex 集合とし，normal structure をもつ 

ものとする。そのときC上で作用するnonexpansive写像の作る left reversible sem igroupは 

共通な不動点をもつ。

—*様lOjな Banach .空間の有界で閉な凸集合やB a n a ch空間のコンパ々トな凸集合はnormal 
structure をもっているし, le ft  amenable semigroup (可換な semigroup も含む）は left reve­
rsible se m ig r o u pの特別な場合であるから，上の定理は相当一般的な結果であることがわかるで 

ぁろう。

§ 5 . 凸 面 数

がをH ilbert空間とし， / をが上で定義され（一o o ,c o ]に値をとる凸函数とする。/•が恒等的 

に+ 00でないとき/はproperであると、われる。 properな凸函数/ に対して，

3/ ( ズ）ニ  レ *S / / : / ( タ）> / 0 ) +  <ズ* , ツ ー ズ > , タ e  が }
によって, / / から2がへの写， 5 / が定義される力；，この5 / は/ の subd ifferentia lとよぱれ, 
convex program m ingの理論において重要な役割りを演ずる作用素である。 / がズでdifferentia, 
b leの と き は と な る こ と は 明 ら か で あ る 。p ro p erな凸函数/ : / / - <  一 CX), <x>]に 

lower sem icontinuousを仮定したときが特に重要であるので，以後/ としてそのような®数のみ 

を収り扱う。 / の su b d ifferen tia l3 / の性質として，ズoが O s 8 / O o ) をみたす必要十分条#は

/ O o )  ニ  m i n / O )
—— 4 7 ——
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であることを知っておくことは大切である，

実際，0 G d f i X o ) なら

/ 0 ) > / 0 o)+ <0 , タ ー .to> = / ( ズ0)
となり， / ( ズ0 ) は / ( ズ）の最小値となるし，逆に/ ( め）が / 0 0 の最小値なら

/■(タ）一 / O o ) > 0 = < 0 , ツ ー ズ 0>
よりO e 3 / O o )であることがわかる。

補助定理7 /  : i f - K  一 00, 00〕をproperな凸面数 で lower semicontinuousであるとし,

lim /  (x' )^coluい 《

をみたすとするO そのとき， .
/ ( A ；o )  =  in f{/(jc ) ： x ^ H )

なるA：oGの( / ) が存在する。ここでD C /〉は / 0 0  <  + COなる点A；の集合を表わす，

証明ゴニ  i n f t ^ O ) : ズG / f }とし，{ダ を l i m / O j  ニゴとなるような点列とする。その 

とき条件によってレ《}が有界であることがわかる。それゆえごズ 0なる{ズ《}の部分点列{ズ《̂  
が存在する。/ は lower sem icontinuousなので，

となり，y O o )  ニ inf {/■ (»:ズG i/}をうる。 （証了）

上の定理の特別な場合を考える。C をの閉で凸な集合とし , をG / /とする。いま，が上の商数 

/として

I Z ~  x l ,  x ^ C
/C O  ニ

I + C O ,  X  ^  C

とするとき，《/■は補助定趣7 の条件をすべてみたしている0 それゆえ:
i ーズoil ニ inf { I >2r— ：I： H : ズ G i f }

• = in f { \ z — x \ *, X ^ C )

なるズo e C の存在がわかる，

上の補助定理を使うと次のd f に関する重要な定理力♦、証明できる•

定理12 //を H ilbert空間とし, ズ ：//-►( —oo,oo〕をproper lower semicontimtotis な凸商

数とする。

そのとき，8 / なm axim al m onotone写像である。

    _
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証明ダ i * e めゾ:》:’0 ( r - l , 2 ) とすると，

K X i ~ X 2 , X i *  — Xz * y  ニ くズ1一'ャ2 , -■'̂ 1*〉一 〈ズ1一め!，-V2*〉
>  ー（/ ( ズ0  一/■(ズ1)+ / (ズ I) 一/ (A：2 ))=  0

より，8 f  kt  m onotoqeな写像となる。これがm axim al m o n o to n eとなることをいうには,定理 

6 より /?( / + 5 / )  =  / / であることを示せぱよい。す な わ ち , に 対 し て 方 程 式

^ o + 9 /(a ：o )3 a；o*
をみたすようなズo G i X a / )の存在をいえばよい。いま， ,

， 1 ■=  ^  | 2 + / ( ^ ) ~  ( x , X o * > ,  X ら H  • .

としよ〉。そのとき，/ 1 は/ / 上の lower sem icontinuousで、proper凸函数であり，さらに

l im /i(め :
II X

をみたしているから，上の補助定理が使えて

/ iO o )  =  i n f { / iO ) : ズ e / / }
となるようなズo G i ) ( / i ) の存在がわかる。とれから

/"( ズ0) — / ( ズ）く く ズ 0— ズ ，ズ0*〉+ く ダ ー め )，ズ >
ズニ/ A：o+O l— りび ( r e [ 0 , 1 ] , U らH ) とおき，/ の凸性を使うと,

/ ( ズ0)—/ ' 0 0  く  くめ) 一  W パ 0*> + 〈" 一  ズ ，/ ズ 0+ 〔1一 り め

1 とすると

/"Oo) く くズ0— " ，ズ 0*> +  く W-A：o,ズ 0>
それゆえ

f  C )̂ "  f  C^o) ̂  — Xof Xo*~~Xoy, U ^ H
すなわちズ0*—ズ0 6 3 / (ズ0 )となり定理が証明された。

をうる。

をうる。

となり，

をうる。 (誕了）

これを用いると，次の系が得られる。

系 2 /  ： / / -> (~ o o , o o ]を lower semicontinuous で proper 凸函数とする。そのときの（5_/)
はi ) ( / ) の d en seな部分集合となる0 

.証 明 X ミ D  ( J " ) とし，>?>0.とする。/ ? (  / +i?5/)=i/なので, A：J+/?3/ズょ3 ズなるような 

a;,g_D(3/ ) がー意に存在する。それゆえびの定義より，

■ U-xA^^-Xfix,')^Xfix-)

をうるb /に対して

/ 0 ) >  くズ，ズ*〉+  パ， X e / f  '

か- 、、-- 微ぢ§轉雄織■ぽぱ嫩ゅ微'勘，霞す--麻对ぐが、めへ'^トパも…嫩ぜ截
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となるような- がと；《 (実数）が存在するので， / 〔. r ) のかわりに/ 0 ) ニ / 0 0  — くぶ，
を考えることにより, 厂 .rll— 0 力れ、‘える。これでi^ ( 5 / )  ニ £ > ( /)がいえた。（証了）

次の定義はfiru c lc〔9 〕による。

A a H x N を m onotoneとする6 ^ が demipositi'i^'eで'あるとは/4 - i(0 )キダであり， さらに次 

の条件が成り立つときをいう。

. to e /l- i(0 ) が存在して A：nュズ，y n ^ A x n ,  sup|>»„|< +  oo, lim くタ„ , ズ《 —ズ0> =  0 のときゆ 

いつでもズら/1づ（0 ) となる。

この定義のもとで次の定理が成り立つ。

定理13 _/4 を m aximal monotone で dem ipositive であるとし，<S =  { 5* (り：f ^  0 } をバに 

よって生成される力（A ) 上のnonexpansive sem igrou pとする◊ そ の と き , に 対 し て  

ど（む）ズ■-タならぱグ g A - 1(0)ニF O S ) である。

この定理と定理9 を用いると次の定理が得られる。

定理14 CをH ilbert空間/f の閉で凸な集合とし，^  =  {*5ひ）：  ̂ ^  0 }を 0 上の nonexpansive
sem igrou pとしよう。パをそのsemigroup S の gen era to rとし，そ し て が dem ipositiveとす/ . . .  *
る。そのとき，任意のズg C に対して6*〔り は F (ぶ）の元に弱収束する。

‘方，lili函数/ に対しては次の性質が成り立つ。

定理15 /  ： / / - > (  —00, oo] を lower semicontinuous で p r o p e rなffli函数とし，最小値をも 

つものとする。そのとき， / ■のs u b d if f e r e n t ia l■はd em ipositiveである0  

証明一般性を失うことなしで，0 ニ とすることができる。

/O f l )  =  m i n / O ) = 0  
とすると, 0 g 8 / ( ッ0 ) である。いま，.

^n'一''ズ , y lim く"ji，ズn ーグ .0〉~  0
と仮定すると， / ( も0 ^ 0 で

0  ^  /  C y o ' ) ^  f C X n ) +  < V n , y o - X r t y  

なのでH m /O ’„ ) = 0 となる。/*ゆノルムの意味でlower sem icontinuousであるが, t!2i函数な 

ので, w e a kの意味でもlower sem icontinuousになる。そこで,
 50 — -
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不動点定理とその周辺

/  0 )  く (ズ„ )ニ。

となり， 0 G d f i x ' ) となる。また8 / が m axim alm onQ tone't?あることは定理1 2 より明らか。

' ‘ （誕了）

以上より，次の結果をうる。

定理16 /  ： h ~ ^  (^ -0 0  , 00] を lower semicontinuous で proper 函数とし，最小値かもつ 

ものとする。d f を/ の su b d ifferen tia lとし，ぷ = { 5 •(り ：/ ^  0 } を d f によって生成される 

( 5 / )  = の（/ ) 上のnonexpansive sem ig ro u pとするならば, 任 意 の ズ に 対 し て ，

<5 ( りズは/ ' の最小値をとる点に弱収束する。 ，

§ 6 . F a n -B r o w d e rの不動点定理

f
この節では，線形位相空間のコンバクト凸集合上で証明されるいくつかの基本定理を系絲的に得 

ることを試みる。その前に, よく知れた2 つの定理を述べておく。

定理1*7 (もrouwerの不動点定理） X をn 次元ュークリッド空間/?«のコンパクトでな集合とし， 

r を义からX への連続な写像とする。そのとき， の中にでの不動点力';存在する。

定理18 (単位の分割定理） をコンパクトハクスドルフ空間とし，{ G i , G z , ……, G n l をX の 

開被覆とする。そのとき次の3 つの条件をみたす;T h の《個の実数値連続函数タ 2 , ……，/9«}: 
が存在する.◊

( 1 ) 0  ^ P t C x ' ) <  1 , x ^ X ,  ?' ニ.1 , 2 , .........., « *
(2) I ] ん0 )ニ 1 ,
(3〉 ならぱ./3べズ）ニ 0 ( / ニ 1 ,2 ,，..."，" X

定理17の基本的な誕明はK u g a〔30〕によってなさ;Kているので，それを参照されたい。また定 

理18は U ry so h nの捕助定理〔1 〕を用いることによって帰納的に誕明することができる。これら 

の定理を用いてまず次のF an-B row derの不動点定理〔8 ：) を証明する。

定理19 A’を線形位相空間（もちろんィ、ク ス ドルプは仮定する）の コンパ ク トな凸集合とする。アを 

次の条件(1)と(2)をみたす义から2ズ（ズの部分集合の全体）への写像i する。

 5 1 -----
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( 1 ) 任意のズGズに対して， はの空でない凸集合である。

( 2 ) 任意のタe X に対して:タニ  { ATG义 ： g T a: } は ■の開集合である。

そのとき，■：'̂ oeT'>a；o となるズズが存在する。 . ，- ，

証 明 任 意 の -r eA ^こ対•しては空でないことより，{T—iダ： y  g X } はX の開被覆になると 

とがわかる。A'はコンバクトなので，そ の 有 限 開 被 覆 Tづタ2 , ..…，，T - ^ y n ) が存在する。 

定理18を用いてこの有限開被覆に対する単位の分割び1,ル, ……, iS „ }を作り，X からズへの写像を

で定義する。 す る と す ベ て の に 対 し て で あ る ◊ なぜなら；C e_Xにおしてル0 )  
0 な ら で あ り ，それゆえタ{ [ アズである◊ r ズは集合なので j K O g でズをタる。い 

ま を {夕J, 3；2 , ……，jVn}によってはられる凸集合とすると, この? X oは /?れのコンパクトif!i 
集合と同相になる（C f.〔26〕)0 は _^«から义0への連嫁写像なので定理17が使えて ：̂0=/>ズ0^ァズ0 
なるズoG义をうることができる。 C IE 了）

同様に次の定理も誕明できる,

定理I9' A'を線形位相空間のコンバクトな凸ぎ合とする《ァを次の条件(1)とゆをみたす^^から 

2ズへの写像とすを。 ' , ン .
( 1 ) 任意のズe 义に対して: はの開集合である。

(2) 任 意 の に 対 し て タ は ;^の空でない凸集合である。

そのときズo e T ズ0なる点ズが存在する •

定理19を用いて次の存在定理をIE明することができる，

定理20 X を線形位相空間の空でないコンパクト凸集合とする。>4を次の性質(1), (2), (3)をみた 

す;sTxJ^の部分集合とする。

( 1 ) 任意の: ズに対して，集合{ ズg X  : ( ズ，> O g A }は閉である,
. ( 2 ) 任意の ,r e j r に対して，（もズ）£ / 4 である。

( 3 ) 任 意の义に対して，集 合 { ツ£ ズ ：（ズ，タ）まv 4 }は凸である，

そのときATflX义C 4 となるズo e 义が存在する。

証明背理法によって誕明する。任意のズGズに対して0 , > 0 を^ なる> 0 ^の存在を仮定 

する0 いまズe ；*rに対して,
 --------------------------5 2  — ' —
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r ズニ { ツS 义 ：（ズ，少）をA}
とすると，ア;》?は空でない凸集合である。また:T - \yは開集合であるので定理19より：*:oe7\Y oなる 

点a；o g X が存在する。すなわち（ズ0,ズ0)を乂である。これは(2)に反する。’ゆえにズo X X c y lなる 

め)e J fが存在する。 （証了）

定理20の直接の結果として次の使いやすい定理をうる，

定理2 1 ズを線形位相空間のコンパクト凸集合とし，F を次の条件00, (2), (3)をみたす;^ Xズ上 

.のま数値函数とする。

( 1 ) 住意のタ6 义に対して, ズ の 面 数 A：, タ）は upper sem icontim iousである。

( 2 ) 任意のズGズに対して，タの画数F ( ズ，タ）は quasi- co n v exである。

( 3 ) す べ て の に 対 し て ， ンごとなるような実数 が存在する。

そのとき，すべてのグe 义に対してi^ O o ,タ）ンとなるような么が存在する。

証 明 い ま •/l =  { 0 , ^ ) e ズXズ ： タ）>  とする。そのとき定理2 0の条件(1),(2)もみ

たすことは明らかである。.パが(3)をみたすことを示す。 a t g Z に対して，集合C =  : ( ズ，

ツ）まバ} は {_yG义 ：F O , ツ）< c } なる集合であるが，いま

C n = { y G X  \ F(^Xy y ' ) ^   ̂ ( w = 1 , 2 , ....... )
とすると，Cれは凸集合であり， ニ U C „ なので，Cは凸集合となる。これで定理2 0が使えて， 

すべてのツe ズに対して (ダ0 ,タ）>  <?となるA：o e X の存在がわかる。 （証了）

定理21を用いると，F a n 〔16〕によって証明された次の凸不等式のシステムに関する有用な定理 

を得ることができる。

定理22 を位相線形空間のコンパクトで凸な集合とし， ……，/ « を:^上で定義され， 

( 一00 , 00] に値をとるlower sem icontinuousでt£hな面数とする。そのとき，次の条件（1 )と（2) 
は同値である。

(1) « 個の不等式のシステム ■
C ( ? = 1 , 2 , . ，.，W)

が 解 を も つ ‘
(2) E  1 なる非負な数{び< } に対して，

. '
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なるタe ズが存在する。

証明②におけるタとして(1)の解をとれぱ，（1):メ2) は明らかである。

(2)=̂ (1) もし/ベズ0) く c( / ニ 1 , 2 ,……，" ）な る が 存在しないとする，

ji’ £ 义 ：/ f O )〉 } ( " ニ  1 , 2 , ......., i O
とすると，{Gi,Gz, ... , G „ }はX の開被覆になる0 いまこの開被覆に対する単位の分解を{タ1,
目2, •.•‘，，，M とし，Z X A '上の函数を

とすると，F は定理21の(1),(2)をみたしてお り , さらにズ の 函 数 ズ ） は lower semicond*^ 
nuousであるととより，すべてのA：に対してF ( 文 ，ズ）>Co> Cなる実数Coが存在する。そこで定 

理21が使えて, すべてのタgA "に対してF (め)，y ：) ^C6 >  C と な る 义 の 存 在 が わ か る 。 すな 

わち，すべての_y eズに対して

I ] ルO o)/«G O >

であり，ざ ズ 0) ニ 1 となるような非負な数びf(ズ0 ) } 力;存在したことになる0 これで IE明が完 

了した。 （証了）

§ 7 . 拡張された不動点定理 

まず定理21を用いてT ychonoffの不動点定理とS chaud erの不動点定理の拡張をえよう

定 理 2 3 太を局所凸な位相線形空間のコ ン パ ク ト で |!!iな集合とする。そのとき次の(1)あるいは 

(2)が成立する。 

( 1 ) r_voニ _yoなるグ ■が存在する。

(2) 0 < /K ズ0—ア'ズ0) ニ m in /)(  A；; — 7"ズ0)
となるような点と Z?上の連続なセミノ-ルム力が存在する。

証 明 （1)を否定しよう。すると，任意ズに対して，ん;（ズー:r：o >  0 となるよう;̂ぶj?上の 

連続セミノルムj ) xが存在する。いま

Gxニ { ツ£^^ : pt(^ y  — ry^)'s> 0 }
とおくと{G，： a：g X }はズの開被覆となる。义はコンパクトなので，その有限開被覆{Gル Gね，.'•, 

が存在するいこの開被覆に対する堪位の分割を{j3i, ……,/3 „ }とし，义乂义上の画数 /̂ ^

54
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FCx,  = E  Piix：,Pa：, i y - T x ：) - t  ^tCx)p,,(：x - T x )
とおくと，F は定理2 1の仮定( 1 ) , (2)をみたし, さ ら に に 対 し て F (a t ,  ；0  ニ 0 である。それ 

ゆえ定理21が使えて，すべてのツ6 ズに対してF C v o ,タ）>  0 な る が 存 在 す る 。すなわち， 

すべてのタG义に対して

E  f i iC^o)Pxi (y  - T x o ^ ^ ' S  ^ i Cxo) Px i Cxo- Txo) >  0

なる不等式をうる。ここで

" '
わ ニ H  わOCQ)Pxi

とおくと，定理の(2)が得られる。 （証了）

定連2 4 义をノルム空間だのコンパクトな凸集合とし，r をX から丑への連続写後とする。その 

とき，

となるズo eズが存在する0 
証 明 义 X Z 上の函数を

' F ( a : , タ ）ニ  I タ ー ：Tズ I 一  H ズ ー :T ズ I
とおけぱ，定理21によりすベてのタe ズに対して11ターr め) I I ズ0—アズoilなるズoGズをうること

ができる。すなわち定理が載明される。 （証了）

. * ..
定理23と定理24において，’T をらズへの導続写像とすると，よく知られたT y c h o n o ffめ不 

動点定理とノルム空間におけるSchaud erの不動点定理が得られる。 ’
つぎに定理22を用いてF a n の m inim ax定理〔14〕をSE明する參

定理25 X を線形位相空間のコンパクトで凸な集合とし，F を単なる集合とする。7^を;^ X F 上 

の実数値函数で次の(1)と(2)の条件をみたすものとする0 .
( 1 ) グg F を固定したとき, の® 数F ( ズ，タ）は lower sem icontinuousで co n v exである，

(2) ズg X を固定したとき，グの函数F O , グ）は concavelikeである*
そのとき, '

sup A；, タ）=  min sup/^(A；, ツ）yer xgx yer
が成i t するo
証 明 c —sup min F ( ズ，タ）とし，ドの任意の有腺集合を{yi> y 2t …，y n ) とする◊いま，

  05 ‘— -
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M

5^1びi ニ 1 なる《個の非負な数 {びf }とするとき，（2)により，すべてのズe_ATに対して

ZI o：i F i  x , y O ^ F C  X , j/o)
となるようなタ0^ 5^をうる。とめク0に対してC ニ S l i p  min F ( _ x ,  y } よ り F(_a；o,ツo.) く なる' 
ズ0が存在する。すなわち，i ]  ニ 1 なる非負な数 {び{}に対して

U  ociFCX(,,yi')^ F ( x o y y o ) ^  ci *= I

なる -r o e文が存东する。ここで，定理22を用いると .
«D { ： F (  x ^ y O ^

がいえたことになる。ズがコンパクトなので

n {パ  F Q x ,  c ] ^ < p
となる。これはmin s u p j P O ,タ）く Cを意味するので,

sup min •3；, タ ）ニ min sup ( ズ ，タ ）

の成立がわかる《

つぎに定理1 9 'を用いてS io nの m inim ax定理广42〕を簡単に証明する，

定理2 6 ズとF を線形位相空間£：1 とだ2のコンパクトな凸集合とする◊ i?'を次の条件（1 )と(2)を 

みたすX X F 上の美数値面数とする。 .
(1) y  e  F を画定したとき， の 面 数 ズ ，タ）は lower sem icontinuoiisで q u a si-co v exで

ある。

(2).ズ  GvY■を固定したとき， の函数 ( ズ， は upper sem icontinuous で quasi-concave
である。

そのとき,
min m ax ダ）ニm ax min タ）

が成立する。

I I明等式が成立しないとする。すなわち

m ax min F i x ,  y ' ) <  c  < m in  m ax F i x ,  y )
としようo いま，

A x ~ [  y  \ F ( i x i  y~) < c ) t  
B y ^ i x ^ X  ： F i x t  y~)> c  }

として， から2ぶx y へ の ギ像アを

y ' ) - B y X A x
— 56 —
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とすると，r は定理1 9 'のU), (2) の条件をみたしている。それゆえ，（ズ0, タo ) e r o り，タ0) となる 

O o ,ツ0) 6 ズX F が存在する。これを書きなおすとC < F (A：o,\yo)< C となり矛盾である。

(証了）

定理23と同じような証明の方法によって（定理21を用いて）次の多価写像に対するF a n の不動点 

定理 〔14〕を得ることができる。

定理27 A'を局所tillな位相線形空間£：のコンバクトな凸集合とし， T を义から2ズ へ の upper 
seirdcotttinuousな写像で，点ズを空でない閉で凸な集合にうつすとするねそのとき 

なる点ズo e J ^が存在する。

これを用いると次の興味ある存在定理が得られる。

定理28 ；̂を馬所凸な線形位相空閩丑のコンバクトで凸な集合とし，ぶ を か ら 線 形 位 相 空  

間への連続写像とする0 C を/^の閉集合とする， もし任意のズG X に対してけG X : g ( ズ,. 
j O g C } がゥねに空でない凸集合となるとき, gr(ズ0,ズo ) e C な る 点 ズ が 存 在 す る 。

証 明 X から2ぇへの写像：Tを

Tx=={  y ^ X  \ g C x ,  y ~ ) ^ C }
とする。アが upper sem icontinuousなることは, ，7*のグラフG (T)'. ニ { ( ズ，タ）：.ズGズ，Y ^  
T x ) カ灌合r ' i ( C ) と一*致することからわかる。上の定理より，ズo e T ズ0な る ズ の 存 在 が 保  

証され， (ズ0,ズ0 ) € じを得る。 （証了）

これを用いると次の2 つの系がえられる。 .

系3 Z を局所凸な線形位相空間のコンパクトな凸集合とし，firをX.xJ^から線形位相空間ドへ 

の連続写像とする。ズe X  ★画定したとき，タの面数6Tは affineであり，さらにズg ズに対して 

6̂ ( ズ，•V )-0 なるツe ズがつねに存在するとき，タ(ズ0パ0)= 0 なるズ0£ス̂が存在する。 ’

系 4 ；̂を局所凸な線般位相空間£：のコンバクトな凸集合とし，Cを£：の閉で凸な集合とする。 

またを义からどへの連続写像でひO c 义+ C をみたすものとする。そのとき, fir(ズ0) 6 め)+ G  
なるズo eズが存在する0
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§ 8 . 恋分不等式と相補性問題

C を局所凸な線形位相空間E の閉で凸な集合とし，r をCから丑* (i?のdual空間）への写像とす 

る。そのとき，

<7* ダ,"一ズ > >  0 ,  " 6  G .
をみたすC の元のことを変分不等式の解という。またCを dosed  convex c o n eとし, C * をC  
の polar, すなわち ，

C*ニ{ ツ£ だ* : く；SA：> > 0 ,  x g C )
とするとき，Cからど* への写像r に対して

T x ^ C * ,  ( JTx ,ズ〉= 0
をみたすC の元ダを相補性問題の解という。特に£ ニ ニ /?«, C ニ/ ? とするとき，上の式はズン 

0 ,  T x >  0 , iTx,  xy  ニ 0 となって, よく知られた相補性問題の形になっている。 このような問 

題は数理計画ゃゲムの理論，経済均衡論等においてしぱしぱまわれるものであるが，数学的にも 

非常に興味のある問題である。 ,
変分不等式の解と相補性問題の解との間には次の関係がある。

補助定理8 Cを局所凸な線形位相空間£：の closed convex c o n eとし，C *をそのp o la rと+  
る。：TをCからど* への写像とするとき，

{ X Ei C :T* ズ G C*, <T* Xf x'  ̂ ニ .0 }
ニ { A： e  C : — ：̂ 〉 と  Q , « G C }•,

証明ズを相補性問題の解とする。そのとき，すぺての^̂ € 6 *に対して

〈Ta：, u - x y  = 〈7’ズ，u y  -  <Tx ,  x y  ニ < rん u>
なので，ズは変分不等式の解になる。逆に， を変分不等式の解としよう。そのとさ，

<^Tx, U ~  X }  >  0 ,  u g C  
なので，特に ?̂  =  0 のときと" ニスズ（2 > 1 ) のときを考えればびズ，A；> = 0 をうる。証明を 

完了するためにはr ダG C *を示せぱよい。 を と す る と ，ぐr x , "ひ〉< o なる"o e c が存在 

する0 そのとき，く7、ズ,"0— ズ> > 0 より， 0 > ぐr x , U o 〉^  i T x ,  x y  ニ 0 なる矛盾をうる。

. ( 誕了）

定理20を用いて，コンパクト集合上での変分不等式に関する定理を誠明するめ

r三田学会;i誌j 73卷 1号 （1980年2月）
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後助定理9 X を局所凸な線形位相空間丑のコンパクトで凸な集合とする。 T をX からE * への 

連続写像とし， / : 义-K  一 o^，o o ]を lower sem icontinuousな凸函数とする。そのとき,
i Txa ,  X  - ^ 0>  +  f i x ' ) ' ^  / ( ^ o )  '

な る か 存 在 す る <»
証明いま

メ ニ { ( ズけ）e ズ xJ\： : <rズ， A：〉+ / O 0 > / * O M  

とすると，A は定理20の条件をすべてみたしているので， なるズoGJi：の存在がわかる。 

すなわち，

<Xxo, X -Xo}  + / 0 ) ン / O o ) ,  X らX
なるようなャoG义が存在する。 （証了）

この補助定理をぶが閉で凸な場合に拡張しよう。その前に定義を与えておく。 c とJ\:■を線形位相 

空間丑の閉部分集合としよう。そのとき， >ee3(7义であるとは， であり，さらにズの任意の 

近傍£ /(ズ）に対してC /U )n (C  — 9̂ となるときをいう。 2： であるとは， スe Z であっ

て，ズのある近镑び0 ) に対してび( > ) n ( c  — X )ニ0 となるときをいう。8ロ乂はCに関する义の 

境界といい，シ义をC に関するの開核という。

定理29 C を局所凸な線形位相空間丑の閉でlOiな集合とする。アをCから£：ギへの連続写像とし， 

，をじから（一o o ,o o 1への lower sem icon tin u ou sな凸画数とする。そのとき, もしC のコンパ 

クトで凸な部分集合入か、存在して，マGか;^に対して

<7"之, タ0—ズ> + / ( ：Vo) く/ ( ス）

とな’るようなタシズがつねに存在するなら ’
X  一 + .  f  (^ x ')  >  f  C ^ o )»  X G . C  

となるようなズo e C が存在する。 ‘
証 明 前 の 補 助 定 理 に よ り ’

くでズ0,ツー.ズ0〉+ パ ：)0 >  /"(め))， ズ （* )
となるようなズoGズが存在する。もし, め) ズならば，ズg C に対して:y=^A；+  C1 - )^ oe  
X となるような/K O < ；l < 1 ) があるから，

. メ（ズ0)$  / ひズ+ ( 1 —ス）ズ0 ) + スくでズ0，ズ一ズ0>
となり, / が凸画数であるととを使うと，

ぷ/ O o ) ；̂ス/ * ( » +  ス i Txa ,  X ~A；o>
をうる。. それゆえ, > ? > 0 でわると ’

ね，-*， を<̂ f：f滴
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/ ( a ；o)^ / ( ：v )+  <TXo, X - X q}

が成り立つ。ズo Sらズとすると，まず仮定より

(,Txq, Xd~yoy  +  f  Cxq) ^  f  Cy<>)
となるようなグo e ら义が存在する。また， 

<7̂ ズ0, ターA.o> + / 0 ) > / 0 o ) ,  y  g X  
であるので,

<Txo, y  - y o >  +  fCy' ) '^/Cyo) f  y  e X
をうる。タoGら; であるので， a tg C に対してタ= /b：+ ( l —ク）タo e J ^ となるような;i ( 0  <  y? 
< 1 ) が存在するので，前の譲論と同様に 

/ ( タ0)く / 0 ) +  <Txo, X ~yo}
をうる。またタ义なので （* ) 式より /

/  (.Xo)^ / ( ^ o ) +  びズ0 ,タ0 -  ■̂O〉 
をうる◊上の2 つの式を加;t ると

/  ( X̂q) ^  f  4- ^0, X —x^y
となり，定理の証明は完了する◊ . (証了）

上の定理と補助定理S を用いると，次の相補性問題に関する定理が得られる。 

定理30 Cを局所凸な線形位相空間どの閉でなc o n eとし，T をCからど*への連続写像とす 

る。そのとき，C のコンパクトで凸な集合ズが存在して，ズGかX に 対 し て . 
び Z, Z —タ0> ^  0

となるようなタ0^ シズが存在するならぱ ’
Ta；o g C * ,〈Tズ0,ズ0> =3 0

となるようなa：o g C が存在する♦ •

これを用いるとK aram ardian〔25〕によって得られていた次の興味ある結果が証明できる， 

系 5 C を f t次元ュ一クリッド空間K れの開で凸なc o n eとし, 7 ,を C から i?"への連続写像と 

する。そしてすベてのズe C に対して

<Tx~TO,x> ^ d x l ^
なるe > 0 が存在するものとするノそのとき，

' jTa；ogC*, くアズ0,ズo> == 0
• • ■ • ■■■■' X、̂ i *—'■ ,
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となるようなズoG Cが存在する。

I I明 r o = o のときはュ-0ニ0 とすれぱよい。だから:r o ：̂ o と仮定する，

Z 二い s C  : I A-IIく-!M L }

となる。それゆとすると，X はコンバタトな凸集合であり， -TGルX に对し, （？け !!ら Iの)BSズII 
え, ズ^ d c X なら

くr ズーr o , ズ> ■ ^ c u p = ^ m u x i  
となり，S ch w a rzの不等式を用いると

< T x , x y  ^  <TO,x> + m U x l  
• ^ - i ：roiiiiA：ii +  ii7^oii|A；i = o

をうる。これは定理3 0において： 0 となった場合である。 それゆえ， 7̂ め)gC *, < T xo, Xo> ニ 
0 となるようなズo e C が存在する。 （証了）

つぎに，多価写後における変分不等式と相補性問題を考える。誕明は一価の場合に似ているので 

省くことにする。

' 定理3 1 C を局所i£!jな線形位相空間の閉で凸な集合とし，T*をCからだ* へのupper Semico-  
ntim iousな多価写像で，C の任意の点ズをど* の空でないコンバクトな凸集合:T:t：に写すものとす 

る。また/  : C -> (~ o o ,o o ]を lower sem icon tin ou sで凸な函数とする。そのとき，もしC のコ 

ンパクトで凸な举合Ji：が存在して，ズ に 対 し て

inf <M；, — ;2 〉+  / (タ0) く/ 0 )

となるようなタo e どロがつねにあるならぱ

<>0,ズ，ズ0> +/■ (>)と/ ( ズ0)，^ e  C
となるようなズoG C とw；o 6：r ；Voが存在する。

上の定理において，C を閉で凸なc o n e とし/ ョ0 とすれぱ相補性問題に関する定理が得られる《 

最後に，B anach空間でのこの種の定理を述べてこめ節を終りたい。 .

定理32 E な reflexive Banach 空間とし，7"を，■£から への monotone で hemicontimious
な写像とする。C をの0 4 ) の閉で凸な部分集合とし，Cが有界あるいは：TがC上で c o e r c iv eなら 

ぱ，そのとき，

び … 〉; : 二 ……ぃ 〉



となるような解A： S  Cが存在する。さらに解の集合はC の有界で閉な凸集合で，特に:Tが strictly  
m oiiotoneなら，それは-^点集合からなっている。

r三田学会雑誌j 73卷 1号 （1980年2月）

前と同様に，この定理から相補性間題に関する定理がただちに得られる,

ム-ゲ凸§

凸ゲ ー ム の c o r e に関する定理を証明する前に，定理22を用いて，次 の 2 つ の 補助定理を証明し 

ておく。

助定理1 0 义を位相線形空間のコンバクトで凸な集合とし，{/； ： v e / } をズ：hで定義され, 
( 一00 , 00] に値をとる lower sem icontinuousで c o n v e xな函数の族とする。 そのとき，次の条 

件( 1 ) ,②，（3)は同値である。

( 1 ) li!?不等式のシステム

が解をもつ。

(2) .Z)び斤 1 なる有限個の非負な数{び《} と{ / ボ = i C { /パ に 対 し て ，

U  cCifiCy)^ 0
となるタs X が存在する。

(3) f u  f z ,  ： V e  / } に対して,
S  / i O ) ^ 0

となるタe X が存在する。

証 明 （1)<さ②は定理22と；!:のコンバクト性を用いれぱ明らかである。 

有理数が実数でd en seであることを使えば証明できる。

(2)：：M3)は明らか。（3)：M l)は 

(証了）

補助定理1 1 (F a n〔15〕） i?をノルム空間とし，{ん } をすベてゆ0 でない jS：の部分集合， 

を [X.)に対応する契数の- 合とする。そのとき，次の(1)と(2)の条件は同値である，

( 1 ) すべてのレに対して，/  (ん）さびVとなるような/  &だ* が存在する0
(2)  ̂S  îOCv パ .も  > 0 , 1)ど も ん {||ニ 1 }

の上眼をびとするとび<  +  ooである。

' さらに，んニ { /G /? * :  / (あ）と び と し , 条件(1)のもとでぶ，ホ0 なら

{び-}
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が / 1  ニび，

証 明 （1)：M 2) すべてのリに対して，/(ぁ）さびVなる/ ei?*をとろう。そして{も} を;

0 であり, BZ]も.Vpfll = 1 なるものとする。 ンもびリなので

/ ( E もんf )さZ^iもびリ
をうる。それゆえ，

i / i ' / ( s んズリ）|> 1 ]んびリ 

である。これはび<  +  ooを意味する。

(2)^(1) び <  +  00 なので S , ニ { / ' e f i* : ! ) / ' ! !  くび} とすると，S パ:3; weak* compact な凸集 

合である。 レに対してど„上の函数F , を

が p(/) 二び■»- / Ov)

で定義すると，F \ はぶ上で連続なァフィン面数である。拖助定理1 0を用いてWを誕明しょう。 

义イiK = iをムと0 で ニ 1 とする。も し 2iXu^^ 0 ならぱHahn- B an achの定理を用いて

E  もびV 广 D ，(もA：, p く 0 ，.，"，（ * )

なる / g £ ；* (D /1二び）をとることができるし，S もん广 0 なら後で誕明するがをもび 0 
なので（* ) をみたす/ ' として,ニ 0 をとれぱょい。 だから補助定理1 0 ょりすベてのレに対して 

. / ( X ) ンび，なる/ e S , 〔E *の存在がわかるのである。S もび》iく 0 なることを示す。 /J ニ5：】も I 
>  0 とすると，仮定より0 でないが存在するので 0 .パ+  ̂ モ̂し『び„0> a な:るd： >  0 をとること 

ができる。ところが，

IIも け * !^ ^ ん。11=1
なので

びス' け i n ^ び'*。*'くび

となり，ただちに矛盾をうる◊
次に(1)のもとで*5ぐ 0 とすると0 くび< 00であり，•S。： { / e Z ? * :  11/11；̂び}

の で び は 明 ら か で あ る 。また/ G ぶパXら

， l l / ! l > / ( l ]  h x . ^ > T ： h a . ,
なのでl l / l lンびをうる。すなわちm in||/||とびである0 ゆえに

m in |i / i  -  a '

— - 63 — -
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をうる。 （赃了）

これらの補助定理を用いて，. S c h m eid ler〔41〕とK arm ai〔24〕 によるゲームのc o r eに関する 

定理を証明してみようと思う。

ズ"をある集合とし，ダをX の部分集合力i らなる一つのa lg e b r aとする。B C ^ , ダ )によって有 

界なダ - measurable fu n c t io n sの作るB a n a c h空間を表わし， によって上の有 

界な finite additive set fu n c t io n sの全体を表わすことにする。 " が g a m eである 

とはf  I J5/ -> /? +で あ り , め ニ  0 のときである。gam e v の c o r e と は す ベ て の ノ に 对  

して，/̂  ("4) ̂  " 0 4 ) であり， ひ0  ニリC ^ )で あ る B み(JK, の全体のことである。これを

ダ , であらわす。次の定理はS ch m e id le r〔41〕によって得られたものであるが，補助定 

理 1 0を用いることによっで筒早に証明することができる0

定理33 "を g a m e としたとき，次の(1), (2), (3)の条件は同値である。

( 1 ) , v' )^<p,
(2) ^ 1 }ん， 义nさ0 とi 4 i , A ^ f …， に対して

が成立するo
( 3 ) ん , Az, …, ん ダ に 対 し て

E  V CAO <  V CX：，!!： U J  ‘
が成立する。ここで1パ: の特性面数である◊ , ，

証 明 （1)=>(2) ダ び ，ダ ，のとしよう 0 すると；t i , み，

ダに对して

0 とん , Azf  …, A,

S  も"0 4 0 ^ 1 ]  h( i  も1パ{)
， .

く ;《( l ) i l ] んし丄

(の IZ：ん ,

となる。（2)：M3)は明らか。

(3)^(2) C =  {/^ j O  : パひ：）=̂  " (义)）としよう。 A e J iへこ対してC上の®数 F パを

P'/i(aO ニ リ（パ）一 /« (/I)
で定義すると，（3)の仮定より任意のん，ん，…, に 対 し て  \

•~~-  64 —— -
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ねび 0 4 0 く" び ) (1れ Ia J  ニ パ れ lAf) .
なる/ iG C が存在するので補助定理10を用いて

/iG 4 )とひ 0 4 ) , f j t ( J O = u ( X )
なる/̂  g C をうることができる。 （諷了）

次にK a m ia i〔24〕の定理を証明する。

定理34 " を g a m eとしたとき, 次の条件(1)と(2)は同値である。

*^(义， t；) の中に countably additive set function が存在する。

(2) w (^ )~  0 であり，しかも( i ) ,《iOをみたす乂上の非負なset function が存在する- 
U》共通点をもたないがの減少列{ん } に対してM；(ん ) - > 0 (  i-j^ o o )である。

( i i ) 旧 《山 ‘（a O - S み/ 1ぶ/ め I く 1 , ズe ズ 

と な る 正 の 数 {みメ}7=1と{ル }レ , に 対 し て

sup^U aiV (A i)-Z J  v (Z )
であ.る。

SE明 パ を (1)をみたすset f im ctio nとする。そのとき，/« =  «；おけぱ

2  a i v i A O - Y ：, パ' K U  « i /< lん) + !； V ( - 1 " ゴ）

くnパB i l l ] びa も- E  M ガ/
となり，（2)がIE明された。

逆に(2)が成立するとしよう。そのとき，

(^(Xa) ^  v CA),

は補助定理11によって，メ g 5 * (Z ,J 5 /) ,  \ / i l < . v  ( Z ) なる解 /^をもつ。そのときパは非負であ 

り， (Ijs)^  w i B ' ) よりi?i4" 9^ならパ（Ifif)ふ0 であるのでcountably a d d it iv eである。 が 

<^(义， z O に入ることは明らか。よって定理は証明される。 （証了）
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