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多 意 写 像 の f t 性 に つ い て ( その3 >

渡 部 m

こめ論文ゆ〔13〕, 〔H )の続きである。次の3章はをの中において既に解説した。

1ま凸関数の基本性質"      ............    " ‘〔IS：!

2 # 凸寧像の基本性質1 
....................................................... [ .................................................................. " 〔14〕

3章凸多意関数の桃成 j '

以下では .

4章凸多意写像の構成 ‘

について論ずる。との- -連の論文の主要部分である。 ，

1章において解説したように， 

f ：X — > R  •

が凸関数であるとは，えに含まれる任意の2点 f i t ,みと，>?+パニ1 , / / さ0 である任意 

の2つの実数；I ,パに対して不等式

( #)  /リ《 +  ；«めシ/(め  +  /^/(み)

が成り立つという事である。そして，凸関数の基本性質として次の5つの性質をあげ，それが̂ £̂ 関 

数の概念を拡張してゆく時, どのような形で保存されるかを考察してきた。

〔C F -1 〕 関数/ が凸関数であるための必要十分条件は, / のエピグラフ丑[/]が凸集合であるこ 

とであるb

CCF—2 ] 凸関数/ の本質的定義域dom/*の内t!lkdom/'yに合まれるある1点の近傍において/  

が上に有界ならば, / は（d o m / )*において局所的に有界であり，局所的にリプシタツ 

条件を満たす。したがって，/ は(d o m ,y において連続となり，（dom/*ンに含まれる 

任意のコムパクト集合においX / はリプシッツ条件を満たす。

〔CF—3〕 卞半迪続な関数/ 力';凸関数であるための必要十分条件は，dom/の任意の内点において， 

/ の支持関数が存在することである。 - • .

C C F -4 D 凸関数/*が下キ連続ならぱ，5/ は極大単調増加写像である0

C C F -5 ] till関数/'が下半遮続ならば，その共役関数/ * も下举連続な凸関数で，次が成り立つ。

' — 113(805)- —



r三ffl学会雑誌j 72卷6号 （1979年I2月）

( 1 ) Vん Vズ* ； <A：, A；*〉さ/ (.r) + / * 0 ：*)

(2) ix, Jt；*〉ニ，0 ’）+  / * ( れ）4=^ズ* G V O )

(3) 5 (/ * ) ニ W ) - 1

(4) / * *  ニ/

さて，多意寧像/  ；ズーみ:r の凸性を定義するためには, 何らかの意味で不等式（#)が成り立た 

なくてはならみいし，また〔CF—1〕〜〔CF—5〕の大部分が保存されるようでないと具合が悪い。そ 

れには， 関数の性質を凸多意写像に移行させるような数学的な機構を作る事が出来れぱよい。以 

下の譲論の力点はそこに置かれる事になる。

今までの1享〜3ぎについては数学的謀明を省略したが，以卞はこの識文の主要部分でもあるし, 

引用文献の中には入手ご物もあ,るようなので, ,誕明は特に有名な定理以外は原則として述ぺる 

事にした。 ,

■ .

4 章凸多意写後の構成  . ,

. 多意写像に凸性を定義するためには，まず多意寧像の値域に順序が導入されていなくてはならな 

ぃ。そこで順序に関して一般的な考察をする事から始める。記号'は 1ぎ〜3享までに用いたのと同 

様なものを用いるが，念のため次にまとめておく。

, .：L  ； ■；実 ナ  >タハ空間0 たすvfしんは零元でない元を少なくとも1つ含むとする◊

L *； の共役空間，すなわち/̂ 上の連続な線形関数全保の，合。 ：

/!トまたはinty l ; A の内部（強位相の意味で)。

>4またはc i A ;  y l の閉包（強位相の意味で)o .

, パ= { ズI IズIIさ1 1 ; 空間んの原点と中心とする半径r の閉球。

i5ホ= {パ . 空間L * の原点を中心とする半径1 の閉球。

{ ゃI I U i c l } ; 空間ムの原点を中心とする半径I の開球。

ひ* =  {ズ*||1ズ*||<1 } ; 空間が=の原点を中心とする半径1の開球。 ‘

' '•  ■ . ■ . ■'

§ 4 . 1 クライン空間

まず，公理(K  一！) 〜 (K  一 5 )を導入す,る。

空間ムの部分集合C ( # 0 ) が，次の(K 一り，（K —2)を満たす時，C を w e d g eというめ 

(K  - 1 ) C + C c C  

(K 一 2) 0 ； J C c C  .

こ の (K  一 2 )よりCは凸集合であって零元0 を合む事☆注意しておく o  wedge Cが与えら

— 114(806) -~~-
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多意写像の凸性について（そシ3 )

れると，ム上に次のように順] # " ジ ’ が定義される。

X  ̂  y  < = >  y  -  X G  C

この順序をC により導入された順序という。以下， タ" を"タさズ " とも書く事にする。 

i腺序 "ミ" は，明らかに次の性質と持っている。

(a) 0 X ニ〉X e  C

(b) y/x ； X ：̂ X (反射的：rギlexive)

(c) y £  z ズさz (插移的け!*aiisitiv̂ e)

(d) x s y , A ̂  0 ニニ; ズさ/?タ

(e) 2 G L, ズさ_y ニ ホ + 么さタ+  ；2 '

w e d g e  C により順序の導入された空間んを（ム，C ) で表し，順序づけられナこバナッハ空間と呼ぶ。 

むがさらに次の条件を満たず時， C は凸離と呼ばれる。

( K - 3) C n ( - C )  ニ { 0 }

.この場合には， C により導入された順序は次の性質を持づ;5.

(り y  , さ：V ニ々  A； ニタ（反対称的；antisymmetric)

以上め（K 一  1)〜 ( K 一 3 ) は順序を導入する時にC に課せられる普通の公理である力さらに次の2 

'つの公理を追加する。

( K - 4 ) C は閉集合である。

' ( K - 5 ) じは少なくとも1つの内点を持つ。すなわち, hitG =5̂ :0。

.この（K 一 4) が満たされると，順序： は次の性質を持つ。 • '

(g) Xn^yn, \imxn--=x, タ= ^  さタ

:以上の 5 つの公理( K 一  1)〜( K 一5)を満たす空間a ,  C )をクライン空間（Krein s p a c e )と呼ぶ。ク 

ラィン空間（ム C ) の元でC に舍まれるも,の，すなわち0 となるズを非負（noivnegative) の元 

.という。さらに， 0 さ；で 0 ズとなる：tを半正（semi-positive)の元といい, 記 号 " 0  くズ"ま 

'た は 0 "で表す。また，int C に含まれる元,r を 正 (positive)の元といい，記 号 " 0 < ズ"ま 

た は " ズ>  0 " で表す。

上の公理（K  一  5) は，有限次元の空間たとえばが" などを考えている限りでは，無理のない仮定

，のように思えるが，奨はかなり強い仮定である。その点を説明するために，用靜を 1 つ導入してお
■ , ' ,

すなわち，空間の部分集合 A が， ニ/! 一/4 を満たす時，X を再生的（reproducing) であると 

.いう。 •

て例1〕 数直線上め閉区間[« ,  上で定義された契数値連続関数の全体をでますヶダのノルムは

.次のように定める。 ， : '

— -115(507)—
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II .v| ニmax 1a:(0 1
as t Si

空間ビはバナッハ空間となる。

空間における非 :^の元を次のように定める。

ズ̂  0<==> x i O ^  0 (v^e  [ « , み] )

非負の元全体は凸維になり，定数関数A；(/ )ニ1 ( V りは正の元となる。した力; 

イン空間となる。

，てy はクチ

また，

X + C O

X - Q O .

とすれぱ，

( り （A：( りさ0 の時） 

0 0 *(り < 0 の時） 

0 (ズ( りミ0 の時） 

X C O  ( x ( O <  0 の時）

...ぜニ C - C

となるから，Cは再生的である0

空間において , 非負で単調増加な連続関数の全体を/ぐとすれぱ, / (はやはり凸維となるが再生-. 

的ではない。それは，非負で単調増加な連続関数め差として表される関数は有界変動な関数であ， 

るから，任意の連続関数をそのポに表す事は出来ないからである。

〔例 2〕 数直線上の閉区間0 , ので定義された関数でIズ（0 | P (1 さ/̂ < o o )が可粮分となるよう‘ 

なもの，すなわち， /
rb-
J Iズ( りドゴ' <  +00 ,

となるようなもの全体をで表す。この空間のノルムは次のように定やる。 ,

II ズ (り j リゴ, ■
• - . ‘

空間はバナッパ空間である。-2?=■りに属する非負の関数全体をC とすれば，Cはft雄になり 

再生的であるが，公理(K 一 5)は満たさない。それは次のように考えれぱわかる。

任意の正の数e と，区間 [ « , み] に属する長さび（> 0 ) の区間を/ とする。

ぴ か が  

 ̂ 0 ( ，を / )

さらに, ><りニ：V：( り 一 ( りとおけば,

IM I

IU -  >> II =  I! II ^  6

ところが，びを十分0 に近づけれぱ，タをC となってしまう。したがって，intc =  0 となり，.

空問ぶ"シまクライン空問ではない。 ‘
• . •

—— 11^ 8 0 8 ) ——
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多意写像の凸性について(その3 )

:空間ぶ=̂ »̂がクライン空間とならない原因は，クライン空間では，順序をノルムとは独立に定める 

ところにある。上の場合に，ノルムは積分で定まされる。積分は1孽1の加重平均である6 しかる 

に，ズ̂ 0 とは, 各点每（point w ise )にズ（り^ 0 という事‘であるから， の近くにタが存在す 

るということは，平均が近くにあるという事で，各点每に近くにあるという事ではない。すなわ

，ち， においてはノルムを定める考え方と順序を定める考え方は系統が異なるのであって,.
. .. .

その為に，上のようね;事が起こるのである。

今の〔例 1〕，〔例 2 :)は順序づけられたバナッハ空間の例として代表的なものでぢる。空間に導入 

された順序と位相の関係には微妙なものがあるが, この論文の目的は凸多意写像の桃成にあるから， 

.その点については深入りしない。以下この節で解説するクライン空間の譜性質は，〔1〕，〔3〕， 

14')^〔5 〕, .〔6 〕，〔12〕などに解説されているものを整理したものである。

クライン空間の理論では，空間んとその双対空間L * との関係が重要な位置を占めている。

空間L の冗対空間L *の元’：V *のズにおける値を〈文，X * }あるいは；》̂*(ズ）で表す。ズ*のノルム 

'は次の式で定義される。（ム*の元は連続な線形関数であるから，それを/ で表す事もある）

レ*!! =  sup 1 <A；, x*y 1

よく知られているように，このノルムに関してん* はバナッハ空間となる。

任意の非A の元れこ対してく-Y，ズ*〉が非貪の時，すなわち，

0 くズ, x*y ^  0

が成り立つ時，ズ* は非負であるといりて0 ^ ズ* あるいはズ*さ0 と書き表す。

..C *ニ 0 さズキ〉

.とおくと，C *は L * の w e d g eとなり，C *によってL *に順序が導入される。

元ズ * について, 义* が非負で恒等的に0 でない時，すなわち，ズ*さ 0 でズ*卖 0 の時, ：》:* ,は 

半正であるといって0  く A：* あるいは，ズ* >  0,と書き表す。また, 空間L の任意のズ> 0 に対し 

てくズ, ズ*> > 0 の時 A：* は正であるといって， あるいは，ズ* > 0 と，き表す。

<例 3〕 区間|>厂ゐ] において連続な関数^̂ を1つ定め，例 1の空問^ の元ズに対して，

<ズ，x*y x(f)<p(J')dt 

とおくと, ダ* であり，そのノルムは次のように表せるo

ニ]' \ < p i O \ d t

区間 [ « , のにおいて，^^>(/)さ0 な ら ぱ で あ り ，特 に り > 0 ならば，ダ* > 0 である。

-空間んの任意の元に対して恒等的に0 となる関数，すなわち定数関数0がC *に属する事は明

—— 117(809) -



らかであるが，それ以外の線形関数-1；* ,すなわち半正の線形幽数が存在するかどうかは決して明 

らかではない。しかし，クライン空間においては, 分離定理より半iEめ線形関数の存在を導ぐ事が

出来る。 ； ....
； . - .

\ '

命題1 クライン空間仏，C ) においては，ズ* > 0 となる；t * e C *が存在する。

〔証明〕 公理（K一3 ) ,よりムであり，公理（K - 5 ) よりintC〜0 である。凸嫌Cトと含ま 

れない1点を《とすると，分離定理より点びとa 雄Cを分離するような閉超平面がが存 

在するすなわち，連続な線形関数パ（# 0 ) が存在して，

( 1 ) <«,  ^*> ^  ^  <x, X*}, \/x^ C

と̂なる。このズ*に対して，Cの.元みが存在して,

くみ, .T*>< 0

となったとすると，c は凸難't̂、あるから任意の>? > 0 に対して；{み€ (：；であり，

Qb, x*y ニ 0 ,  x*y

が成り立つ。この式で>̂ —^ + 0 0 とすれぱ，くル，x * y— )■一00となるから，（1)の式は 

成り立たない0 したがって, • ' .

くズt ズ *〉ぐ 0 , \/x g C

である0 以上から，ズ*> 0 である。 Q. E. D,
■ . '

公理（K 一 5 )より，半正の線形関数の存在は導けたわけ•であるが，正の線形関数の存在は今まで 

の公理よりは導けない。それは, 空間L に wedge C が与えられると’，それに対応して空間iv *に. 

wedge C * が定まるわけであるが，その場合C が大きくなれぱC *は小さぐなり逆も成立する。す 

なわち， の wedge C l , C z に対応するがのwedgfeを C!*, C z *とすれば，

Cl っ C交 ニ> C\* C (^2*

という関係が成り立つ。したがって，Cが大きくなり過ぎるとC *は小,さくなって，正の線形関数 

の,存在が保証されなくなるのである。ところで, 多意写像の凸性を論ずる為には，C が大き過ぎて 

も小さ.過ぎても空間んの順序が特殊なものとなり，理論が円滑r 展開できない。公理（K一5 ) は， 

<̂ が小さくなり過ぎない為の假定であるが，それでは，凸が大きくなり過ぎない為にゆ，どの 

ような公理を課すべきであろう力、。結論を急ぐ前に，公理（K —1 ) 〜 （K 一  5)より導かれる基本的 

な結果に目を向けよう0  .
■ 5

例題2 凸雄Cの内部int C は再生的であるI ムニi n t c —inte

〔証明〕 公理（1くー5).より6、には内点がある0'凸維Cの内点の1ゥを0；とすると，点《を中心と

—— 11%{810) '
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多意写像の凸性について（その3 ) .

する半経? ^ ( > 0 ) の開球<3； + グひでC の内部に含まれるものがある0 すなわち，適当 

.な正の数グをとると次が成り立つ0 

a +  デび citttC

空間ムの任意の点をズ，これに対:して適当なIEの を と る と ， ;

XxGrU
-

' が成り立つように出来る。したがって， . 

a -|-î A：GmtC  

すなわち，次が成り立つような元レが存在する。 

a +  ノズニ b , b G  intC

. これより ’ . ： -
1 1

AT ニ t) 一 CI

明らかに，■̂ a ,  + みはint C に属するから，これらをそれぞれ^ ^ , " とおくと，
；

ズ.ニ" 一",び e in tC , U G intC '

. . . . X e  intC —intC, Z: =  intC--intC Q. E. D.
. . . ' . . 園  .

との命題2 を使うと，ある線形関数ズ* に対しで • ■ .
4

- Vwe intC ； く", x*y ニ 0 '

が成り立っているならぱ，任意の元ズe  は，ズニ " 一. "， weint C , びs in t G という形に書き 

まされるから， ■

<ix,ズ*> ニ く" , 、' ズ*〉一 ’く" ,  x*y = 0  — 0 - 0
. ，’

L ； i x , X*') =  0

したがって，A；* = 0 が導かれる0

■ . ' ,

命題3 空間ムの任意の2つの元ズ，タに対して， ダかつタ<  <?_!となる正の无ズが存在す 

る。

〔証明:） 命題2 より，L の元；tは次のように書き表せる。 , 、

X ~ U —  V f u >  0, V >  0,

ところが，

U ~ (,u —  v") — V y  0 

. . . u ~  V <iiy X < u  

同じようにして，タ と な る IEの元が存在する。いま《 + 么とおけぱ， " くズ，

—— 119(811) 一

織せ後！̂ 明̂  ザ料ぁ'料W料 碑 响

M
ね
：
^

?

^

?

ね

；

-
N 

-
、

ド
：；

マ；̂::;::：r:̂:rr:::r:̂:;!;:s:7:;ry



く' となるから， >

X <  Z , y <  Z Q. E. D.

[ 三 田 学 会 雑 誌 j  72巻 6 号 （1 9 79年 1 2ガ ）

定義1 空間の任意の元ズに対して適当な正の数をとれば，不等式 

(4.1) — Xu^ X ̂ ?.u 

が成り立つように出来る時》 を空間ムの順序単位（order—unit) とい

命題4 元 " に関する次の2つの条件は同値である。

( 1 ) « > 0  . ( 2 ) " は順序単位である。

〔証明〕 （1 ) ( 2 ) ：-— 元なは正であるから，適当な1Eの数;*をとると，

な +rU<zC 

が成り立つように出来る。

ズ= 0 ならぱ，不等式（4 ♦1 )は任意のク>  0 に対して成りi ：つ。

ズキ0 ならば，十分大きな正の数に対して，

± - jA ； G U + r U d Cu

± - j ズ̂  0 , —  2 u ^ x  S Xu

(2) ニ=> (1) : — • 元 " は順序単位であるとする。 

その1つをA：とすると，

ヨ >  0 ; X 

したがって, 0  </? "となるから, 0 < " ,

Q. E. D.

空間んには正元が存在するから，

Q. E, D.

命題5 " *さ0,  X  +rBc: C  ( グ> 0 ) ならば，

<ズ, な*> さr |"*|

〔註明: ! 空間んの元e で，I k lさ1 となるものを任意に1つとると, 

X ±re^ C 

.’， K.X ±re, u*y さ 0 

■したがって， ’

< X , な*〉さ士グ < e , «*> ♦，. くズ,

これ力、ら,

く A；, な*〉ミグ s up <e ,  "*〉ニグ

—— 120 (812)------

u*y ^ r \ ( e , び*>1

Q. E. D.
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多意写像の凸性について（その3 ) 、

こ の 命 題 よ り ， 次 の 公 式 が 得 ら れ る 0

が"と 0 , A； >  0 二 , " *〉 >  0 

この公式からは，殻 の 内 部 で は w*> >  0 となる事がいえただけであって，C の0 以外のす 

ベての元. に対してW *の値力'、正となる事がいえたわけではない。

定 義 2 空 間 の 2 つ の 元 び ， b  み ） に 対 し て ， '

b2^{x\ a ̂  X ̂

と お き , 順 序 区 間 （order-intervaり と 呼 ぶ 。 ま た ， L の 部 分 集 合 丑 に 対 し て ，

ど〔0 , ゐ]

と な る 元 a  , b が 存 在 す る 時 ， だ は 順 序 有 界 （order-bounded)で あ る と い う 。

明 ら か に ， 0 , ゐ ]は 公 理 ( K 一  1),( K一2), ( K - 3 ) よ り 閉 凸 集 合 で あ る 。 ま た , 空 間 ん の 部  

分 集 合 が 有 界 で あ る と は ， 遊 常 ，

ヨ' > 0 ,  y ズG ; I '

が 成 り 立 つ 事 を 意 味 す る が ， こ れ を 順 序 有 界 と 対 比 す る た め に 特 に ノルム有界と い う 事 に す る 。

命 題 6 

〔 証 明 ;)

ノ ル ム 有 界 な 集 合 は 順 序 有 界 で あ る 。

空間L の部雑合がノルム有界でぁるとは，

3 f >  0 ； E c . r B

と い う 事 :で あ る 。 し た が っ て ， 任 意 の r > 0 に 対 し て グ i? が 順 序 有 界 で あ る 事 を 証 明 す

れ ぱ よ い 。 公 理 ヒ K  一  5 ) よ り ， 適 当 な /> > 0 を と る と ，

U +  p B  d C

となるような正の元^̂ がある0 この式を変形すれぱ，

'.丄 《  + 5  C： 丄 C  =  C  .... - ~ u  +  T  B  c / C  =  C
P P P

.‘‘ — w 0 /. rB'^— ~ u
P  P

公 理 （K 一 5 ) よ り hitC：̂ 0 で あ る か ら ， int(— C )：¥ 0 で あ っ て ,

— u G 一 C ) 一 u +  pB  c  一 C

以 上 か ら ，

し た が っ て , グ は 順 序 有 界 で あ る 。

— 121(525)
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「三D3学会雑誌j 72巻6号（l979i]U2月）

この命題6 の逆は一般に成立しない◊ 逆が成立す、るためにほ，クライン空間( L ,  C ) の凸雄C  

が大きくなり過ぎないように制限をつける必要がある6 その制限のっけ方ほいろいろあるが，そめ 

1っを紹介しよぅ。

. • • \

定義3 次の条件が成り立っような正の数<5が存在する時，凸維Cは正規（normal) であるというヴ 

A：,e C, y ^ C ,  |U*| =  l]：v [|=1 二ぐi ズ+  JV|さレ

i .
明らかにd さ2である。凸難C が正規であるとV、う事の幾何学的意味は〔14〕において解説した0

命題7 凸雄Cが正想ならぱ，：C の任意の元ズ，JHこ対して次の不等式が成り立つ。

(4.2) i ^ +  y|k-|-max{| x h  II タ 0  . ‘ 、：

ズまたは_yが0 の場合には，.明らかに不等式（4 .2 )は成り立'0 。

ズキ0 かっツキ0 の場合には, 0 <11タ||g[U|lニ1 と仮定しても一般性は失feれない。 

その時，

lx +  ym\\xl-iy\\=^l-jy\\ '
■ ■ - ニ ■•

一方， メ' •*

« ズ+ > ト 1い + ? 5 1 - ; ^

II.タ II

〔証明:!

> AT +  - y
け  III \\y\\

^  d — ( 1 —II タ I) 

これら， 2つの不等式を辺々加えれば，

2\\x + y l ^ d  

以上から，求める不等式（4 .2 )が得られる。

1|タ11

Q. E. D.

命題6 の逆 r順序有界ならばノルム有界である」は 「任意の順序,区間がノルム右界であるJ とい 

う事と同値である。これに力いては，次が成り立つ。 .
. ' ， ニ. '  ■

命題8 クライン空間（Ẑ , C ) において，凸雄Cが正規であるたんの必要十分条件は，任意の 

6 > 0 に対して，順序区間 [ 一e, がノルム有界となる事である6

O I明:)， （必要性）：—— 正の元e を 1つ固定し， さ0 とすると， ■

€ +  X ̂  0 ，. ... e ±1 X €z C -.、

一一122(814) ~~-



多意ギ1像の凸性について（その3)

そこで，タ1，3»2を次のようにおく。

=  (   ̂+  ^)> *̂ 2ニ♦  0  — A；)

明らかに，次が成り立つ。

>>igG, C , タ1+タ2ニ ら . yi^yz—  X

仮定より，凸維Cは正規であるから，

. II H ニIl*yi +  _y2iき•|~niax{|lタill, Iタ2||}

... max (||>i||, J-i '

この不等式から， .

1レ II ニIけ1 一：V2II さI +  II：V2ll II

したがって，順序区間 [ 一e , レ] はノルム有界である★ベ 

(十分性）：- — '正の数r を次のようにとる。 .

e +rU<z C 

空間ムの任意の元" （丰0 ) に対して，

e ± r ^ C

この右側の不等式は《ニ 0 の時にも成り立っている。したがって，

A：e C ,  y ^ C f  H A： I =  I jv 1 = 1 , I x-\- y\ —  n 

とおき，上の不さ式で" =  +  とすれぱ, ；《>  0 であって,

x-\- y e
.- • ，.

■ A <  n

P

仮定から，[ 一e,  € ] は, ノルム有界であるから，

シ  r ,  r>.  0
f上

となるようなr が存在する《したがって，

ズe C , タe C ,  ||ズ|)̂ =|タ|ニ 1ニニ>||；̂； +  タ|^*^

すなわち，凸維Cは正規となる。 Q. E. D.

さて，クライン空間（ム，C ) の凸維は，どのような条件のもとに正規となるであろう力、。それ

—— - 123f5-?5)-— 一



rヨ[II学会雑誌j ァ2卷6号（i97啤 I2月）
>

を考察する為に，次の概念を導入する。

定義4 バナッハき閩ムの凸維C に对し、て，次の条件を満たすC の部分集合ドをC の基底（base) 

という0  -

(1) は凸集合である0

( 2 ) ズg C ,  ；Vキ0 であるようなズに対して, スズG 7 とおるような正の数クがた 

だ 1つ存在する◊ .

クライン空間' ( ふ，C ) 凸維C には必ずしも基底は存在しないが，次が成り容つ。

命M 9 クライン空間（ふ，C ) のifh雄C に基底が存在ずる為の必要十分条件は，正の線形関数 

が存在する事て，ある。 ,

〔証明〕 （必要性：）：—— 乂 >  0 であるようなズに対して, 2 A； G F となるような正の数/!がただ1 

つ存在するから，とのようなA：に対しては，

とおく。 f f > 0 ならば, 明らかに次が成り立つ。 ，

/ 0  め ニ

次に, ズ1 0 , ユ, > 0 に対して, ゾ（：o + y (3 0 = ,さとおく。

O  +  タ)  +

ところが，

# > 0 ,  ^ > 0 ,  ゾ^  ニ 1

であり，/ の定め方から，

e  K. — ^-~(= V
： / 0 0  ド， /O 0

基底は凸集合であるから，

ズ+ タ) G ド /  0  + タ) ニ/ミ 

/  (‘て +  タ）ニ/ ( ぶ）+  / ( グ） ■

命题2 より，L の任意の元ズは，

X ニ U —  , u >  0 , V >  0 1

と表せる。このような表し方は必ずしも一意的でないが，

U —  V ~U^ — v\ Uf V , Û y t/> 0 
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多意写像のa 性について（その3)

とすると，

" +  がニ?パ+  "  eint.C

•，. / ( " ) + / 0 ' )ニ/ 0 0 + / (リ） ' •

/ (M )- / 0 ) ニ/ 0 0 - / O ' ) .

したがって，

/ (ズ）= / ( « ) - / 0 )

' , とおく事により，/ は全体において定義される。明らかに/^は加法的で正の同次性を 

満たし，/ ( - a O ニー/ 〔ズ）となるから線形である。

次に，正の元なを1つ取り，正の数十分小さくとれば， . . '

i e II ^  1 — ^ u ±re> 0

... / (w )± r / (e )^  0 ...

, すなわち， は雜位球において有界と'なるから速続であを。

また, F  =  C n { ズ1 / 0 ) = 1 } となっている。 •

( 十分性）： を正の線形関数とし，次のようにおく。 .

V  = C  r\{ X I パズ）ニ 1 } .

F はifl]維と，超平面の交わりであるから。凸集合である。次に" > 0 とし， 

erne B, p u ^ D t  a >  0, jS >  0

' とすると，

1 1 .JXmO ニ JXpu) ニ 1 /O ):

しすこがって，F はC の基底となる Q. E. D

命題1 0 クライン空間（L , C ) の凸維Cがノルム有界な基底を持てぱ，C は正規である。
■ ‘

〔証明〕 命題8 から，任意のe > 0 に対して，順序区間 [ 一e, e ] がノルム有界となる事をン丁t
‘ •

せぱよい。

凸維Cめノルム有界な基底を

グニC n { ^ i  < X , (p̂'y ニ 1 } . .

とおく。 ゲと仮定しても一艘性は失われない。順序区間 [ 一 ら e ] の任意の元,， 

すなわち，一e ^ 0 ヤある伟意の.1：に対して， 0 より，

■ ( 1 ) 一1 さ < 't ,がウさ1

もし，[ 一 ら  ̂] が有界でないとすれぱ， [ 

すなわち，任意のふ>  0 に対して

—— 125(52}^)—
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(2) kaG[_- e , に]

となる《ギ0 が存在する◊ 不等式(1)より

\/ X >  0 ； ー1さ ^̂ 〈び, 0 * >  さ

したがって，

式(2)より，

しかるに，

« »  (p*> = 0  

e

-\-Xa cE C j € — jici s  C

\ e  ±Xat ô*> =  < e , P̂*> 士义くび, ô*>

ニ 〈ら ザ' ' ) = 1

、 / . レ土ね e y  ' ,

これが任意のス>  0 に対して成り立つ事になり, F の有界性に反する。したがつては 

正規である0 Q. E，D，

〔例 4〕 関数空間ダ（〔例 1〕，〔例 3〕) では，非資の関数全休が構成する維をC とすると， 

x ^ C , プ な ら ぱ ‘

I A；|! =  maxA； ( 0 ,  II タ I ニmax グ（り

したかつて， ’ ’’ ’

1^1 =  113̂ 1=5=1= ：̂| ^ 11̂  1

となるから，C は正規である。しかし， パ

]/ =  | A： e  C I ぺり

とすると，ダは基底となるがノルム有界ではない9 -*般にC の基底はノルム有界となら 

ない。
' . , ■ , .,- '-

このように，命題10の逆は成立しないから，「凸維Cがノルム有界な基底を持つ」という仮定よ

り r凸斜feCが正規であるJ という仮定のはうが弱いわけである◊ 以下[ 次のような公理を導入する。

( K - 6 ) 凸雜C は正規で基底を持つ。

この場合，基底は必ずしもノルム有界とは限らない。

クライン空間（ム，C ) が公理（K 一 6 )を満たすならば，正の元0および正の線形関数/■が存在

する。いま，く ら /> ==びとおけぱ，び> 0 である。そとで（l/ «)/==w *とおくとくら"*> ニ, 1

となる。この事をを禾IJ用すると，双 対 空 問 の !£lj難 に *対して，その基底を次のように構成す

る事ができる。しかもそれはノルム有界となる。 ’

' —— •126(5プめ------



命題11

01 明:！

多意写像の凸性について（その3)

正の元0に対して，£ > = レ* I < e , «*> ニ1 , w * > o yとすると，/?*は C* の基底と 

なる。しかも丑* は/ ルA有界な閉葉合である。 ■

の任意の2元を" 1*, " 2 * とすると，

く忍..,，"1*〉— 1 , 〈ら " け〉 ^  1 . . . , . 、

そこで， 2 ^ 0 ,  > i ^ 0 ,  > ? + / / = ! であるぜ意の2つの数タ，//をとをi；,

< C , Xu-^\ixu^'y ~  X + H  ~  1 E *

したがって，£：* は凸集合である。

次 K：が 0 とし，m^*e セ*, c^>0,  / 9 >0とすると，

>/
\

/
\

すなわち，ど* は C * の基底となる。 .

次に，’丑* がノルム有界である享を証明する。

空間ムの単位閉球5 ゆ命題5 より順序有界であるから，

B c [ — a f c ] , a G C 

となる《が存在する。仮定からf > 0 であるから, 命題4 よりe は順序単位となる。そ 

こで元びに对して，

,0 ^  a X >  0

となる- ?をとると, の任奪の元;I；に対して, 次の不等式が瑪り立つ。

— X6^-x ̂ /le ■

基底 i ? *の任意の元を" * とすると，" * と0 であツて,

一 ル, " * > ^  く ズ，が*〉さ /1 くら"*〉

X ̂  <.xt u*y ^ ). .*, |<ズ, u*y I ^  X

. . . II"ォI ニsup Iく ズ，"*>|'ヌ

したがって，あ’*はノルム有界である。 は'r * における閉超平面と閉凸維の交わりで

' バ ▲るから閉集合である。 p. E, D.
. .  , ■

§ 4 . 2 .極大元，極小元

経済学では，最適値問題を解くといd‘形に最終的には帰着される間壞が多いが，その場合，上限 

♦下腺，最大，最小, 極大•.極小などの用語の用法にいささか混乱があるように思われるので，こ 

こで解説しておきたい。 ， ’

クライン空間（ム，C ) の部分集合を/Iとする。 .

—- 127(819) ■—— .
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r三田学会雑誌J 72巻6号（I979年12月）

集合i4の任意の元：I-に対して，セさ" となる定元Wが存东’するとき，パさ" と書きまし，バは上 

に有界であるといい， をVIの上界という。

もし， が成り立つならぱ， firをパの最大元といい，g r t A と書きます。最大元は 

必ずしも存在しないが，存在すれぱ唯-^つしかない。

同様に，集合^ の任意の元A：に対して， さとなる定元 " が存在するとき， " さA と書:き表し， 

A は下に有界であるといい， " をぶの下界という。

もし， / I が成りつならぱ* Iを/1の最小元といい, 1st A t 書き表す。最小元は

必ずしも存在しないが，存在すれぱ唯一つしかない。

集合バの上界全体の集合が最小元を持つ時，これを•/!の上限といい，su p A で表す。同様にパの 

下界全体の集合が最大元を持つ時，これをA の下限といい，in fAで表す。

集合A の元dZに対して， くズとなるA の元ズが存ましない時，0 をA の極大元であるといい, 

max A で表す.。《が max A であるとは, 次が成り立つ事である。

V ln ( {  a } I- C )  =  { «  }

同様に，次が成り立つ時，ルをA は極小元といい，minバで表す。 '

A n C { « } ^ C ) = { a }

集合ルま，，極大元，極小元を全然持たなん谱もあるし，場合によっては2個以上持つ事もある。 

もしが最大元を持てば，それは唯一つの極大元であり，4 が最小元を持てば，それは唯一'"っの極 

小元である。 ‘

集合A の元《に対して, a < ズとなるの元 :tが存在しない時,ぶをの広義の極大元であると 

. . いい，，その集合をW. — max A で表す。まだ，ズ<  0̂’となるA の元ズが存在しない時，'<2をバの広義 

の極小元であるといい，その集合をw-minズで表す。

a GW —max/l<=：：> «  e y l , Ac\ ( {  a } +  intC) = 0  

a e w —m in^<=> a ̂ A ,  Av\ ( { c }---intC) = 0

でぁる。 ■

〔例 10 /?2において， C ニ { ( ' r , タMatさ0 , ツさ0 }とするc

次の不等式を満たす（ズ，タ）の集合をA とする。

， (

1 2 Sxy, x +  2 ^  y

supi4=grt_/l ニ max/l ニ （3, 4 ),  inf A  = ( 1 , 1 )

1st A は存在しない<v右の図で, /liU/ 1 2 の元がW -  

m a x Aで，/Uリんリルの元がWT-minv4,パ*の元 

ゼ、tn'mAである。

■  1.28(820) ——
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定理 1 パをクライン空間（ム，G ) の閉凸集合とすると，次の2 つの条件は同値である。

(1) a e\v—min/l

(2) 3/>*gC* ;  く />*> ニmin くa:, /)*>

同様に，次の条件(3), (4)ゆ同値である。

(3) a e  w —max A

( 4 ) ヨ が < « ,  /?*> ニ max < X , />*>

〔II 明） （1)ニ=^(2):  &  w — min バとすると，

G /I, ( {  a } —intC) n ^  =  0

分離定理により，次が成り立つような線形関数が=が存奄する•

■ ズ ニ > <<?,ク*> ^ <AT, /»*>

y ^ { a  }-intC=> く：y, />*> ^ <a, /)*>

. 上のツは，次のように書ける。 ，

y ~  a —  tc, u >  0 

したがって， .、

< a -  tc, p*y ̂  <a, p*y 

' ... ' 0 g  く？#, p*y ， .

このびは任意正の元でよいから, が で あ る 。

(2)ニ= M l) : ------もし，ズ<  となるパの元ズが存在するならぱ，

V/>*eC* ,がキ 0 ；<x, p*y <  (a, p*y

. . . < « ,  p*y キ min ix, p^y .

(3)<==>(4)も同:tio Q. E. D

系 < « ,  /)*> =rnin <a:, > * > となる/>*> 0 が存在すれば，fzemin A である。

<び，/)*> ニmax くズ，/>*〉となるが >̂ 0が存在すれば，びGinax*/!である。

〔軸明〕 びまmillぶとすると，みくびとなるバの元みが存在する。が :> 0 よ

<b, p*y <  くび，p*y

したがって， 〈<?, P*y min < ズ，力*〉，後半も同様。 Q. E. D.

この系の逆は成立しない。 ’ ，

- 12Q(821) —

• 4•パ

冬意写像の性について（その3 )

もし， CL, C )  =  (/?, R ® ) ならば，次が成り立つ。

grt >4 =  max >4 ニ W.—max ノi 

1st v4 ニ min メ1=w —min/I

I

，I
I
I

!I
I
I
I

I
I
I
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§4 .3 . 集合族と順序

この節では，多意写像の凸性を定義するための準備をする。

( X ,  P ) ,  ( F , Q ) を 2 つのクライン空間とし，；s：* , ド* をそれぞれ；̂^ y の双対空間とするな 

P * ニ{が 义 *, 0 さ/)*}

Q* =  { (7 *U *e r * , 0 ^q*)

とおく。これらはいずれも公理（K 一6) を満たしているとする。

多意写像/ : ズーチy の凸性を定義するためには，F の部分集合の間に適切な順序を導入しなく 

てはならない。 .

まず，空間F の部分集合/Wと，ダの線形関数3；* に対して次のようr おく。

くル/, y*y ^in f O ,  y*y

この場合，M ニ 0 ならぱ，任意の：V*に対してこの値は+  00とする。すなわち，

く0 , タ*> =  +  00

とする。

定理2 • 次が成り立つ。 ‘ '

( 1 ) 3^*eQ*4=> <Q, y*> ニ 0

(2) jv*を <Q, y*y == 一oo

〔証明〕 ( 1 ) タ な ら ば ，任意のタに対して，くタ，タ* > さ0 である。しかもO G 0 であ 

るから, 〈Q , タ*> -  0 ,  . .

逝に，くQ , タ*〉ニ 0 とすれぱ，任意のタg Q に对してく；S タ*〉k O となる。しすこ 

がって，ツ で あ る 。

( 2 ) タ な ら ぱ ，<y , y*> <  0 となる：v G Q が存在する。Q は凸維であるから， 

任意の2 >  0 に対してスタG Q, くむ，y*> ニ >K«y，タ* > より, ’

. X Q , タ*〉=iiif くツ, グ*> = 一00

逆に，くQ, y*> =  一00ならぱ，くタ，タ*> < 0 となるタe Q が存在するから，；̂*を 

である。 ' Q. E. D.

空間（y ,  Q ) の下に有界な凸集合全体および空集合0 からなる银合族をダとする《明らかに凸 

維Q は-5^こ含まれており，次が成り立つ。 ，

(a) /!!, '/IgGjy"ニ:;:̂ /41 +  ■/I2G

(b) Au /l2Gcĵ r=4>/4in̂ 2ni ,

.—— 130(5物  ~ ~ -
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- '(c)' AGS/f   ̂ ^  0 = ：>^A e  

さらに，次の2つの命題が成り立つ。

:定理3 集合族に属する集合パを1つ固定しお時，写像

く ん • > : Y ^ - ~ ^ R  (/ ?ニ i ? U {  +  o o , —の } )

は次の性質を持つ。

( 1 ) orさ 0 , ：> くん《夕*〉ニ《： くバ，ッ*〉

( 2 ) ッ1*, >>2*eF*==^ くんタ1* + タ2*〉ミ くん、タ1*> +  くんダ2*> 

'.〔註明!）. （1) iAi «>?*> — inf く ズ, 《_>>*〉二びinf..くズ,ツ *> ニび </1,タ *>

(2) く ん タ ，* +  ッ2キ〉 ニ in f < A：, _Vi* + タ2*> ニ ittf{ 〈ダ， >!*>  +  <^>  ^2*>)

^  in f < X , >»!*> + in f  く't , タ 2*〉

くん ^1*> + 〈んツ 2*〉 Q. E. D.

:定理4 空間F * の凸她0ホに属する元g*を 1つ固定した時,写像 

< • , <7*> ： ~ ~ >jR

は次の性質を持つP

(1) びさ 0, /1g J ^ = >  くび/1,..が〉̂ニ《<>4, <7*>

(2) Ai, /I2G «=!=> くん+  /I2, q*y ニ くん，が〉 +  </l2, 9*>

•OP月〕 （1 ) 〈び/1, <7*> ニ inf くびズ，<7*> ニ《 inf < X , *̂> ニ《〈̂ 1,q*y
' ■X  gA X gA

(2) 任意の.ズiG/4i., に対して，

くん+ パ2, <7*〉ぶくズ1+ズ2, <7*> ニ くズいび*〉+ 〈'も，び*〉 

. . . :くん十ん，q*y さ くん，q*> +  </l2, (/*〉

■ 次に任意のe > 0 をとると，んの元《1 ,んの元《2が存在して，

〈ん +  ん , <7*〉+  S さ く《1 + び2 , *々> ニ < «1， </*〉 +  くめ5,

‘ さ <Ai, g*> +  <Az, q*>

eは任意であるから， ‘

X A irh A i, q^y さ <ん , マ* 〉 +  </l2, q*>

以上の2つの不等式より，

〈ん + ん， <?*>’ =  <ん，び*> +  くん <7*>

q*>

Q. E. D.

多意写像/ の点における値 / け）はの部分集合である 0 / 0 )が集合族々こ含まれるとして 

.ダの凸性を定義して‘もよいが，それでは凸関数に特有な性質，を/ が持つようには出来ない。そこで

 131(5^5)—
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集合族ぎよりも狭い集合族を考えなくてはならないが，その前に双対空間との関係について 

考察する必要がある。 ■'

ぐ合族ダに属する集合ルよ下に有界であるから，

U S  A

となるような元" が存在する。L たがって，び* ならぱ，

〈《 , <?*> さ.くん <?*>

すなわち，定理3 でY * をに制限した関数 

くん，〉. ：Q*— ^R

は，関数として下をこ有界である。また，定理3 から？この関数はQ* 上においてグラフが凸維とな 

るようなIH1関数となる。しかし，命題11から， には基底が存在するから，この関数の定義域を 

基底に制限ずる方が取り扱いやすい。定義域を基底に制限するとは，基底上において関数のグラフ，, 

の断面を考えすいるのだと思えばよい9 定理3から，基底上における関数の値から，上の関数の 

0 * 上における値は完全に定まる9

以下， の基媒を1つ定め，それを 'S * で表す。 はノルム有界な閉凸參合あるから，W *— 

compactである。

次にS * を定義域とする開数み：S*— で次の性質を満たすもの全体の集合をグとする0 

( 1 ) は下に有界である。

②みは上半連続な凸関数である。 ，

こ こ で , . 上半連続という仮定を入れたのは，境界における関数の行動を吟味するわずらわしさを除 

く為である。（〔13〕，§1.3参照)

集合族％ に属ギる関数みに対して次のようにおく。 T

M ( 5 * , み）ニ { ズ1^:ざ ん  s * e S * ,  h ( 5 * ) ^  < X , 5 ホ〉} .  

n M (5 * ,ゐ）ニm (/o

集合M (s * ,/ oは空間の明じた半空間であるから，M (/oは閉凸集合である。 また， は下に有r 

界であるから，M ( み）も下に有界となる。さらに，M (/ 0 に属する点をとすれば，{<5t}+Qも, 

M (/ 0 に含まれている。すなわち，M (/0 +  Q 〔M (/ 0 となっている。

逆に，空間F において, .下に有界な閉集合バで， yl +  Q c y lを満たすものを考えると，

くん 5*> ニinf ix, s*>

であるから，/?(5*) ニ くん s * > とおくと，/?e f であり， 

yxGs f his*)S < X , 5*>

/ . lVI(s*, A )つ/1 ... M(/^)d

一̂方，intv4ギ0 だから，パの境界上の各点は支持超平面を持つo しかも，それは,， .

—— 132(^24) - -
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多意写像の凸性について（その3)

く A： , S*> ニk, S*gS*

という形をしている。したがって，M (/ O cんすなわちM ( み）：= パとなる。

そこでi 空間（! "，Q ) の部分藥合で★ の条件を満たすもの全体からなる集合族をV とする。

( 1 ) バ，は下に有界な閉凸柴合である。 ’ .

② 4  +  Q c  v4

以上の事から，関 数 族 と 集 合 族 と は 1対 1の対応をしている事力̂iわかる。 ’

定理4 から， は次の性質を持つ事がいえる。

( a )  y l i j  ^ 2 G  l S ^  +  / I 2 G

(b) /lij /I2G n

(c) 2 ^  0

さらに，空間（F , のの部分集合パでパ+  骑たすもの全体からなる集合族をで表し，

ム族という。 には空集合0 も含まれているとする。

■ 集 合 族 は dll維Q を含み，明らかに次の性貧を持っている。

( a )  J3  I ， J3 z  G  1  + .  / ? 2  G

(b) Si’, 13 zE 郊— n

(c) B  e X ^  0 zz=^XB&^

集合族に含まれている各集合と原点に関して対称な集合よりなる集合族を一で表す。

であって，一はクライン空間C^, - Q ) における族である。

集合族ダに属する集合の間に，次のように順序を導入する。

(4,3)

これは，次のようにいづても同じ事である0

Ihを ,

この順序は明らかに次の性質を持っている。 .

'  ( a )  { 0 } ^ B < ^ Q z ) B  .

(b) y B  ； B S B

(C) 1^ 2  さ B s  コ^さ  jB z

(d) 0 ■

( e )  . C  G  ダ ， / ? 1 ^ _ / ? 2 ニ~ ^ < ^ 1 +  0  ^ ^ ^ 2 +  C

丄 .
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次の条件は同値である。

( 1 ) B a B 2

(2) V<7*^ 0 ； < B i ,q*y ^  <52, <?*>

(1)ニ:M2):— 一 B i ^ B zとは i? i+ Q つパ2 というぎであるから，

く仏+ Q , が"〉 = inf < ズ，な*〉 ^  inf くズ，q*y ニ び 2, <?*>

定理4 (2)および定理2 (1)より，

く5 i + 仏 び * 〉 ニ 〈仏 ,‘ び* 〉 +  く© ,  < ? * >  

/. <Bu が=> さ <B2, q*>

一 条 件 (2)は，次のようにいっでもよい<

<Bu q*>

(2)==>(1)

そこで,

V ^*e5 * ； <Di+Qy  び*> さ くi52 +g , q*>

Q. E. a

わO * ) ニ くi? i+仏ぶ*〉ニ くセ1 , s*>
. , .

み2 ( 5 * ) =  < B 2 + Q ,  s * >  ニ < J h ，S *>

とおけば，h、, み2 は関数族f に属し，次を満たしている。 ’

' vs*eS * ； hiCs*')^h2W

したがって，

M ( ゐ1)っ M ( / i 2 ) .

.となるが，M (A i)ニルナ仏 ’M ( わ).ニ_62+ Q であるから，

. . . .  Bi^Bz

.し.，.' , .
*

§ 4 . 4 凸多意写像の定義

前節で導入した集合族とその順序.を用いて，次のように多意写像を定義する。

定義5 , 多意写像/ : 义一み]Tが次の条件を満たす時- , / をー凸多意写像という。 

( 1 ) 空間义の任意の点ズに対して，/(A：) e « ^ である。

( 2 ) 空間义の任意の2点ズ1 ,ズ2 と，；（+//ニ1 , さ0 , パき0 である任意の 

2つの実数;( ，/Uこ対L て，次が成り立つ。

f<iXxi+fxxi') ̂  ̂ f(xi)+ /i/( X2) •

また，一/ が一凸多意写像の時，/ はIター旧多意零像という。 

今までの1ぎ〜3章 （〔13〕，〔14〕）において解説した凸関数，凸写像，凸多意関数は，いずれも 

上の定義における—凸多意ギ像の特別の場合になっている0
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定理6 多意写像/ : ズ-~>>y■につぃて，次の条件は同値である。

( 1 ) / は 一 凸多意写像である。 ，

(2) —/ は（一ダ）一凸多意写像である。

《3) 任意のれ> 0 に対して，次の関数が凸関数である6 

< / ( • ) , デ> : X — ^R

〔SE明〕 (1)<^(2)： 次の2つの条件が同値である事から直ちに得られる。

/ (フ：̂1 +  /び2 ) + 0 〕び ( ：̂1)+ /^/'(ズ2)+<? '

一/'ひズ1 + バズ2) — Q 〕一び. ‘  Q

(l)4=^(3) I —— 定理3 ょり

' / G X i  +  ^ 2 / (X i )  +  /W/(A：2) .

とぃう# と，次I t同値になる。 -

Vg*^Q*  ； </Gxi+/ix2), q*> ^  ̂  </(xO, q*> + / < / (> 2) , れ>

- Q. E. D.

同じようにして，次の定理も直ちに導かれる。

定理7 多意写像/  : 义一 につぃて，次の条件は同値である。

( 1 ) / は —1H1多意写像である。

(2) / は（一•ダ）- 凸多意写像である。 ，

( 3 )任意( 0 ヴ*と0 に対して，次の関数は旧関数である。

< / (，），れ〉： X — >R

■多意写像/  i X — め!^の本質的定義域とエピグラフとは，それぞれ次のような集合である。

dom/■ニ{ |/(：0 キ0 }c A '  '

丑[/]ニ { ( 文，y) \ X ̂ d o m f , y})

ニ{ ( ズ，：V)I ^ Gdorii/, y g / (a ; )+  Q } c X x  Y

以下，凸多意写ま/ について，最初にあげた5つの性質〔CF— ,1〕〜〔CF〜5〕が成り立つかどう

かを考察する事にする。

. . -  ■ , ■

〔CF— 1〕 多意写像/ が一凸多意写像であるための必要十分条件は,/のピグラフE [ / ] が镇

合 ；̂ x y の凸集合となる事である。

〔証明：） （必寒性）：—— ダが一凸多意写像であるとする。だ[ /〕に属する任意の2点を
. ■ .

(Xl,タ1 ) , ( ズむタ2 )とすると,

yiG/CxO+Qf yz^/(X2)+ Q  , '

- ~ *135(5 が）一■-
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写像/ は《̂ — 凸多意写像であるから* ん+/^ ニ1，スさ0, さ0 である任意の2つの 

実 数 わ /0こ対して，

/ (；{ i +  パ:t2) +  Q つス/ 0 1)+  i«/( ダ2) +  <?

.ニ パ /'(ズ1)+Q }+ /̂ {/( 乂 2)+Q}

... fQxi+/iX2')-i- Q  ̂ 2yi+My2

.*• Q̂ Xi-\- flXiy ^̂グ1 +  パタ2)@£^/] . . .

したがって，£ : [/ ]は凸集合である。

(十分性）：—— /?[/]が凸集合であるとし，dom /に属する任意の2点をズ1, ズ2とする。

iミ

/{ + パ= 1 , Aさ0, さ0 である任意の2つのま数;U  //に対して，タi G y (：v o + Q ,  

タ2 e / O 2 )+ 0 ならぱ

0.X\ -\- (J-X2i か 1 +  /̂タ2 ) [ど[/*]

./，. ぶ1 +  /̂ズ2) +  0  ヨ +

f Qxx-\-HxO-\- Q.-> /I {/ (a：i )+ Q }+ / ^ {/ (a；0 + ^ )  ,

/. /0?：1：1 +  パズ2)^>^/'00 +  /«/02)

したがって，/■は —凸多意写像である。 . Q. E. D.

さて，次は 〔CF—2〕であるが, リプシッツ条件という.ものを多意写像に関して考えるのはいさ 

さかやりにくい。そこで定理6⑧を利用して，多意写儉の性質を一意関数に移して考える。そのた 

めに，や々一*般的な考察をする。

凸多意写像/ : 义一^5^に対して，

が/レ ，タ* )=  </0 0  +  Q, •V*〉

とおくと，が/は2 変数ズ，：y*の一意関熟[である。 .

Hf  ： X x Y ^ ~ ~ >R

定理8 が/ は次の性質を持っている0 /

(1) . X $dom/ z==^Hf ( Xy ツ*) ニ+ CO 

《2) X e dom / , デを Q* ニニ>i// (ズ,タ *) ニー oo 

〔証明:！ （1 ) ズまdom / ならぱ，/(ズ）ニ0 , したがって, ，

/ O )+ Q  =  0 + Q  ニ 0

... H / i x , タ*)ニ < 0 ,ツ*〉ニ+ 0O

义sdom j^ならぱ，/ (めキ0 ,

</(ズ）+ Q , デ〉ニ </(ズ)，タ*> + <Q* デ >

— 136 (Sが）-~~~■
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多意、写像の凸性について（その3)

タ だ か ら ，定理2 より， 〈Q , タ*〉ニー

. . . H f  (.r, y * ' )  ニ ー CO Q. E. D.

' ' • ■ . - 

この定理から，/£/については， .t Gdom /, の場合だけを考察すれぱよいわけである

力' ; , 特 に ツ 0 とな々た場合は， '

f 0 ( e  dom / )
' ""ん i，，0) = U  ⑦ （ズまdom/)

となるから，これはdom/•の指標関数となる。この場合も特殊であるから除外すると，結局g * の 

基底に制限した場合だけを考えればよい事:になる。そこで，

Hf (ix, 5*) ニ< / (め+ a ,  5*〉， S*gS*

H f ：XxS*-— ^ R  

とおいて，この斤rの性質を利用して/の性質を考察する事にするo 

まず，定理6 より/■が— 多意写# という事.と，

^ /  ( • ,  5*) ニズ一 >̂R ■

が凸関数という事は同値である。また，定理7,より，：<；e d o m /の時，

は，、下に有界な旧関数となるから，これは関数族グに属している。 -

今の考察より， 〔CF—2〕は次のような形に書きかえられる。

C C F -2 D 任意のs * e 5 * を1つ画定すると，ダー凸多意写像/ の本質的定義域dom/ の内部 

(d o m / )*に含まれるある1点の近傍においてHずい，5 * )が上に有界ならぱ，

Hf  (  • , 5 * )は （d o m / y において局所的こ有界であり，局所的にリプシジツ条件を 

満たす。したがって，が/ (  • , 5 * )は （d o m / )*において連続となり，（dom/ンに 

含まれる任意のコムパクト集合において, はリプシッツ条件を満たす。

関数/ / / (，，S*),が集合A においてリプシッツ条件を満たすとは，

3 k ,  y x i ^ A ,  S/X2^A ； K_/.Oi)，S*> 一 < / 0 2 ), 5*>1^ k\xi~X2l  ’

が成り立つ事である。

次に支持写像という概念を導入する。そのた•めに，まずA 3、らF への連続な（一意)‘線形写像全 

体のなす集合をぶ^ 5 0 で表す。

多意写像ダ：义一※ F が次の形にまされる時，STをアフィン多意写像という。

， ウ（ズ）= で0 ) + ル  F ) ,  B e ぶ

-—— 137(5^:9)-—
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また，多意写像/ :  A'— に対して， * .

Vパ が » さ ( ズ）

となるアフィン多意写像P を/の下界写像という。これは任意のs * g 5 * に対して，

(4.4) Vズ；<9<ix'), s*y ^ 〈/ 0 ) ,  5*>

が成り立つという事と同値である0 

さらに，下界写像に対して ,

(4 .5) パ 《)ニy(fi), a らX
. ‘ ■ ,

となる《が存在する時， 5^を関数/ の点《における支持写像という。

さて, 任 意 の >5 * に対して，

. くg(AO, 5*> .= <rcr), 5*> + < & > >

となり，

くr(,), 5*〉 ： X >R - 

は線形関数であり，< B ,  s * > は定数となるから，

<ダ（，），5*〉：

はアフィン関数となり，この関数は_̂ ^̂  ( ，，5 * )とも* ける。すなわち， (4 .4 )は s*y 

が，斤/ ( ，，S* ) の下界関数になっている事を示している<5 

式 （4 . 5 )より，

TXa) + B=JX(0  Z, B ニ JXa) -  T\(0

したがって，ま:持写後は次の形に書ける。 /

(4.6) g O )ニ7Xズ ー《) +  /■(>)

これで，--般的な支持写像が定義出来たわけであるが，これでは一般的過ぎてかえって使いにく 

い。それよりも値域がの場合に帰着させて考えたほうがよい。.また，冬意写像/がダー下半遮 

続とは，すべてのズに対して， であ'り，任意の 5*e S * に対して，開数く/ ( • ) ,  5*〉が' 

下半連続となる事だと宾義する。そうすると，〔C F — 3；) は次の形に書きかえられる。

〔C F — 5〕 一下半連続な多意写像/ が 巧 一凸多意写像となるためめ必要十分条件は，任意0  

に対して，d o m / の任意の内点において，</( •), s* > の支持関数が存在すを 

斯である。 .

次に劣微分について考察する。式 （4 * 6 )より， 一凸多意写像/ に対して， 

yx，l\x - a') + y ■(め^ / (A：)

が成り立つようなr の镇合を《における劣微分といい，5パ《) で表す。 .
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多意写像の凸性について（その3)

df \ (X ,  Y )

.r I~~力■'d j\x')

である。しかし，これも使いにくいので次のような概念：：|̂導入する。

.ぎ.像/ は凸多意写像とし，ズGdom /, s * g S *とする。この時，凸関数ぶ/( • , ぶ* ) の点《€ズ 

における劣微分を5 ^ / 0 ,  S * )で表す。すなわち， .

(4.7) V，て；くズーfl, .r*> -\-Hf (a , s*) ^ H f  ( ズ, s*)

が成り立つようなA：*の集合である。ところが

ぶ/( « , ぶ*)ニ <パな）+ Q ,  5*> ニ < / (め , s*> H -〈0 , s*>

= < / 0 ) ,  5*> ニ（5*0ハ（め 

であるから，.(4 .7 )は次のようにも書ける。

Vパ  く:r - « ,  X*} +  < / ( « ) ,  s*> ^  < , 0 )  . s*> ■

あるいは，次のように言いてもよい。

dH/( a , s*) =  5 (s *。 / ) ( « )

また，>  を変数とすれば，

dHf <i,、 s*) ： X — ^ X *

.r I~み .dHん  X ，s*)

であって，〔C F -4：] は次のように書きかえられる。

C C F-4 ] 一凸多意写像/ が下半連続ならぱ，任意のs*G*S*に対して， パ ♦, 5=*=)は極大単

調増加写像である。

次に共役関数について考察する。共役閑数ではs u pを考えなくてはならないから，凸多意き像 

では具合が悪い◊ そこで最初からガ/ (，，5*)について考える。 - •

凸多意写像/ 'の共役関数を次の式により定義する。

(4 ‘8) H*f (,r*, s*) =  sup{ < x , x*y — H/C x , s * )) .

このようにすれぱ〔CF—5〕は次のように書きかえられる。.

CCF-5：! ダー凸多意写像/ が下半速続ならぱ，任意のs*G*S★に対してその井役関数巧（♦ ,5*) 

も下半連続な凸関数であって，次が成り立つ

(1) yxf yx* ； < , A：*> s * ) + 斤[ O* ,  s*)

( 2 )  くズ， ニぶ/ ( A T ,  5 * )  + / 7 } ( x * ,  5 * ) < = > ズ* 6  0 を （ズ， 5 * )

(3) , s*y)ニ ( 0 fい ,

(4) firい , S*)ニl7'(‘ , 5*)

' . ■ ' ■
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定理6 より，/ が — 凸多意写像になるという事と，应パ.，S * )が凸関数になるという事は 

同値なのだから，/ のいろいろな性質はぜ/( ，，5* )について考えれぱよいというわけである。

〔例2〕 を""*意凸写像とし，簡単のためd o m p =Xとする。

/0)=={ JV }==5^O)+0

とすれぱ，こ れ は 一 凸多意写像となる。任意の5*e S *に对し，

Hf 0 ,  5*) 一 < / 0 ) , 、ホ  ニ <sp(jO, s*>

となる。したがって，

5///( a , S*) ニ9(デ，xp ) ( « )  •

//X ズ*，ぶ*) ニ sup{くも X*y -, ((fix'), 5*>}

ニ（5*。め*(:K*)

〔例 3〕 クライン空間（X , P ) ,  ( X ,  Q ) が与えられたとする。これらの直積( X x y ,  PxQ') 

はまたクライン空間となる。関数^0 :义乂7 — は，次の式が成り:つ時であると

V O i , ^0, Cxu y i ) ^ X x Y ,  yXy 0 , ム+/ /ニ _1; '

^ Q X i + /^X2,む 1 +  /0"2)さル（ズ1，タ0 + パ?<ズ2,タ 2)

この不等式で，ズ1二めJニ义とすると，

す（ズ,>?タ1+/«タ2)ざ (ズ, タ1)+パ̂0(ズ, yi)

次に, （2]関数 0̂に対して，

/ ■ ( ズ）ニ む 1 パ ズ ， y ' ) ^ 0 , タ^ 0 }

とおく。ツさ0 という仮定は/(A：) を下に有界にするための仮定である。明らかに， 

/ 0 ) は下に有界なtfh集合となる。

次に/  ： が —凸多意写像となる事を示そう。それには，

fQXi + /iX2)+Q ：D kf(Xi)-^fif(X2)

となる事を示せぱよい◊ .

め  e/Oi), yz^fiXi')

とすると，

仮定から,

(pixu ダ1)^0, (pixu yz)^ 0

ipiXXx-\-fiX2,む l +  /0^2)^か(ズ1 ,ツ1) +  /^Kズ2 ,タ2)^ 0 
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多意写像の(ib性について（その3)

. . む1 + , ( ム‘1 +  /̂ズ2)

,.， /■(スズ1 +  つ/!/0 l)+ / i/ 0 2 ) '

したがって, / はダー凸多意写像となる。 .

この場合’ ならば,

' Hfi S*) ニ 5*> =inf (<：y , パ〉 ャ，ツ）さ 0 }

であり，义*£3ガ乂び，S*)ならぱ，

< ^ , x*y + H /( fl , s*')^Hfix, s*)

となっている。 ’ .

多意写像/;が，このような形で与えられる場合は多い。特に" ： をIH1関数， 

ルを凸関数として； —《とおくと，

=  { タレGOシぺズ），グさ0 }

となる。凸計画法にぉける附帯条件などは，大部分この形をしている。

 ̂ \ * .

今まで，多意等像と凸性という2つの概念を結びつけるにはどのようにしたらよいかという事に 

ついて論じてきた。凸多意写像の応用としては，ラグランジュ乗数法の一般ず匕，凸計画法やダイナ 

ミック，キデルへの応用など種々考えられる。その場合に，凸多意写像が有効な働きをするのは， 

不等式と等式とを同時に取り扱えるという点である。

応用例についても言及すべきであろうが，上記のような問題にはそれぞれ独特の数学的な構造が 

あり，それを論ずるとなると余りにも長くなるので，この論文れ一応ここで終りとする0
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