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劣 微 分 と 共 役 開 数

渡 部 隆

最近,凸解析の色な手法が経済分析において極め 

て有効である事が法目されてきている。凸解析は，従 

来め微分辕分にとってかわるものであって，その手法 

で特記すぺきは次の2点にあると思われる。 .
1。 今までの解析学の基礎となっている考え方が局 

所的であるのに対して，大局的であること。

2。 図形の幾何学的な性質を十分に利用しているこ

XI—3) / のェピグラブ：~—
E [ / ]  =  { 0 ,  y) \ x  G dom /, / ( . r ) ^  >»} 

Cl一4〕. 方向微分係数ニ '•-----
/ ' レ ；U

〔1一 5〕 劣微分 

d f ( a )

と

経済分析においては，結局は最適値問題を解くとい 

う形に帰着する問題が多いが,そのような問題では凸 

解析は極めて有動な手段を提供する。その場合，具体 

的には劣微分と共役関数の考えがよく用いられる0 
この論文の目的は，経濟分析によく現われると思わ 

れる関数について，劣微分と共役関数を求め，その性 

質を解説する卒にある'。

~ { x * \  < «  — a , x * y  S f  { x )  — f  ( a ) ,  v x }  
ただし，/ " (< 0ニ + °°の時はが（《) ニ0 と 

する。 -
〔1 -6 ；) 劣導-写像 

d f  : L

〔1 一 7〕 共役関数： 

/ *  ： L*- -> R

x*\~~>sup{<.ズ, X*y~ f  (A：)}

準 傭 〔1 一  8〕

凸解析に関する基本的事柄は〔7 ：) に解説してある。 

この論文で用いる慨念や記号で〔7 〕に用いられてい 

るものは，そのまま用いる事にする。

この論文で取り扱う関数は，. バナッハ?k間L を定義 

域とする関数，

/ ：l - ^ r
である。

下界関数：——
次の式を満たす連続なアフィン関数g を/の下界 

関数といい，そ9 集 合 を で 表 す 。

Vズ； ヴ{ x ) ^ f { x )  '
〔1 一9〕 関数の閉包：

/ 0 )  ニ sup ff ( x )gらM f

このような関数に関して以下よく 、る記号をまと

め't :おとう。

〔レ 1〕

C1-2D

本質的定義域："~一 

d o m /=  { X 1 /  ( A：) <  + 00}
/ のグラブ： ----- -
G i f \ - = { ( x , y ) G L x R \ y

〔1一10〕関数/•の支持関数：一

関数/ の下界関数f /が，次の式を満たす時, 
点《における/ の支持関数という。 

g { a ) ~  f  { a )

次に，特別な関数の定義をあげておこう

/ ( ズ）}
94 {498)
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劣微分と共役與数

〔1一 1 1 ;]指標関数 : -

タパズ) ニ. I
〔1一12〕集合の支持関数 : 

A c L ,  (Ja (x * ) =

e /1 )  
(x $  A)

sup ( x , x*yXeA
A * clL*,  ニ..s u p 〈.

〔1一13：) ミンコフスキーめ関数：_ _ -
f 0 ( ニ  0 )

=  j i n f  { /  >  0 I A； e M }
l +  oo ( ガ：̂0 で,ズ €E'パとなる 

ん> 0 力';存在しない時） 

次に，定義から直ちに導かれる簡単な公式をあげて

おこう。

〔1 -14〕. (劣微分に関する公式）

け） び >.0 ならぱ， 5 ( a / ) = « ( a / ) -
(ii) d ( / + び）= a / ,  a g R

(iii) ( d o m /V n  (domど)ソ な ら ぱ ，

^ ( /  +  g ) = 3 /  +  9ざ.
(iv) が単調増加な凸関数であって， 

{ / ( d o m / ) } * n ( d o m g ) 〜 0
ならぱ,

H g 。f ) レ0  ニ d g i j ( x y ) d f ( ^ x )
〔1一15〕 （典役関数に関する公式）

/  : ム~ がで半連続（/ . S . C )な凸関数ならぱ, 
その共役関数/ * も / . ぶ,ムな凸関数であって，次が成 

り立っ。

り ） Vズ， V：f * ;  くズ， ズ* > $ / レ ）+ / * ( ズ*)
训 ( /  + a )* (A：* ) - / * ( ：t * ) - a ,  a e R

(iii)
(iv) < x ,
(V) d ( / * )  =  ( d / ) - K
{vi) / * * = ：/

以上の事•はよく知られモいる# 柄である。 ■ 
次節以下で，これらを用いて劣微分や共役関数を求 

める事にする。

, § 2 集合の支持関数

，ある集合/!の支持関数としてまされる関数の中には 

重要なものがいろいろある。

例えぱ，L ,  L * の原点を中心とする単位球をそれ 

ぞれ， ,

^  = { ^ ! II II.さ1 } 
B*={.r+1 II A-* 11^1}

とすれば,
II ダ II 
II ダ* II

= sup < X , x * } ^ a B * ( x )  x*eB*
s u p 〈ズ， .t*> = びj3(ズ♦)

である。 ■
空間がの部分猫合^ ( キ0 ) に対する支-待開数を,

: supM <X,  X*)

とおく時，これは明らかに次の2 つの式を満たす事を 

注意しておこう。.
〔2—1〕 V«さ 0 , . Va:;,(«a:) ニび/ ^ 乂.）（正の同次性）’
〔2 - 2；) VX, \ /y； / ( x  + y ) ^ / ( x )  + / ( y )

(劣加法性）

この〔2 -2〕より,
/  ( ズ）ニ/ ( ズーツ+ タ）ざ/" (ズータ）+ ダ（>>〉

したがって，次が成り立つ。

〔2- 3〕 /  ( X  -  y ) ^ / ( x ) - f ( y )
空間 . Lめ部分染合/! ( #  0 ) に対する支持関数につ、 

ても同様であも。

支待関数の劣微分については，次の定理が成り立つ。 

〔定理1〕
空間L *のW* 一 コムバクトな凸染合をM とし，

/ ( ズ ） ニ m a x 〈ズ , x*y = 0M(x)x*^M ■
とおけぱ，

ニ{■a：*G M |< fi, .；!；*>=/■(«)}
である。

〔証明〕

g ( x * ) = ( a , ズ*〉とおけぱ，g は空間上の連続 

な線形関数となる。M はか* 一  コムバクトであるから， 

次のようなズ0*が存在する。

£^ズ0*) ニ m'ax ド（ズ* )ニmax び, a:*>
ズ x*gM

.’. < «，ズ0*〉ニ/ ( f l ) ,  Xo*^M
任意のズに対して,

<, x~a,  Xo*y^<^x,  X o * > - i a ,  Xo*>
二く もぜ 〉- / ( « ) ^ / 0 0 - / OO

Xo*GO/(a )
逆に, び （《) とする時,
( 1 ) < a ,ズ1*〉ニ/ ( < 0
《2) X i * g M ：

が成り立つ事を示す。

劣微分の定義より,,
95 (49め 一~~.
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(3) f { x ) - f { a ) ^ < x -  ay .  A-1*>, Vズ

が成り立っている。

ぃま，（2)カ诚り立たないとすれぱ，分離定理により，

(4) vnax くe, a:*>< くe , ;ズ!*〉. A*eAf
となるようなi の元e が存在する,

ところで〔2 —3)より

f  レ ー  H)  ̂ / (  -V) - - / ( « )
朗数/ の定義と(3》より，

max i x ~  tty A：*>^<A； x*^M ， X 1本>， V X

ここで X — a とおけぱ

m a x '< 6 , ズ*〉ミく 6 , ズ1本〉x*eM
とれは00に反する0 

.*. x , * g M
次に(1)が成り立たな、、とする。（2)は成り3*£つている

.から，. r
< a , X i * } < / (  a )

でなくてはならない6 不♦式(3)より
/ ( x ) - < x , も*〉ミ/ ( び）一くらズ1*>
... f ( x ) - < x , も*〉> 0 ,  Vズ

こごでA* ニ 0 とおけぱ 0 > 0 となり不合理。よつ 

て，（1),(2)が成り立つ。Q. E.D.

次に共役関数にっいて者察する。

〔定理2 〕

関数ダが正の同次性を満たすならぱ，

V乂；，〈ズ, x * } ~ / ( x ) ^  0.
となるズ* の染合をA とおくと,

f * ( x * ) ：=dA(x*)
である。

〔11 明〕

仮定か.ら，’
V a ^  0 , Vズ；ズ(《ズ）ニ 

である。したがって，/ ( 0 )
もしズ* € i 4 ならば ,

VX； <x ,  X * } - / ( x ) ^ 0  
であり，. ’ズ -  0 ,の 時 ,

< , X  f  X * } - r / ( x ) ~  0
である。したがって，

/ * ( ズ* ) ニ sup{く A；, —/ ( ズ ) } = 0
もしズ*€^^4*ならぱ，

3ズQ; <Xo, X * y - f  (tto)> 0 
また，任意の正の数《に対して，

< , a X f ) ,ダ*〉一/ ( びズ0 )ニ 《 {<ズ0，:ガ*〉r / (ズ0)}

- a / ( x )
= 0 である，

. . . / * ( ズ♦)ね up [a  {<ズ。，J^*> -/(^o )}] 
a> 0

以上から，

〔系:)
空間ふ* の部分集合をM とすれば,

(びめ* (ズ*) ニ (ズ*)
である6 .
〔証明〕

集合M の支持閱数びM の定義より，

n i ( x ) = sup i x , x * yjc*eM
したがっ て, .が な ら ぱ ，

( 1 ) VA：； i x  , ズ *> 一 <JAf ( ズ 0
< , r ,ズ* > は固定されたズに対して，ズ*の速続開数 

であるから,，x* g M に対しでも(1)が成り立つ6 
次に，ズ0*ホ:S?ならぱ，分離定理により，

sup < e , x*y <  < e > ズ0*〉x*^st
，て,

ゆえに，定理2 より，

(び;i / ) * (パ)二ぶ aK ズ *)
これらの定理を利用して具体的な関数の劣微分と共

が*〉}

役関数を求めよう。

〔例 1 ：) a 嫌関数)
パ :0 ぺズ，が"〉, P * g L *

とする。

空間L * の 1 点P * のみから/ ^ る集合をル "̂とすれぱ，

f ( x ) = O A i ( , x )
である。したがって，定理1 より

d/(a) = {x*(EM\ia ,x*y = i a f

=  {/>*} ニ JW
定理2 の系より，

/ * ( ズ (ズ*) ニれり*}(め

f 0 ( x *  =  p*)
，' ニ 1+00  \ x * ^ p * )

( M  2 3 (プ7 ィン関数）

_?(ズ）ニくズ，/>*>+«，p * e ひ ,
とすれぱ，前例と公式〔1一14〕，〔1一ほ〕より， 

d f ( a ) ^ { P * }
/ * ( ズ♦) ニ5{パ}(ズり - 《 ,

I 一《 (义* = /»*).
二 1 + 00 ( x * ^p* )

〔例 3 〕 （ノルム）,

g R

96 (5(?の
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劣微分と共役関数

/ * ( x * y = d B * ( x * )  =  '

/ ( - 0  = II ズII =^0B*(X)
したがって’ ’

ニ く ら ズ*>ニ II a II }
= { ズ* |<«  , ズ*> ニ  II II ,  II .r* li ニ  1 }

■ 0 ( I  ズ* 1 1 ^ 1 )
、+  06 (II X * \ \ > 1 )

. ここで，いくつか注意しておくべき事柄がある。 

定理1において，

/ ( x )  ニmax くA；, ズ* 〉ニ び W( ズ ）x*^M
というのは，集合M上における線形関数 <ズ，A：*〉の 

最* 値であり，

'5y( ) ニ ■{ズ* e .M K  , -r*> =  / ( « ) }
は，銀合M上におレて線形関数くズ*〉が最大とな 

るようなA：* の集合をましている。

幾何学的な意味を考えると， の時，ズ* に関 

する方程式 

〔2 -4 〕 <« ,  x*y = / ( a  )
は空間L * における超平面を表しているわけであるが，

. / ( « ) =  max: く び , -Vホ〉

x*^M ，

であるから，〔2 — 4 〕は集合ル/のま持平面になってお 

り，その接点の集合が3 / ( « )というわけである。

びニ . 0 の時は，〔2 - 4 〕は空間L * 全体を表すから，

5 / ( 0 ) ニ M
となる。 、

また, Mが原点に関して対称, すなわち，

M  ニ  一
ならば, 寒

max くズ, ：t *〉ニm ax|< ;c, a;*>1 
x*g M x*g M

である。不等式 

〔2 -5 〕 Iくらダ*〉I さ || « II II ズ*11 
より，〔例3〕のM ニか•■の場合には，

1<び, ズ*〉Lぐ I a II 
と なり , び キ 0 の 時 ，

</2 , ズ * 〉ニ  II a II
となるズ* の銀合は，単位球ぶ*の支持平面をますと 

いうわけである。

ところで，

ルレパパi II'-ャ* I Iさダ} (グ> 0 ) .
の場合には，不等式〔2—5〕より，

<« > ズ *> ぐ < > , \ ^  II a \ \ r  
であるが，ir i位球パ* をグ.倍に拡大して考えれば,

— 97 (5り_/)

〔2—6〕 GM^a )=  max <fl , AT*〉ニ: II tf. II ダ-，.

でぁり， '
/ (A .X ニ び Af( ズ ）ニ  II ズ iい

とおけば，

a / ( a )  = { jv*|<« , A‘* > ニ  II a \\ r  ,
II A** II シ } .

.とぃうわけである。

さて, ムの元《( = ^ 0 )に対してがの半接 I Iな IIの 

球を考え，その球をM (  « ) で表せぱ，この球上にお 

ける< « , ズ*〉の最大値は，〔2— 6〕におぃてグニ i « II 
の場合だから，

び ニ ' max < « ,  .t* 〉ニ  II «|*

となってぃる。また，

<a,  .t*>= II f l f  
となるバは，今までの考察より明らかなように，球 

ル/ ( « ) の境界上になけれぱならなぃから，II ：1‘* II ニ 
II « IIを満たす。したが力て，

〔2 - 7 〕< « ,  -r=*">= II a p =  \\ x* V  

を満たすような- t * の.染合とぃうわけである。

« ニ 0 の場合には，^? (0)ほ原点のみからなる集合 

と考えれば, 以上の事はそのまま成り立つ。

r  (« )  =  {^*1<«, ‘"'̂*〉ニ II な II 2ニ II ズ* II *} 
と書き表し，多意写像， . 

r ： L — »L*
xi—»  r (ズ)

を双対写像と呼ぶ。 ，

〔例 3 〕 に お ぃ て ， 0 の 時 ,
5 / ( « )  ニ {ズ* | 〈《 ，ズ* 〉ニ  II a 11,11 X* II さ 1 }

= {巧 く ザ 〉ニ II M ，II ズ* II ニ 1 }
となるが，

II な \ \ d f { a )
.ニ.{ツ*1*̂ *ニ II d II A：* e 9 / ( f l  )}
ニむ *1<な，:v*>= I I « i r ,  I Iツ*11 =  I Iび* I I }
= {y*\<a fy*}= I a II *コ II y* || *}=；= ド （a )  

したがって, 次の公式が得られる。

r  ( ^ ) / l l  .̂ 11 , ( « 0 )
B* ( ズ ニ  0 )〔2—8〕5( II 'X ! ! )

〔例 4 〕 / ( ズ）= 
公式〔1-44〕より，

} | |  ^ IP , /» > 1 とすると，

明 ダ ）
V II V-1 デ（ズ）

' ' II ズ II
0, * i5★ニ { 0 }

=11 ズ =̂ ァ( ズ ） （ズ ：3^0) 
(乂 =  0 )
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特に/> ニ 2 ならぱ, r ( o )  ニ{ 0 }であるから，

3 /  { x ) —T ( x )

となる。次に/の共役関数をまめる◊ 、

/*(.V*) ニsup {く 
いま，

F ( x ) = i x ,  . T * > - 1 |1 ギ ド

とおく。明 ら か に 0 ) 二 でを.る。

さて，空間i：̂の単位球面

5 =={ -r i il ズ II ニ 1 }
上の 1 点《をとり，原点を出発点として《を通る半直 

線 '
/ ； X ニ t  a ' ( 0  さ /.. <  +  oo)

の上で/^ o ) の最大値を考察する。

<p(J) ニF(Ja) ニ / く

とおく。 ■'
もし,く (T, ：t *〉ざ0 ならば,

^ ( 0 ^ 0  ’

であるから， .

m a x <p( t ) — 0
である。

も し 〈《，-■«*>> 0 ならぱ,
パ（り ニ〈f l ,  A；*〉一び- 1 
ダ ’ （ / ) ニ ー ひ 一 1)/P-:

仮定から，/» > 1だから, ダ' < 0 である „ 
したがって，？> (/)は グ （̂ )== 0 となるt において最 

大となる。^?'(ら）ニ 0.とおくと，

らニ {く x * } } T ^ i
.... maxパ

t

tP
ズ *〉一  T

らく
ダ *〉一  J  * な

■t. <

K i

いま, +  ニ 1 となるg を考んると，

カ ー 1
一 PQ P

max f ) ニ• ^ { < 0 !：v*>}な

L の任意の元ズは， / のような半直線のどれかの上 

にあり,
sup <■«, .t*>=  II X* II 
aeS

であるから，

sup II X*
xgL 9

/ * ( ズ * )  ニ .  II-ャ* II*"

§ 3 指 標 関 数

次に指標関数 

Sa ( x ) 0 ( x & A)

+  CO ( ダをA )
について考察する。

最初にいくつかの概念を導入する。

〔3—1〕 空間L の部分集合v4に対して,次のような 

jL★の集合をA の直交キま集 合 （orthogonal .complement) 
といい■/! ■■■と書きます。

メI丄ニ  { ズ*| V‘tG /1 , く A； , -•A；* 〉ニ  0 }
これは/ /*=の線形部分空間である。

同様に，空間ん* の部分盤合ぐに対して，

•/!■■• =  { ズ < X , ズ*>ニ '0 }.
とする。これはんの線形部分空間である。

〔3—2〕 ルを空間ムめ凸集合とする時，点《におけ 

るパの法線 (normal cone)を次のように定義する。 

a e^4 の時：----- -
iV ( な；/ ！) ニ {A：*|V  ズ G A ; < AT — iff , x * ' ) S  0 }

( Iを_/4の時：一—
N{a\ y l ) = 0  

これはL *の閉凸維になっている。

特に•Aが閉線形部分空間ならぱ，

N{a \ ニ /1丄 ’
である。

A がL *の凸染合の時も同様に定義される。

〔3—3〕 / Iを空間/ :め凸银合とする時，点 f lにおけ

る >4の支持凸錄(support cone) を次のように定義す 

る。

G G A のI時 <------
S (a ;A )

= { y \ y = a X {x — a), ^ ^  0 ,  A： e  /4)
ホパの時：-----

S (« ;  ^ ) = 0  
特に，パが閉饒形部分空間ならぱ，

S{a ; y l ) 二 ん  

である。

>4がが< の【II]染合の時も同様に定義される。

98 {502) ~~一
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〔3—4〕 集合A の極 (polar) を次のように定義する。 

=  ( x ,  x * y ^  1 }
もしC が凸維ならぱ, ズG C と > 0 に対して 

タズe C となるから,
.C° =  {.t*|V-ヤG C ; く.ズ，，.；v*〉さ 0 ト 

と書きます事が山来る。 •
，また, Sが空間んの線形部分空間ならぱ，ズ と  

任意の実数2に 対 し て S となるから，

' - 5 。ニ {A：*|VAre.S ; .〈A；, ズ*>ニ 0 }
S" ニ  S丄

となる。

〔例5〕 A を空間L の閉凸集合とし，

[ +00 ( ズホパ）

とする0 . a -Aならば，/ ( f l . )  ニ +00となるから，規 

約により ，

d / ( a ) = 0

である。

f i . e - ならぱ,
d/{a ) =={A：*lVfV； く ズ — 《 , ズ*〉シ ,4(ズ ）} 

ニ  {.A；*jVA：G く ズ ー 《 , .ズ *〉 さ  0 }
ニ i V O  I .A) ■

以上2つの場合を合せて,，

d f { a )= N {a ;  A)

次に共役開数について考える。

<^> x * y - / ( x )
X , X*} { x  ^ A )  

•oo ( ズ ま A )
し た が っ て ，

/ * ( ^ * )> ：sup < X , ズ * 〉ニび乂  (ズ★)
x*&A

さ II (I ーツ II II (p* II ^  II a - \ y  II 
ゆえに，次が成り立つ。

( 1 ) 1<«, S)

- 方，点《を中心とする半まr f O ,  *5)の 球 と ， 

部分空間S とを考えると，分離定理によって，

M G 5 a = > < « ,  0 ,
u g s  u , <p*y — 0

となる^^*(=^0)がある。したがって， ，

II ズ S)

ならば，《 + ズe ^ o , である力、ら，

く《 + ズ , さ  0 
.‘‘ - < « »  (!>*)>

したがって,
(2) - < < i II .V 1! ^ d { a , S ) \

= - ぉ * M  (も  S)
そこで，

すなわち，

(5 パ) * (.r*) ニ c；パ A：*)
特にパが単位球/? ニ { ズM lズI Iさ1 }ならぱ，

(5zj)*(ズ * ) - c r パ パ ）ニ II ズ* II 
〔例6〕 ぶを空間i：の閉線形部分空間とし，

/ ( ズ）ニ  in f  II ズ - y \\
yGS

とする◊ / ( A ：)ゆ点ズよりS に至る最短跑離であるか，

ら，これを< /(ズ，S )でます。.
<o*eS ふ rijS *

とすれぱ，

v y ^ S ,  ( y , デ>ニ 0 , II 9* II ^  1
である。，

座間ムの1点をとすると，任意のタe S に対して，

i < t f , パ :>1 ニ  1<«一 •)》, y*=>i
一一  ^9  (5 0 3 )

とおけゆ’，ゲGルr n / J ★であって，（2)1 より 
(3) <« ,  ^*y^d (a ,  S)

(1) , (3 )より，

d { a , S ) =  max {< e ,
tp*

二び  s ' r i f i★(び )
である。ゆえに定理1 , 定理2 〔系:！より，

, * ( ズ*) ニも1D5* レ*)
となる。

空間んの閉超平面をがとし，その方程式を

<ズ，が 〉ニ C .
とする。/ /上の1点をらとすれば

〈ズ0, P*>= C
であって，がの方程式は

く ズ ー ,to» />»>= 0
となる。//ーズ0ニ S とすれぱ，"Sは閉線形部分空間で 

あって， .
ゴ （な , / / )  ニ ゴ （《 — Jto, ‘，S )

二び  ( び ーズ 0)
とらろが

V\ B'^ — {<p* — t p * \  I t j S
であるから，

II P* II

ゴ レ ー -でめ二く® ーズい
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これは，通常の解析幾何学における1点より平面に 

至る距離の公式と同辕である。

超平前/ /上に《がないならぱ,がの方程式の兩辺に 

適当な堯数を^^8^る事により，//の方粒式を

くA - ,力*〉ニ ら  II P* II ニ 1 , <«r, P * »  0 
とすることギ出来る。

/  ( x ) ~  d ( x ,  H ) , ク（ズ）ニ^ /(ズ，S)
とすれば’

/  ( x ) =  g {X -Xo)

s 丄n パ* I I  '  II € 1 }
'.{ダ* sS'*'n.jB*|〈《 —.ズ0, ニ d (̂ .d '一'ヤ6, 5 ) }

ニ {が =}
d f { a )  = {p*)

であり,

となる,

ソ コフスキーの関数

次にミンコフスキーの関数

r 0 ぐjc =  o)
' j«/i( ダ ）ニ  I in f {  ,  >  0 I , X e M }

I十oo ' '( ズ 0 で, ズg / A となる 

t ：> 0 が存在しない時）

について考察する。

{り A ニ0 または] ニ{ 0 }の時は，上の定義式で一* 
番上の場合しか起らないから，

ダ ニ/̂ {()} (■* ) ニれ。} ( ズ）

(ii) が線形部分空間, または凸維の時は，

4̂ ニ， さ 0 ) となるから， 

f ^ A ( x ) ~ d A ( x )

( i i i )パが原点を中心とする半径1の朗球パに等-しい, 
時は，

x G t B  =  < ^  II ズ II さ ,/
.*. f^nix) ニ  II A： II

(iv) « *e L *, « *：3p 0 , X > 0 の時は，

A = - { x  11くズ, « *>1^ X }
とすれば， ^ > 0 の時，

. . . パバ（ズ.）ニ *y I くら  a*y j

クIぶ )、

一般に， を含む最小の凸維をC (i4 )とすれぱ，

ズざC (i4 ) パ（ズ）ニ +  00
となっている。

さて，集合A があまり一^般的過ぎるとパの使利な 

性質が導けないので， i4>こいくつがの制限を課す事に 

十る。

任意のズe L に対して，適当な正の数ンをとると，

0 < /I <  e  ̂ X & A
となる時, パを吸收的（absorbing)であるという。も 

ちろんC (y l)ニムとなっている。

また，

1 /I 1 ^  1 ニニニ̂ X A c  A

となる時，v4は球形的（balanced)であるという。こ 

の場合には，

— A c z A ,  A(Z — A  . . ‘，， パニー，ぷ 

となっている。

〔定理3〕

集合パが，吸収的，球形的な凸盤合ならぱ， 

( 1 ) f U はIEの同次性を持つ6
(2) f i A は劣加法性を持つ。

( 3 )任意のズe L と任意の実数フに対して， 

t^A{i-x)-\ X \l iA{x)

力I成り立ぅ。

〔証明〕 '

( 1 )明らか。

( 2 ) ズ，タeZ：とし,
{ i A { x ) + l X A i y ) <  t

となるf を選ぶと， .
I ^A( y ) <P * « + ^ = t 

と な る |8が存在する。A は吸収的であるから，

f i A i ^ X  1 ニ g A

‘. .お ん  7 ^ ：̂ .
したがって， の凸性より，

X + _ _ x  + y  
ot + ^

+ ■ )+ -^+7V j)|G A

‘ f iA(x + y ) ^ t  
.*. f^A(x + y ) ^ f i A ( x ) + p i A ( y )

(3) I  H 0 とし, P A i ^ X  t となる t を1つ逃び, 
(0ル（ズ）< S ざ / となる任意の5を考えると，

X C-S/1
であっズ，V Iは球形的であるから,

100 (604)
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劣微分と典役関数

X 1 /I |S^m
/ U (わ:)さ I X 1 s 

/ .  (ね )ぐ  ( ズ）

こごで, ズの代りにスズ, Jtめ代りに1/スと置さかえ 

れぱ逆向きの不等式が得られるがら，

- がパ( 义乂) — 1 ^  I / U ( ズ)
となる。

この库理3 の仮定をA が満たす時， をセミノル 

ム （senil-n.Cirmi)という.。セミ.ノ ..ル.ムは《1), (2), (3)の 

性質を持つが, 逆に(1), (2), (3)の性賞を持つ関数をP 
として，

A  — { x I P ( \x*) ^  1 }
とすれば， 'P '^ .A  .とすS iる事が導かれる0 セミノルム 

ヤに対して，

S =  { A： j |0 ( ズ〉ニ 0 }
とすれぱ，S はムの線形部分?S間となる。S が原点の 

みからなる時に, ノルムに•なる。

〔例 7 〕 ( /Mめ劣徽分と共役関数）

A は定理3 の仮定を満たしているとする。

-5パパ<2)にズ*が含まれるという事は， ， ， 

y x e L ;  <A：- « ,  x * y ^ f i A ( x ) - / i A ( a )
が成りぶつという事である。

まず, ズニ《 土） 0 < ス<  1 とおくと,
±  i < f l ,  x * y ^ ( l  ±  ^ ) f i A ( a ) - f i A ( a y  

•, — 土<̂パ_4 ( <2 )
( l ) . . . .〈<̂ , x * y  =  a ) . .

次にムの任意の点" に対して，ダニ《ナ《とおくと， 

< U , 0t*'ySfiA i,a u ) - i i A { a )  ( u ) 
したがって

\ fXGA' ,  < .r ,  x ^ y ^ f i A ( x ) ^  1 
ところが，/ / / ! ( « ) = « とおくと，. ，,.

〈I "，ズ*〉ニ/ ^ き ト 1
(2) sup <A：, A；* > = 1
逆に( 1 ) , (2)が成り立てぱ，ズ* e 3 / 0 ) となる，が 

いえる。すなわち，Ma(^x)  く t とすれば， 

j ^ A  ... く'1C, x * y ^  t

.，[ 〈A；, ダ*〉さパパ（ズ）

(1)よ り ， く ダ ー X*y<fiA(.^)-t^A{a)

したがって， 

d f { q ) = { x * \ i a , X*y

となる。

S {〈ダ，

：//^ (« ),s u p <A：Gi4

次に / i j の共役関数を求める。

0 ^ ) * レ*)
ニ sup{く ズ， X * y - f t A ( x ) }

=sup [< .t, A：*>—in f { / >  0
ニsup[sup{く;t , ，.で*〉.一 ざ I ズ 

もし，ズ* e _ / T ならぱ， x & t A となる乂に対して, 
<ズ，ズ*〉さ1 となる力、ら，

x * y — t  I X e i t A } ^  0 
ところが,パ > 1 (0 )=  0 であるから，

sup{< X , A：*〉一 f I ズ ニ 0 .
一方，ズ か な ら ぱ ，

O f , ズ=*=〉ニ 1 +  « >  1 , e >  0
したかつて，

X*'}— t ニh
（パ ニ  +00 .

ゆえに，

/M * (ズ*) ニ む 。レ *) '
となる。

以上のほか色* な公式が知られているが，それらに 

ついては別の機会に解説したい。
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