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多 意 写 像 め 凸 性 に つ い て （その2)

渡 部 1H

との論文は，多意写像の凸性について（その 1 ) 〔7 〕の続きである0 ( その 1 ) においては，

1 享凸関数の基本性質 

について解読したが，この論文では，

2 章凸写像の基本性質 

3 章 凸 多 意 関 数 の 構 成 .

について解説する6

目標は凸多意等像の構成にあるのであるが，（その 1 ) の最初に述べたように， 問題となるのは 

順序の導入の仕方である。応、用する場合を考えると，なるべく自然でしかも取り扱い易い形で導入 

しなくてはならない。一般的過ぎても特殊過ぎても具合が悪く， どの辺が最適であるかを決めるの 

は■難しい0

以下め2 享， 3 章において，その基本となる考え方を述べる事にする。

2 享凸写像の基本性質

この章では,写像  ’

/  ： X > Y

の|2|性について解説する。 . ’

凸関数というものは，不等式を用いて定義されるから，上のような写像の凸性について考えるた 

めには，ま ず F に順序を導入しなくてはならない。

すなわち，何らかの意味で次の不等式:が意味を持たなくてはならない。

/ Q a  +  pb)  ^  X f C a )  -h f i / C b )

そのためには，A 'や ]Kは線形空間であって，さらに！"における順序がある種の条件を満足する必 

要がある0

以下，ズ, F は実係数のバナッハ空間とする。 ■
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多意举像のについて（そ 2)

§ 2.1‘順序の導入

一*般に，集合<5の上の順序関係とは，

推移律； a S b f  b ^ c  ニニ> a ^ G  

を満たす開係の事である。

推移律を満たすだけならば，適当な関数 

H  * S  —  ̂R  

を適び， 5 上の順序関係 " ジ を ，

a ̂  b <=：> " ( < 2 ) さ " （み） ‘ .

と定めれぱよい。効用関数はこの例である。

関数びによって導入された順序 関̂係は, さらに次の条件を満たしている。

反射律； \/a； a

完全性； 任 意 の ^̂ に対して，びさみまたはろのどちらかが成り立つ。

ところで，《以外にもう1 つの関数，

V ： S — ~

を選び，関数《らリを用いて，順序関係 "ぐを

a "  0  ) さ " （ろ）, が（《 ) さ " （み）

と定義すると，これは•推移律と反射律を満たすが完全性は満たさない。

次に，バナッハ空間L 上の腐序関係について考えてみよう。 ’ '

空間 i：には，カロ法と実数倍という2 つの算法が定義されている'から，ム上の順序開係もこれら2 

つの算法と雨立する事がI I ましい。すなわち， .

a ̂  b = ：̂ a C ^  b +  c 

a ̂  b f ^  0 = >  Xa-^Xb 

そのためには，前の ? {として線形関数を選べばよい。

例えぱ " 次元の場合，

( a d S i O i )  a i ^b i ,  v<

として順序関係を導入する事がよく行われるが,これは座標軸上への射影を

とした時， -

a ̂  b 4=^ Piia')^Piib')y Is. i S n  

と定義したと考える事が出来る。

そこで，ん上の線形関数族 { ん } を逃び，ム上の順序関係" を，

— 43 { 4 4 7 )  —



r三旧学会雑誌J 72巻4号 （19ァ禅8月）

« さゐ <=》ん（《) ^ ん （̂ 0，V «

と定義すれぱ，これはム上にL の算法と商立するような順序闕係を導入する。 .

さて，このような順序関係において《 ^ みとする。もし2 つの線形関数ク， ヴにおいて,

/ > ( « )さ/> (ろ）， gCa')^q(ib}

であるならぱ，任意の ;{ ^ 0 に対して

a p X a ' ) ^ Q p X b ' )

でぁり， .

CP  +  < ? ) (« )^ (/ >  +  <7 )(6 )

である。したがって，ム上の線形開数族 { ん } の張る凸雜を/^とすれば， • P r属する任意の線形関 

数/>に対しても ，

« 'ろ ニニク力（び）' / K ゐ）

が成り立つ。 ,

解析的な操作を行う為には, 線形関数は連統である方が望ましいから，空間 i：の双対空間 L * の 

閉 凸 雖 を 1つ定め， ’

( 2 . 1 ) a ^ h  <=> < a , />*> ^  < h , 力*〉，

としてん上に順序を導入する。

以下，このようにして導入した順序について考察する。

念の為，まず凸維の定義をあげておく。

凸雜： 線形空間の部分集合/ (が，次の条件を満たす時，/ (を凸維という。

(i) K - h K c i K  . ‘

{ n ) び^  0 ならぱ，ocK c/C

(iii) / (n ( - / o ニ{ 0 }

ところで，空間//̂ の凸維P * の任意の元がnこ对して，

〈《 , />*> ^ 〈み， />*> <=> 0 ^  ib -  a, p*y 

であるから,

P  =  {x g  L  \ v/>*eP* ; く文，p*y ^  0 } 

とおくと，（2 .1 )式は次のように表せる。 

a ̂  b 4=>.み ~  a g P  

明らかに，

P  +  P c P

びさ0 ならば, (xPcP

-— -'-一 ご" 5〉'，，-'
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巧 I

多意写像の凸性について（その2)

であるから，凸銀の条件{り，（ii)は満たされるが，条件(iii)は 維 P * にさらに条件をつけ加えないと 

必ずしも満たされない。それほ，P *が唯 1 つ の />* (4 = 0 ) によって張られる場合を考えてみれば 

わかる。

条件邮を/(ニ P に対して書き換えると,

P n ( - / ^ ) = { 0 }

. . . X ^  0 f — X ^  0 ニニ> ニ 0

I ； くA：, p * }^  0

1 V/>*eP^ ； く一 A-, p * > ^ 0  

これは，線形関数の性質から，

(2 .2 ) f < X » />*>= 0 ]  ：：zz；>A： ニ 0

と書ける。

こ り （2 . 2 )が成り立つようなP * の条件はいろいろある力' ; , 簡単なものとして，

(2 .3 )

というのがある。

も し （2 . 3 )が満たされていれば，ム* の 任 意 の 元 は  

ロ* ニ が一デ，が=eP *, q * ^ P *

と. け•る。したがって，

V/>*eP* ; <ズ，/>*>ニ 0

で:あるならぱ，

く乂., 二く'r , ク* >ー〈ズ, q * } — 0 — 0 =  0

, Ji; = ，0

となり（2.2) が成り立つ◊

一般に，線形空間ムの凸維/ (が，

K - K  =  L

を満たす時， を再生的（reiiroducing)という。

以上から，凸I I P * が再生的ならぱは凸雄になるという# が導けた事 に̂なる。

また， の元がに対して，半空間 、

H n * ~ {  X \ <,X f p*y ̂  0 } . . .

を考えると，/>*は遮続であるからこれは閉集合であって，

n H p .  ;

したがって， P も閉集合である。

閉凸雄P に属する元を非貪の元と呼ぶ。 、

-—— — 45 ( 4 4 9 )  — T—
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また，.このようにして導人された/^上の順序関係をP * によ導入された順序という。 

次に，この順序の基本的性質をあげておくゐ 

C0 — 1 a ̂  b <=> b ~  a g P

； < « ,  p*y

〔0 ^ 2 〕 a ̂  b <=^ a +  c ^  b c

CO_ 3 〕 ̂  0 , fz さみ ニニ>'ね さ ；?ゐ

CO— 4 〕 a ̂  b t b a = >  ニ b (反対称撒）

C O - 5 ：] P  —  P  ニ L

CO— 6D の任意の无:Vに対して，ズg  と)i るf の元が存在する。

〔0 — 7〕 ムの任意の2 つの元ズ，ツに対し- さ タ さ び と な る P の元" が存在するC

ここで，凸維について重要な概念を導入しておく。すなわち，IEの数 £ が存在して，凸雄P に厲 

する任意の2 つの点A；, タに対して，

I ズ II さ 1 , I タ II さ 1 ニニ> \\ X +  y \\ ^  e 

が成り立つ時，P は疋規（normaりであるという。

これは幾何学的にいうと，Pに属する任意の2点，r , ツの位置べク 

トルのなす角が， 7Tより小さいという事を意味している。

この正規という概念については，次が成り立つ0 因 1

命題 1 ( M.  G. K re inの定理）（〔8〕参照）

凸維F が正規である為の必要十分条件は，凸維P * が再生的である事である。

バナッハ空間/^には凸維/"*によって順序が導入されており， は再生的であったから非負の元 

よりなる凸錄P は正規である。 ‘ ' . '

さて， /-の部分集合•/[に対して，適当な//の元^ ? ,みが存在して，

A(z{x \ a ^ x ^ b )  '

となる時，集合バは順序有界（order-boundさd ) であるという◊ とれについて次が成り立つ。

命題2 (〔8〕参照） .

バナッハ空間/-の非負の元からなる凸維P が正規ならぱ，ムの順序有界な集合A は有界である0

もう1つ重要な概念を導入しておく必-要がある。

非負の元からなる凸錯P に対して正の定数T が存在して,

y z = ^  I A： I ^  r  | y |

, I一--，. 46 (イ 50) — ™



多意写像の凸性について (その2 )

が成り立つ時, 空間のノルムは半単調（semi.monotonic)であるという。次が成り立つ。

命題 3 (〔8：)参照）

ノルムが半単調である為の必要十分条件は，凸雄P が正規であるぎである。

, • . . . . .  ,

以上のように順序を導入すれば，P は正規となるから，ノルムは半単調になっているわけである0

§ 2.2 tCi写像の定義 

ま係数のバナッハ空間ズ， F および写像 

/  ： X ~

が与えられたとする。

空間y には， の双対空間F * の閉凸銀P * によって,前節で述べたような順序関係が導入されて 

いるものとする。

さらに，空 間 に 1 つの仮想的な元00をつけ加えて，

F ニ Fu{oo}
とし’ の任意の元ツに対して 

タさ0 0 ,ツ丰00 

であり， の任意の元/?*に対して，

〈0 0 ,が"> =  +  oo

と規約する。

このようにすれば，F の任意の2 元 >>1,タ2に対して，

( 2 . 4 ) ル1さ タ ;，く力，が=>^〈_̂2, />*>

となる0 ’

さて, 空間A 'に含まれる任意の2 点 ら み と ，

I  +  II — 1 , ^  0 , ^  ^  0 

を満足する任意の2 つ の 実 数 ん //に対して，

(2 .5 )

が成り立つ時， / ほ凸零像（convex m ap p in g )であるといい， 

d o m /ニ{ e 乂 I / ( ; t ) キの}

を/ の本質的定義域と呼ぶ。ただし， 

dom /4=0  ‘

とする。 ，

   47 (45 ブ*)---



， > 5 * * V 、シ̂ ^
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以上の事は， に属する任意の線形開数が=と/ との合成関数，

が=0 /  ： X — >R

が凸関数になるという事と同値である。また， 

d o m /ニdom(/>* 0 / )

となっている。

[例 1 ]

ひ, r ニム"*とし， y の基底を{ も} , ( 1 さ / さm ) とする0 も?《次元となる力' ; , F *の基

底としては { も} の双対基底，すなわち， .

<fii,'f)j*yニ dij ( クロネッカーのデルタ）

となる{ ん. * } , をとる。 難 P * としては， {/ V *}の張る凸維を考える。

P* = ひ* I /)★ニ S  が ，めさ  0 }

の任意の元を

タニ！]  Vi 1 =1

とすれば, ‘

ツさ 0 <=> < y , /v*>^ 0 , j  -^m  

ジi さ 0 , 1 さ i さm 

である。, したがって，

P ニ{タ I タニ ;2 りt も, 07i^ 0 }

となる。

空間の元ズを，適当な基底により成分表示して，

ニ (ズ1，ズ2» ••***•> Â n)

とし，写像/  ： X — を 

/ ( ^ ) =  T,fi(.x')ei 

と表せぱ，

〈/ ( ズ），P j * y = f j ( . x ) ,  j

となるから，写像/ が凸写像であるという事と関数/メが凸関数という事は同値である。

以上はよく現れるタイプ'であるが，一般にF * の有阪個の元，. pi*, ...... , /)fc*によって/^*が狠

られる場合は，写像/ が凸であるとは， /パ®の関数 < / 0 ) ,  /V*〉が凸という事と同値である。

48 ( 4 5 2 )
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多意写像め凸挫について（その2)

§ 2 . 3 凸写像の性質

以下，第 1章で述べた〔CF— 1 ：!〜〔C F * -5 〕の性質が果し成立するかどうかを調べよう。 

関数/ のエピグラフとは，ズ x F の部分集合，

机 / ' ]ニ{ ( ズ，：v )l  y ^  fix^y X e d o m / }

の事であって，明ちかに次が成り立つ。

〔CF— 1〕

関数/ が凸写像である為の必要十分条件は， / のュピグラブj ? [ / ]がA 'x F の凸集合となる事で 

ある0

これはまた次のようにいいかえる事が出来る。

CCF— 10

関数/ 'が凸写像である為の必耍十分条件は, 任意の /)* e  P * に対して，P* 0 / のュビグラフ 

丑[ > * 。, ] がX X タの凸集合となるI T である0

次に， 〔CF — 2 ；)について考えよう。空間X の部分集合;4 において， 

y x ^ A  ； f  k ( 々g K )
- パ，，； . ‘ -

が成り立つ時，/ はぶにおいて上に有界であるといい，

\ ifxGA； I S / C x )  ( / e y )

が成り立つ時，ズほバにおいて下に有界であるという。

また， / がぶにおいて上にも下にも有界である時， / はA において順序有界であるという。

さらに，ダが1点 <2の適当な近傍において上に有界の時， /■ほ点の近傍で上に有界であるとい 

い，集合A の各点の近傍で上に有界の時， / はA で局所的に上に有界であるという。局所的に下に 

有界，局所的に順序有界というぎも同様に定義される。

なお， リプシッツ条件については1章で解説した。

1享 の 〔CF—2'<〕は形式的にはそのまま成立する。いくつかの段階に分けて解説しよう。

〔CF—2'/〕

写像/  ； X — れfih写像であるとする6 もし，d o m /の内部（d o m / yに含まれるある1点の 

近傍において上に有界ならぱ, ダは（dom /yにおいて，局所的に有界であり,局所的にリプシッツ 

条件を満たす。したがって，，は （d o m / )iにおいて連続となり，（dom/ ) *に含まれる任意のコ 

ムバクト集合において/ はリプシッツ条件を満たす。 、

〔解説〕 .

(i) (d o m / )^の 1点々の近傍において/が上に有界ならぱ, （d o m / y の各点の適当な近傍にお

—— 49 (453) -— ~



いて/ は有界となる事を導く。

r 三 旧 学 会 雑 誌 j  7 2 巻 4 号 G 9 7 妳 S 月）

タ（-t) ニ/ 0 + ズ）- , ( « )

とおけば， ダ（0 )  ニ 0 であり， P ほ原点0 の近傍で上に有界となる。この時，（dom ^O*の各点の 

近傍で歹は有界となる事を導けぱよい0

，原点りを中心とする半径デの閉球パにおいて， g は上に有界とすると，〔0 一 6 〕より，

(1) ； g { x ^ S v  Cv g P )

とおく事が出来る。

さて, 0 <  e < 1 であるe をとり,

X G e B  — e  B

とすると,

g ( ズ)ニ g ( ( .1— e ) 0 + e ， 1 一 e )  gf ( 0 ) レ ^ ) ^ ，

パ  0 ) = パ -て+ T ^ ( —f ))さて^  g け ）+ T i r  g i 

... g^ (：K ) ^ ( l  +  e )  5^ (0 )  —

- f )

■£V

したがって，

(2) - s v ^  g ^ x y ^ e v  

ゆえに，命題 3.より，

11 g C x ^ W  I ev 11= re  | v |

すなわち，《パ上で写像ほ有界であるから，点の近傍で写像 / も有界である。

次に， （dom 5 0 * の ！•点 ：V丰 0 を考える。 ，

原点0 を出発点とし点タに向う半直線上にJL点么e(dom fiO*をとり，

^ ニ py， /? >  1

とする。ますこ， ス=1//0とおき，

M = タ+ ( 1 — ) 0 5 ) ニ { I "  ニ（ 1 一 ) ズ+>?ズ, X ^ e B )

とすると， "g e M に対して，

g W ^ a i -  X ：> g i x - ) - \ ^ X g < i z ) ^ i l - X ) v  - \ - X g i z - ) S v - \ -  g < i z )

ゆえに, タはM 上で上に有界となるから，前半で示した事より/■はM において有界となる0 すな 

わち/ は （d o m / y において局所的に有界となる。 ,

( i i ) 局所的にリプシゾツ条件を満たす事を示そう6 すなわち，(d o m / )*の 1点をみとした時， 

みのある近傍でリプシッツ条件を満たす事を導く。

川の証明からわかるように， / はみを中心とする適当な半径广の閉球において上に有界となるcy

•—  50 { 4 5 4 ) ——  .
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多意写像の}̂ 性について(その2 ) 

いま， 0 くグ0 くグとなるグ0をとり，閉球 

So ニ { X 1 II X ~  b II ^  ro }

を考え，パ0に舍まれる任意の1点をA：i,

9 iy ^  = f  Cy - h x i ) - f  (x{)

とおく。 パ 0 )= iO であり， パよ閉球

Ŵ = { タ Ml タ II '  '  一 M  ’

において上に有界である。すなわち，

y y ^ w ; g (タ）さ" (2； e P )

とかく事が出来る。したがって， {1}の証明より，

\ f y ^ w ; II g ( y }  II ^n\\ V I

そこで，

<  e < 1 であるe をとると，

I 义ーズ1 II <  r  - グ0

の時，

y = x ~ x i i

とおけぱ,

I y II ~ II X — Xi I ~ e ( V ~~v^ y ^ e W

ir fir ひ ） II シ . 1 ^ ± ^
f ~fO .

したがって，

(3) X - X i  I <  r  - n  二さ I / ( x ) ~ f ( X i ) I [I ズーズ1II

次に，閉球5 oに含まれる点ズ2 ( 4 ^ x i ) をとり，線 分 [ ズ1 , x z ] 上の《等分点,

^1 =  ̂0* "1， ••*•••, Un-i, ニ;ITg

をとり， " を十分大きくとって，

!1 "fc— " jfc - 1 I く r  - ro

となるようにすると，（3)より,

II / ( " * )一 / ("AH.0 I I Uk~Uk\\ ii -  —  I Xi~X21 (々二 0 , 1 , 2 ，， " 一 1 )

したがって,

I / ( ズ1) 一/ '(ぶ 2) II も け （"A ) 一/ ( " * + 1 ) II さダ II ズ1ーズ 2 I

2点 ATi,ズ2は閉球/?0の任意の点でよいから，写像/ ほム0において，リプシ、メツ条件を満たす。す

なわち，/ は （d o m / yにおいて局所的にリプシッツ条件を満たす。〔CF—2//；! の後半め部分は 

明らかであるb 、

— - 5 1 (4 6 5 )—— -
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空間X からF への線形写像r に対して，

A  ； X — ^ Y

X I-~~>/1 (ズ) ニア( ズ) + G y )

である写像_Aをアフィン写像と呼ぶ。とれからは， 形写像，アフィンぎ& は連続なものだけを考

え, 連 続 な 線 形 写 像 の 全 体 を ぷ i O で表す。

凸零ま/ が与えられた時，次の（2.6)を満たすようなアフィン写像A を/'の下界写像 (minorant)

という0

(2 .6 ) * A ( X ) ^  ,

特に，

( 2 . 7 ) ヨび； y 4 C « ) = / ( « )

が成り立つ時，/Iを点《における/ 'の支持写像（support m apping)という。

この（2 . 6 )は，任意のダ e P * に対して，関数/)*。/ !が ifll関 数 デ 。/■の下界開数になつている 

事と同値であり，（2‘ 7 ) は （2‘ 2 ) より，が v4が点 (2において/>*。/■の支持関数になつている 

事と同値である。

また，空間 !^の 点 列 が 与 え ら れ た 時 ，

w —Wm. yn= a < = ^ \/y*^ Y * ；l i m〈み，タ*〉= 〈《，デ〉

である力'、, P *  — P * ニ で あ る か ら ，これは，

V/>*eP* ； lim く_y„, />*> = 〈《 , />*>

と同値である。

さらに, 1 章：（T — 1 ) より，凸集合A が S —閉集合という事と — 閉集合とV 

る。

以上の# をふまえて次のように定義する。

写像/ :  一~ > F が与えられた時，任 意 の が に 対 し て ，関数 

/)* 0 /  ： X  — > R 

が下半迪続の時，/ は下半連統0. S. C .) であるという。

また, に対して,

L a ^ { x  \ f C x ) S a )

= { ズ|ゾが= € 7 ) * ; < / (^ 0 ,/ > *〉さ < « , デ >}

，を /の レペル集合という。

 52 ( 4 5 6 ) ——
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写像/ 'が凸ならば， に対してi? [が=。/ I が閉集合という事とi? [ /〕が閉集合という事 

は同値になるから，次の命題が得られる。

命題4

凸婆像/■に関して次の3 つの条件は同値である。

( 1 ) エピグラフi ? [ / ]が閉集合である。

(2) / が 1 ,S. C .である。

( 3 ) 任意のみe F に対して，レペル集合んが閉集合で、ある。

さて，零像/'が 1，S. C .であって，（d o m y y が空集合ではないとする。 に対し， 

ズ（《) さみ， / ( < z )キゐとなるY の点かをとると，

U l v / > * e P * ； < / (A ：) ,  p * y ^ < b ,  />*>}

という集合は閉凸集合で，しかも点の近傍を含む事がいえる。したがって, 〔C F— 2 "〕より_/' は’ 

( d o m , y において連続となる事がいえる。

さらに, /のエピグラフは,

^ [ / ]  =  G [ / ]  +  P

という形に書け， は再生的であったから，その内部P ンよ空でない。したがって, （dom / ンが空 

でなけれぱ（丑[ / ] ) * は空でないから，分離定理より，閉集合だ[ / ] の境界上に閉じた支持平面が 

存在する。 これは/ に支持写像が存在するという事 で̂ある。すなわち, 次が成り立つ6

〔C F—y /〕 :

下半連続な写像/ が凸写像である為の必要十分条件は，d o m /の任意の内点において,/ の支持 

写像が存在する凄ある。（(d o m / )«：iF 0とする）

凸写像/ の下界写像全休のお合をM / とする。こ の 含 ま れ る 1 つのアフィン写像をg とす 

れぱ，（2 . 6 )が成り立っているから，

VX  ; sup f f C x ) ^ / ( x )

であり， / が 1 .S. C .ならば， （dom _/ ンの点ズに対してダの支持零像が存在するから，上の式で 

等号が成り立つ。そこで ‘

/  ( ズ)ニ fiUP 5̂ ( ズ)
ダ6が,

とおき，この/ を /■の開包と呼ぶ， / が 1.S. C. ならば，（d o m / y において/ ：= / となっている。
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§ 2 . 4 劣微分と共役写像 

関数/ * :ズ一 5■及の点における劣微分 5 / ( « ) とは，

y x  ； < ズ ー も ズ  *> さ / ( A 0 - / O )  .

を満たすようなA：* の镇合である。ズ* は ；̂ *の元であるが，前の記号を使えぱ义* = ダ （ん ダ ） 

であり，上の式は通常の開数記号では，

VA； ； AT*( X -  f ( x ' ) — f  i a ^

と書き表せる。そこで，写像/ :  に対して，

(2 .8 ) v ^ ； T ( x  —  a')^f<ix')— fCa')

となるぶ=tX , F ) 元での集合を，写像/ の点びにおける劣微分といい, d f Q a ) と書き表し,そ 

の元を劣勾配とI#ぶ。ただし， / ( « )  =  o o の時は 5 / ( « ) ニ0 と規約する《

上 の 式 （2‘ 8 ) は次のようにも書ける。

V ズ，V/>* ; 。ア（"̂  一 ヴ）$ が*" a /*(ズ）ー/^*。

あるいは，

V が= ; く 7X ズ）一7 X « )，が=〉さ〈/ ( ズ）- / ( « ) , がV  

すなわち， ,

(2.9) v/>* ;が= /■)(«)

である6 6 を変数と考えてズと書き直せば， ’

df ： Z — » j ^ ( Z ,  Y)

X «— » 5 / (  X  )

これを/ の劣導写像というo '

dom(が ）ニ{ キ0 }  '

とすれば， L S. C . な凸写像/ に対して， .

(dom/ )* C dom (5/) c  dom /

であり，各ズに対してa y o ) はぶ" (ズ，5 0 の閉凸集合となっている。

次に，共役関数について考えよう。

下半連続な凸写像/ と，速続な線形写像： 义， F ) に対して, 

(2 . 10) / * ( T )  ニ sup{7X ズ）- / け ） }

とおき，

/ * :  ¥')— >¥

を /の共役写像という。

式 (2 . 1 0 )は，任意のが= e P *に対して，



多意写像の凸性について（その2 )

P* 0 / * (7 0 ニsup {/>*。デ（ズ）一/>*。/'(^ 0 }

が成り立っているというを意味している。

〔例 2 〕

写像/ を連続なァプィン写像とし，

/ ( ズ）=S*(：：0 + み, S e ^ ( Z ,  Y'), b ^ Y  

とおく。（2 . 8 )式は次のように言ける。

>/ズ；ア(ダ 一 )さ S 0. —  )

の任意の元びをとり，

. X  ニ  a  ± X u ,  >  0

とおけぱ

(u  w)

.♦. 7 X w ) = S ( w )  ... T V  5

以上から，び （《 )  =  { *S} である。

また， r e ^ ( Z , ,  y ) に対して，

/ * ( n ニ ズ ）一 >5(ズ）一み} ：=suア { ( ァ一の 0 ) — M

0O (7'  S  の時)

— b ( ア= S の時）

に， / ( ズ）= 5 ( ズ）の共役関数は， のみからなる集合の指擦関数れぶ}び ）とな:

空間X X ぶ^(ズ， y ) の部分集合/^が，次の条件を満たすとき，r をX ' Xダix, F ) における 

単 調 増 加 集 合 と い う ■

( 2 . 1 1 ) (ズ1 ,Ti)i (a：2, ^ (デiーア2)(ズ1 一，̂2)^ 0

特に，r が他の単調増加集合の真部分集合とならない時， を極大調増加集合という。

また，多意写後

/  ： x - ~みダ、x,  r )

のグラブ力、;，（極大）単調増加集合の時， / は （極大）学調増加写像であるという。

上 の （2 .1 1 )式の意味は，任意の/ ) * に対して，

(/>* 0 T\~p^  0 T^(^X\~ %2)^ 0 

となる事である0 ほ再生的であるから，

r  らX  X ^ ( x ,  V)

が極大単調増加集合になる事と， ，
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{(.V , p*'o r ) U e Z ,  T らダix, r ) }

が， 义* の極大単調増加集合となる事とは同値になる。（2 . 9 )より，1 .S. C .な/ に対して，

( ズ, r ) e G [ 9 / ] < = >  /；* 。r ) e  G [  3 (/>* ◊ / ) ：)

であり，（？[ 3 ( デ 。/ ) ] は極大単調増加集合でであるから，次がい免る。

〔C F -4 'つ

凸 写 像 /が I.S.C.ならぱ，d f は摄大単調増加写像である。

また，

/ * び ）ニS叩 { 7 X ズ）一 / (ズ）}

これより，V/>*eP★に対して，

/>*。/ * ( r ) = s u p  {/>*。7 * 0 ) — />* 0 / ■ ( ズ） }=sup {<ズ , />*。！T〉一 （ />* 0 / X - り }

ニ（め* 0 /"うネひ* 。 め*。/ " )*  0 p * ')C T ' )
V .、，.

が=は連続，（が=。/ ) * は l ,s .c .だから，が=0 / * は J*s,c.になる。したがって，/ * も I.S.C. とな 

る。/ * が凸である事ほ明ちヵ^ > また，劣微分と共役関数の定義より次が成り立つ。

〔C F - 5 'O

写像/ :  > K が I.S.C.な凸関数ならば，その共役関数/ * もL s .c .な凸関数であって，次が成

り立っ。

( 1 ) V ズ, ア（ズ）さ/ (a O  +  / * ( '/ 0

( 2 ) ア（ズ) = / ( A ：)  +  / * ( T ) o r e 3 / ( A 0

3 章 凸 多 意 関 数 の 構 成

多意関数

/  ： X~-^>R 

の凸性をどのように定義すべきかを考察する。

まず，一般の多意写像に凸性を定義する方法をぃくつか紹介し，その長所短所を論ずる享から始 

める。

〔例 1 ) (RockafeUarの凸過程；〔の )

多意写像デニ 一一》/?れのグラフ '

G I T ]ニ{ ( タ， ズ）い e デ（タ）}

が凸維の時，デを凸過桓 (convex p rocess )と呼ぶ。
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ノイマンモデルを凸過程としてます，が出来る。すなわち，/?"め非負象限を；?：でまし，A ,  B  

を 5 X "行列とする時，

ア（；)0 =  { <2 I ヨ ム タ ニ Z ニx B g R :、

とすれぱ， ’

GC7^] =  ( i? ^ x 7 ? O n {H .r , ( « „  b, ) 1

となる。 V こで， bjcはそれぞれ■/!, 5 の第ん行である。なお，《ん' ^ 0 , みjt'き 0 を適当に選 

べぱ，

G ( : r ) = {  i i ズ/ ( « た' , I  0 }

と* き表せるから，G c n は凸維で、あって，では凸過程になる。ァ（タ）は財タから生産される財 

2 の集合を表しているe

凸過程は:，次の3つの条件を満たすような多意写像として定義するぎも出来る。

デ（：1：+ ズ0 〕で（ズ）+ で（' ）

TQx'y^^XTix'), ( ；{ >  0 )

0 e 7 * ( 0 )

R obinsonは 〔4 〕において，凸過程がバナッハ空間上の線形作用素と極めて類似した性質を持 

ゥている. を導いている。

何はともあれ，凸過程をt*Ii多意写像の1例とする建:には異論はないであろう。

〔例 2 〕 （グラフの形状による定義）

R o b in sonは 〔5 〕において，多意写像 

/ ;  X —

のグラフG D / ]が, JSfxFの凸集合となる時， / を凸多意写像と定義した。 <

多意写像をズx F の部分集合として定義する方法もあるから，上の定義は自然のように見えるが， 

次の図2 , 図 3 がともに凸写像になってしまう。すなわち， / が凸多意写像ならぱ一/も凸多意
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像になるわけで，とれは凸性の定義としてはやや広すぎる。

なお，G [ / ]が凸集合になるというぎを式で書き表せば次のようになる6

v « ,  b g x , Vi?さ 0 , 0 , 2 +  /i ニ 1 ; ) + / ^ y ( ゐ）〔/ リ《+ がみ）

Psh en ich n y iは 〔3 〕において，このように定義された/ について，共役写像を求めている。

〔例 3 ) (1̂ 雄を用いた定義）

B o rw e im ほ 〔2 〕において，多意写像

/  ： X — ^ Y  ■

の1ご|性を次のように定義している。

? を 1̂ の̂凸維とする時，

V « ,  VみG ズ， さ 0, Vパさ0 , 义+ / /ニ 1; >?/ ( び）+ パ/ ' (み）c / ひ《 + パみ）+  ?

が成り立つならぱ， / はP -c o n v e xであるという。特 に { 0 } の時は ^ -c o n v exであるというく 

前 の 〔例 2 〕は，6K :or[vexというわけである。

空間 }^がタの時，

P  ニ /?® ニ

とすれば，通常の一意関数/ が凸関数という事は/?®-con vexという事であって， この定義は一^意 

関数の場合を含むという点では大変具合がよいように見えるが， グラフが図3 のような関数や，さ 

らに次の図4 のようになる多意閱数も/?®-convexとなってしまう。

さらに， /  : X ‘~ »/ ? か，条件

y x ^ X  ； inf f  C x ) ニ 一 oo

を満た:すならぱ， / は/?®--con v e x となってしまうから，奇妙な例はいくらでも作れる。 

このような関数も一緒にして諭ずるのでは，好 ま し 、結果が得られそうもな、。

この〔例 2 ：) , 〔例 3 〕の凸性の定義が一般的過ぎる原因は，各ズに対応する集合/ ( ズ）に何ら 

の制限を課していない所にあると思われる《凸多意写像と呼ぶからには , / ( ズ）に次のような制
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服を課しても不自然ではないであろう。

〔1〕 任意のダに対して/ ( . Y ) は凸集合である。

〔2 〕 / (A ：) は下に有界である◊

以上のような考えのもとに， 多意関数の定義と，その性質を調べるI f にする。

(3 .1 )

§ 3 . 1 凸多意関数の定義 

まず集合タの部分集合の中で，

[ び， み] または 0 , み）, 一o o < « さみ^ +  00 

とい3 形のK 間全体のなす集合族をダと言き表す。

集合族乂については，次が成り立つ。

0 ̂  « <  +  00, A e  j^=：̂« i 4 G  

‘ん B G  +  5  e  jj/ ..，

乂に厲する集合の中で，i? ®ニ [ 0 ,  + 0 0 ]には次のような性質がある。

aR®=R® (び > 0 ) ,  /?©+/?◎ニ/e®

また， 0 のみからなる集合 { 0 } を区間 [ 0 , 0 ] とみなしてタで表せば，任 意 の に 対 し て  

次が成り立 '0 。

A  +  6 =  At OA — d 

集合族ダの順序を以下のように定める。 /  ’

4̂ さ <=> '  + /?© つパ 4=^ min i4 さ min 

この順序は次を満足する。

/ A ^ A

B , B S  C - = ^ A ^  C  

A ^ B ：= ^ A + C ^ B + C  -

びさ0, v4さパニニ〉び' ^ 仏/5

さて，バナッハ空間ズからタへの多意開数

； / ，, X — » R  '

が次の条件を満たす時， / は凸多意関数であるという。

( \/x g X  ； / (
(3 .3 )

I b g X, \/X, //g R®, ； +

^ に属する集合の中で， 1点のみからなる区間. O  

/ に関速する基本的な概念は次のように定められる。

一 ~  59 (4 6 3 )
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本質的定義域； domy* ニ{ ダ| / (：0 丰+  «> }

/の グラフ； < ? [ / ]ニ {(ダ， タ）|タG/•(ズ）}

/のユピグラブ；丑[,]={(ズ,

以上のような凸多意関数には， 1 享の凸（一̂意）関数も含まれている。

凸多意関数/ に対して，

ymin( 'て）ニ m in {« I « e  y ( ダ） }

と し て 意 関 数 /™*nが定まる。 y•の性質はこの广 を用いて表現する事:が出来る,

(3 .4 ) / が 凸 多 意 関 数 が 凸 関 数

{•三a 学 会 雑 誌 j  7 2 巻 4 号 （ 1 9 7 9 年 8 月）

以下，第 1享で述べた〔CF— 1〕〜〔CF— 5 〕がどのような意味で成立するかを調べよう。

まず，丑[ / ]  = 五[/ m in ]であるから，〔CF— 1〕はそのまま成り立つ。

次に，集合族に属する集合みが上に有界であるとは， 1つの実数/( のみからなる集合{ / 0 を 

適当にとると， の順序の意味で，

制 i n  

となること，すなわち， 

y4+/?©D{/f

と考える。このようにすれば, 多意関数/ が 1点《の近傍ひにおいて上に有界とは，

\ / x ^ U ,  3 K； f i x ' ) M K ]

であって，とれは次のように表せる。

V ^ e t / ,ヨ/ ( ;  /m»n( ズ）^ / (

集合5 の各点の近傍で上に有界の時, 局所的に上に有界であるという。 ，

同様に，/ m » «力；S で （局所的f c ) リプシッツ条件を满こす時， / は S で （局所的に）リプシッッ 

条件を満たすという。また，/ ™ ln 力r f 半連続の時， / は下半連綺であるという。このようにすれ 

ば， 〔CF— 2/'〕ほそのまま成り立つ。

次に，；̂の連続な線形関数:^ *と，集合族乂に属する集合A により，

*f- A. : X .—

x \~ » (< ^ ,  x*y]-\-A

と表される多意開数をアフィン多意関数と呼ぶ。特に>4 = ゥの場合が線形関数であって,線形閱数 

はいずれも- - 意関数と考える。

凸多意関数/ が与えられた時，次 の （3 * 5 )を満たすようなァフィン多意関数firを，/ の下界多 

意関数という。

(3 .5) M X  *, gix^^fC^x')
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この意味は,

( ズ) 二くズ, ズ*> + パ

とする時，アフィン闕数

ダrain( ズ）.二;くズ, -Hminyl

が，fill闕数ゾmi■ 'の下界関数になっているというまである。特に，

(3 .6 ) 3 «  ； ク0 ) ニ/■ ( « )

が成り立つ時， g を点《における/ の支持多意関数という。このひ .6 ) は，

<<2, x * } -\ -  A  =  /  { a )

という意味である。

また，凸多意関数/のレペル集合とは,

L „  =  { x  \ f { x ^ S  a  } ( ― oo <  a  ^  +  oo)

= { x  \(XG. f(x')-^R®]

のぎであって，これは/ mlnのレベル集合にもなっている。

命題 1

fill多意開数/ に関して,' 次の3 つの条件は同値である6

( 1 ) ょピグラフS [ / ] が閉策合である。 >

(2) / が 1 .S. C .である。

( 3 ) 任 意 の に 対 し て ，レベル集合L „が閉集合である。

このように，多意関数/^^性質を関数/m inの性質によっていい表してしまえば，次が成り立つ 

のは明らかである。

〔C F—3'つ  ——

，下半連続な多意関数/■が多意関数である為の必要十分条件ほ，d o m /の任意の内点において， 

/ の支持多意開数が存在する事である。（( d o m / y 丰0 とする)

§ 3 . 2 劣微分と共役関数

意関数の場合の劣微分の定義式を書き直してみると，

(3 .7 )  y x ^ X  *, くa：— び，ダ* >‘+ / O ) ^ / ( ダ）

であるが，この左辺を， i Kズ）とおけば，ク（ズ）はアプィン関数でg ( « )  ニ, （《) となる。し 

たがって，劣微分というのはダ（ズ）が支持開数となるようなズ*の集合である0 この事はそのまま 

多意関数の場合にも意睡を持つ。そして，式 （3 .7 )は，次の式と同値である。

y x G X  ；〈ズ… +  ( ダ)

—— 6 1 (4 6 5 ) ■~ -
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( 3 . 7 )式を満たすダ* の集合を劣微分が0 ) とすれぱ,

x - ^ x *

より，各 -rに対して3 / (ズ）は L * の閉凸集合となっており，〔CF—4" 〕はそのま

したかって，

(3 .8 )

が成り立つ。

d f :

である。（3.8 )

ま成3：£する。

次に，共役関数について考えよう。

凸多意関数/ の共役関数は/ の共役関数として定義する。すなわち,

(3 .9 ) / *0 * )= s u p {< J t* , x * y — A：) }

である。

このようにすれぱ，〔CF—5ぺ〕ほそのまま成り立っ-
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