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A u m a n n - P e r l e s の 变 分 問 題 お よ び そ の 拡 張 に つ い て

丸 山  傲

序

本稿は，この主題に関する筆者のより許:細な研究〔10〕の要点を恼略に伝えようとするものである。 

愈題の厳密な誰明はすべて〔10〕を参照レていただくこととし, ここでは議論の筋道だけを示す。

まず，" ：[ 0 , 1 ] X] R*— >M, A： ： [ 0 , 1 ] > u t とし次のような問題を考える。

Maximize I i i (  t , x (  t ')')dt ' ( 1 )
)6

subject to

y  ズ{( t ) d t  ニ X . , , (2)

ニ 1 , 2  , o々 -

すなわち(2)を満たす範囲で可測函数ズを動かし.，饥函教(1)を最大化する問題を考えるのである。 

この型の変分問題は多くの経済学的解釈を許し，A um ann-Shapley〔3 〕，KawamataC6 Yaari  

〔11〕らによって応用されている。

しかし上記の最適化問題に解が存在するや否やという間に答えるのは決して容易ではない。実際， 

次のような場合においては，最適解の存在しないことが蓉易に知られる。

A u m an n -P erles〔2 〕の反例

いずれの場合も倚# 化のためにk ニ1 とする。

例 1 U ( J ，X^- t Xo  

例 2 0 さ，さ1 /2 については，

注 * ) この班究に直梭かかわ.りを有する諸結染について，！|̂者は既に，理!論•計量経済学会♦旧和53年度大会，3}̂京エ藥大学, 

京都大学数现解析研究所等において講演する機会を得た。これらの機会に货Hiなご尊昆を恵与された方々 に謝意を-衷し 
たい。またこの一速のgff究は慶應義塾竿ijf振闕資金の拔1めを受けている。

-—— 18 ( 42 2 ) ——  ，



■-ダ:：こ.？〜ぶ'Vi.，.-.-%.Aゾ か ね -:

A um ann-Perlesの変分問題およびその波張について 

X for X ^ 2

例 3

* A：) ニ，
[ 2 for >  2 。

1/2< t さ1 については*

[ 0 for A； =  0 
' " ( t , A；) =  I

12 for A： >  Oo

び（t , 減少函数の事例《

.‘‘" （t , x ) がズについて上半連続でない 

—例0

A u m a n n - P e r l e s〔2 〕はこうL た不都合を排除し，上記の問題が最適解を有するための十分条 

件を確立した。この問題の一般化はA r t s t e i n〔1 〕，Be r l i o c c h i - L a s r y〔4 〕によって行なわれた 

力％ とこではさらに問題自体を拡張する。解決のアイデアとして，測度の積分分解に関する結果を 

フルに活用する方向については, . とくにBer l i occh i - Las r yに資うところが大きい^

I 問 題 の 拡 張

T をコンパクト跟離空間， はr 上の n o n -a to m icな正のR a d o n 測度とし, /Kア）ニ C <  +  oo 

とする。そのとき . •

(i) /«《7̂  かつ Gi) 1-1 ( T ) ^  C

を満たす：T 上の正のR a d o n測度の全体を# 1 タと書く。明らかに成タのすベての元は non-  

a t o m icで, しかも沸タは * 弱位相（c，f . 丸山〔8 〕）についてコンパクトである。

. さらに;^を局所コンパクトP o l i s h空間とし， •

U \ T  X X. >•股

9i * T  X X  > ニ 1 , 2 , . " , '

とする。 （Mは拡大された実数系。） .

そこで問題は一一

Maximize |* u C t , x C t  y)dft  

subject to

gi<it , x ( j y ) d f i  S  (i)i

(3)

.，んi  ~  1 , 2 ,

[j- c <#/<

A： ： T —— > X は可測

と こ で a>^((ou 0)2y……,<y*)は所与のベクトルであり，最適化の対象となる変数は/^とズとで

~  19 (423) ——
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ある。

以下，この問題の解の存在条件を見出す準備を積み重ねる。

A u m a n n -P er le sの変分問題の経済学的解釈としてはいろいろなものが考えられるが，単純な例 

をニ* 三あげておこう。

(1)経済に存在する一定量の資源（m iめ元）を，主体の空間 [ 0 , 1 ] に配分する方法は® 数-ャニ 

[ 0 , として表わすことができよう。配分ズ（/ ) に対応して各主体《の得る効用" （i ,  

ズ（《））の和（積分）を最大にするような配分を求めよ。

' (2)次に[ 0 , 1 ] をある産業に属する企業の參合とする0 資源配分A； ： [ 0 , 1 ] — H R i に応じて各 

企業の得る何らかのgain (たとえぱ利潤）" （ら ))の和 (積分）を最大にするような配分を杀 

めょ。 ‘
(3)におけを産業め規模, 、分布，荷重を，配分の仕方とともに最適化の変数とすれば，拡張された 

A um ann-P erles問題のひとつの経済学的解釈が得られる。（C. f，KawamataC6 ~})

E 測 度 の 積 分 分 解
■ > - . »

T  X A'上 の R a d o n測度7*が

r = しみ®レ m ゴ (7)

と表現されるものとしよう。 ここでもは # f アに質量1 を置く D ir a c測度， は:T上 の Radon  

測度, そしてリはでから，ズ上のすベての確率Radon測度の作る空間への* 弱- 可測写像である。 

00のような表現力ほ!能なとき， 積分分解（パ-disintegration)を有するという。

積分分解を有するRadon測度の全体をパ /0 ,.さらに

パ <#t/0=U  れ / 0  '

とおく。

積分分解に関するニ，三の結果を，本稿の目的に必耍な限りで述べておこう。以下本節ではア， 

X はともにコンパクトであることを仮定する0

[A ]  r  ： T — 5»义をコンパクト値. 可測多価写像とする。T ' k X 上 の R a d o n 測度 r が

7" ニ.!' d t 0  V [ t  '\di-t

supp u [  ̂ 1 c  /^( O  a*

20 { 424 )



Aumann-Perlesのま分間題およびその拡張について 

の形式に糖分分解されるためには，T X X 上のすべての実数値速続画数/について 

J / (  t , x ' ) d T ^ ^  sup / (  t , x')d[x 

の成り立つことが必耍十分である (Castaing〔 5 〕)

CB]積分分解を有するRadon測度め列

?^1ニ [ リゴパ" ；M ニ 1 , 2  , •

ぉょび

r ニ J  も パ 、

を考える。 •
(i) - Hm //„ニ n

各点収東： - H m リ《け ]ニ レ け ] for each t 

連続性： - H m  ジ》[ら] = レ"[ t ] if th— >• t

€ T

for all

ならぱ

to* - H m  T n = T

(8)

(9)

か))

(ii) (I》が成り立てぱ(8)が成り立つ。しかし(9), (10)は必ずしも瑪り立たない。 (MaruyamaC9 ：))

[ C ]  は * 弱 - コンバクトでしかも凸である。

 ̂ . ■ 

この結果は多価写像パトj ( / 0 力' ; # 上でコンパクト値•優半連続であることと，#タ の  

コンパクト性からただちに得られる。

I 正 規 被 積 分 函 数

函数5 ̂: T  x X — - > M + に対して，次の三条件を満足する函数み：，デ X ズ- ~ > M + が存在すると 

き， ダは正の正規被積分函数（positive normal integrand,以下P N Iと略す）と呼ぱれる。

(i) h は D o re l- 可測。

( i i ) 殆どすベての# f T について，み（らめはダの下半連続® 数。

(iii) ニみ（f , ズ） a. e. (/<) >

 2 1 ( 4 2 5 ) ——  ,
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このとき次の命題が成り立つ。

[ D ]  T ,  Z をコンパクト> P を P N I とすれば，写像 

T I— J" ff dT

は /f (成 /0 上で下半迪統である。

次に j  (<^そ;S) に属する元のうち

J Qii t , x^dT^(Oi ； i =  1 , 2  ,  ，k

を満たすものの全体をそ； g i , め， …，ヴA )と書けぱ，[ D ] により，r とズがコンバクトな

ら ば ホ ；ル, 5^2,…，，. , 9 k ) も * 弱一コンバクトである。

この結果をX が局所コンバクトの場合に拡張しよう。义ニA'U{oo}を义のone-point compacti-

fication とする<> . . - 、 .

[ E ]  r をコンパクト, X を局所コンバクトとし, ズ >00のとき

g i t  f ズ）ニ.S  giC  ̂ j ^  ̂+ の （a* e. /O

とすれぱ, A (#1/1；Qi,  9 2 , … . . . , 9 k ) は * 弱-コンパクトかつ凸である。

F 最 適 解 の 存 在

[ F ]  U ： T  X X ー~- > M について次のような仮定をおく。
■ ■ • . • •

( i ) "は  l io r e l-可測0

(ii) /jに関し，殆んどすベての# € T について， " （らズ）はズの上半速続函数。

(jjj) t  , X ) =  M a x (  ti (^ t  f Q ) とおく。任意のe >  0 に対して，適当にみe e Z/ (ル）を

選び，

w'-( t , x ^ ^ b X  t t , t , x )

とすることができる。

このとき，写像 ’ •

r I— u d r  

は * ヴ 2 , …..., 9 k ) 上で上半連続であるO

22 {4 2 6 )
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Aumann-Perlesの変分問題およびその拡?;|に つ 、て

[ E ] ぉよび [ F ] により，問題 

Maximize  I iidT
Jvŷ X

り" , ヴ1 , ク2，.......，g "

を最適解マ* を有する。それを ， •

ド ニ ぷ ，⑤レ*[ U ゴパ*

としよう。すると r * は次の問題（I ) の解にもな力ていることは自明。 

Maximize  ( ii dT

0れ ^ (パ* ; 9u g2i

ここ.で少々凸解析からの準備を行かろ

9 k)

(I)

(I)

[ G]  ^̂ をH au sd orff,局所凸線形位相空間，/(をそのコンパクト. 凸部分集合，れ ： ( / 

= 1 ， 2 , ......., ）々を a ff in e画数とする。このとき，集合

H =  n {A T 6 /f |^ i(.r )^ 0  }

の端点は，/ ( の端点のうち高々☆ + 1 個の凸結合として表わされる。

この定理はCaびthもQdory .の定理から導かれるが，証明にはひと工夫を要する、 ： ， 

また次の定迪はL ja p u n o vの凸性定理（Lindenstrauss〔7 〕）から容易に得られる系である。

[H ]  を可測空間（r ,  g o 上の n o n -a to m icなま限測度とする。

5 i もJ f リけ）dfi .， / ニ 1 , 2 ,  ••••••, n

0 さ み さ 1 , ；E もニ1 

に対してr の分割r , , ア2 , ……，r p を適当に選び，

,5j もiy  , " (  t  )パ/̂  ニ .ぎ 1 Jr / " (  /  V/パ； メニ 1 , 2  , ...... , "

.とすることができる。 ’

— 般性を失うことなく，r*=は../j 0 « * ; ク1 , ヴ2, ‘，，タん）の端点としてよい。しかる>こ̂ ^(パ*)の 

端点は

も② <5ぶ"）djJ.^

23 { 4 2 7 )
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X ： T —~ は可測 

の形式を有するから，[G]により

" ニ！]もしも②パ《〉d f i *

と表わすことができる。ここでズパr 一一)■义 （メ = 1 , 2 , ......., み+ 1 ) はもちろん可測写像であ

る0最後に[H〕を適用して

t i ( t , x ' )dr*=  な(it ネ,J = lJTf

ズ) ゴ ゾ ，（へがり）ゴバ* ;

f ニ 1 , 2  , k

T  —  \ J  T j f  T j C \ T j ,  —  9  i f  i  ネ 。

とすることができる。そこで

り ニ x j c n x r j C n  ひT V は T i の 特 性 ® 数）

とおけば，（パ * ,ズ * ) が問題(3)〜 (6)の解であ る 。 [ G ] ,  [ H 〕 に よ る 策適解の構 成 に つ い て は B e r l i o -  

c c h レ L a s r y 〔4 〕 に 負 う 。

結論を定理としてまとめておこう。

定 理 （a) r はコンパクト距離空間，X は局所コンバクトP o l is h空間とする。

(b) U ； T x Z —一 は [ F ] の仮定(i), ( i i ) ,则を満たすものとする。

(C) Qi ： T  X X — ~^ W+  (  !‘ ニ 1 , 2 ,  ....... ,  , 0  は PNI で，しかもズ->00 (無限遠点）

の と き ’

a C t , x ' ) ^ J 2  9ii  t , x ) - ^ + o o  (a. e. /O

とする。

このとき問題(3)〜(6)は解を有する,
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