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多 価 写 像 の 速 統 性

丸 山 撒

定義域の各点に対して値域のある集合を対応 

せしめる，所謂多価写像の研究はK uratow ski 

や M ic h a e lらの重要な先駆があるにもかかわ 

らず，それほど数学者が力を尽くしてきすこ分野 

とは言い難い。むしろ多価写像の理論は主とし 

て数理経済学その他の応用方面に生き生きとし 

た活躍舞台を求めてきた感がある。しかし近年, 

函数解析学（とりわけ亦線形解析，発展方程式論> 

や制御工学等の分野においても，多価写像をま 

ともに取り扱う必要性が生じ，今後もますます 

その内容が拡大深化してゆくものと思われる。

本稿では多価写像の連綺性概念,ならびに最 

適.化理論において重耍な役割を果すB e r g e の 

最大値定理を中心に理論の大略を述べる。

义の各点ズに対して，F のある非空部分集合 

9 0 0 を対応させる写像を多価写像（multi-  

valued m apping)あるいは対応 (correspond-' 

e i ic e )といい，こ れ を と 書 く 。

われわれはまず,このような多価写像になん 

らかの連続性を定義することから始めねばなら 

なぃ。

そのためにはさまざまな代替案力tありうる。 

たとえばまずF のすベてのコンパ ク ト集合から

成 る 族 の 上 に H a u s d o rffの距離（丸 

山 〔I7〕）を定めれば，これはひとつの距離空 

間となり， の任意のコンパクト集合は空間 

(ttm u jjFの一点とみなすことができる。そこで' 

多価写像(p ： X 一 'みF の値がすべてF のコンパ 

クト集合であるような場合（このようなとき，

9̂はコンバクト値com pact-valuedな多価写像とい

う），^̂ を多価写像としてではなく， X t 、ら 

への一価写像

(0 : X.— >OlfliHp Y

とみなすことが可能であろう。こうすれぱ^^)の 

連続性は全く普通の仕方で定義することができ 

るのである<5 

しかし実際問題を旭理するうえで，多価写像 

を一価写像に遺元することなく，いわぱ;^ とy  

の位相だけを用いて直接に取り扱う方が使利な 

場合も多いのである。

1 . 連統性の概念 

A . 優半連続性

定 教 ^ 0 :义一> > 7が点乂0 ご太において優半 

連 統 （upper hem i-co n tinuo us)であるとは，镇 

合が> 0 ) の任意の近傍びに対して，め)の適当

) この節については主としてB erge〔1), Hildenbrand〔12；)を参考にし，より一*般めに書いた。はかにHukuhara 
CI4), Kuratowskl 0 5 )など。 . .
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多価写像の連統性

な近傍を選び，

パ F ).ョ U こ U

となしうることをいう0 ,またsoがすべてのめ) € 
X において優半連続で、あるとき, ^ ; ? は1|1に優半 

連続であるという6

注意：デが普通の一価?^像の場:a •には，優半速統 

性の定義は速続性め定義と合政する。

次に優半連続性をいくとおりかの方法で特徴 

づけてみた、のであるが，をの前に二つはど使 

利な定義を与えておこう。

* . •

定 義 ルの部分集合とするとき，

(p~ (̂̂ M') =  {x  € X\(p(x')c:M). ■
. ( p - ^ i M ' ) ^ { x € X \ < p ( x y n 0 }

と書き， 一'*( M ) をM の強逆像（strong inve- 
rse im age), (p~^ ( M ) を M の 弱 逆 像 （weak 
inverse im a g e )と呼ぶ。

, • ‘ '
すると定義から， の任意の部分集合M につ 

ぃて， 

の成りi t つことが容象ゾに知られる。 

定理 1 多価写像^ ^ : 1 —— 》ドに対して，次 

の三命題は互いに同値である。 

(0 ^^は優半連続である。 

(ii) >"の任意の開祟合びに対して , 厂 ®(C/) 
はズの開集合である。

( i i i )ドの任意の閉集合/'"'に对して， 

は乂の閉集合である。 

tiE明） 強•弱の逆像の闕係について述べ 

す こ 住 意 か らひり <=ラ軸はただちに明らかであるか 

ら， だけを示せば足りる。 ’

( i ) = » ( i i )： まずけ)を仮定する。K の開集合 

£/に対して 0̂-乂ひ）が义の開藥合であることを 

示すためには，^0-《(ひ）の任意の元ズがド®(t/) 

め内点であることを確かめれぱよい。しかし， 

p O O c t/  えt/は .》( めの近镑である。 また

優举連続であるから,，ズの適当な近傍!^を 

還んで 

^CV)(zU

V cLifS(jjy

とすることができる。したがって;k：は r 'Q J ')

の内点である。

, ( i i j= ^ ( l )： ズをズの任意の元，びを^0(：0  

の開近傍とする。{U)によれぱ？>-*07) は义の 

開集合であるから， F  =  とおけぱ，

はズの.近傍であり，しかも<p(y ')cjj。 よって 

> は ;t において優半連続である。 （証了） 

定理2 <p ： X —^ > Yをコンパクト値の多価 

写像とする。このとき，- ^ の任意のコンバクト， 

集合/ぐに対して，y ) ( / i)は :T のコンパクト學合 

となる。

, ■ ■

証明） を ^̂ (ぬの開被覆とする。

仮定により, , 各ズ f/( について (ズ）はコンバ

クトであるから，A の有限部分集合んを適当 

に逃んで 

K ^ ) c  U U ,~ U C x }  >

とすることができる◊ け0 0 は開集合ゆえ，定 

理 1.により，に® は :T の開近傍となら 

ねぱならな'/ V し た が つて .{9?-*(ひ(め）レ JC 

は7^の開被覆となるから，，/(.«^コンパクト性に 

より， ' .

9 9 (3 r J )

g麟域、斯微ぼ緣;T'银顿微.痛紘挪嫩賴さト赖纖挪線缴熟纖统« 跳デ《ちデパrfケヴパだ/ rî r-,

a B e s e s e m e e e e ^ R ^ i e ^ ^ P
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/ ( C  U の-*(び0 0 )
なる有限個の点ズ1 , ズ2 , ' . ….，A：„ が存まする。 

すると

{び;11ハん :f > j —I j 2 , ……，w}

はタ( 7 0 に対する U /；t h < ,の有限部分被覆と 

なる。 （誕明）

次の定理は有向点族による，優半速続性の特 

徴づけである。一価写像の場合と同ぽ，ズが第 

一可ぎ公理を満たす場合には，有向点族のかわ 

りに点列を考えれば十分なことにも注意してい

すこだきたい。

定理 3 Y をH a u sd o rf f空間とし，また多価 

写像》：ズ— かコンパクト値ならぱ，次の 

ニ命題は互いに同値である。 .
U) >>は点A：oにおいて傻半速続である。

■ (ii) { x „ } を A：o に収束するX の任意め有向 

点族とし，また各 ^̂ <.も）から任意に" -点 。を 

抽出して得られるF の 有 向 点 族 を と す る 。 

このとき，その極限が5 < ズ( 0 に属する { タ》} の 

収束部分有向点族が存在する。

証明） （i) ニニぐ0 t まず P が点ズ0 f ズに 

おいて優半連続であるとしよう。有向点族(ズJ  

a c  A ) がめ)に収束するも <:'とすれぱ, 報合/ (
ョ{ ダJ « e 7 4 } U { ズo}はX のコンバ ク ト集合であ 

る。ゆえに定理2 から，ipQC) は コンバ ク トで 

ある。{>»<»}は y < / 0 の有向点族ゆえ，収束部 

分有向点族{ム J を有する （C. f. W illa rd〔24) 
T h eo rem 17.4)<,その域服をタo としよう* いま’ 

仮にタ0 < K ズ0) と仮定すれぱ， がHausdorff 

であることと, P がコンバ タ ト値であること力、 

ら，タ0ぐびなる 0̂(ズ0 ) の閉近傍ぴが蒋在する0

ところがP は点ズ0 で優半連綺で，しかも 

一" め) であるから，添数《0を適当に適んで 

(p(^Xa)fzU for a ll ot̂ -aa 

とすることができる。したがって 

y„ e U for a l l びびo

は'閉であるから，タ《«——タ0 e びとなり矛盾。 

よってみf  9<ズ0)。

( i i ) = > ( i )： 次に{ii)を仮定し, ^ 0 が点 ：̂6に 

おいて優半連続ではナギいとしてみよう。このと 

き定義により，v^C^o)の適当なる近傍C/ をと 

れぱ，ズ0のいかなる近傍めについても 

ipixv')^U

なる点ズKが存在しなければならない◊メ0 の完 

全 近 傍 系 す は マ 1ィK 2 < = » F i〕T V として 

半赐序ぺを与えることによって有向集合となる 

から，レk } f ,ン•〜はX の有向点族で，XY—

め) である。いま任意に .

yv cipiXvySP  ( 1 )

を選ぶと，仮定により，有向点族{j^K；[は収束 

部分有向点族{タ》̂ ' }を有し，ツK'— yyo € <p(iXo') 

とすることができる。しかしこれは（1 ) に矛 

盾であろう。 • (誕了）

多価写像fp : X 一 .~ » Y めダフフC を 

G ( » ニ{Cr，y~) f X 'x .Y \ y i (p(^x)]

と定義すれば，定理3 から次の命題がただちに 

得られる。

系 1 ドをH au sd o rff空間とし，多制写像 : 

X  — はコンパクト値で優半連続とすれぱ，

のグラブG(sp')は高積位相空間ズX の閉部 

分集合である。

100(575)
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多価写像の連続性

注 意 系 1 の逆は必ずしも成り立たない，-
反例：一価困数/ ： M—  

f { x ) =  T ぱズキ。
0 if ；r ニ0

と定義すれば，との困数のグラフG(/)は明らかに 

K x | gの閉集合である。しかしこの两数は点ニ0 で 

不51̂ 続であるから，4；= 0 において傻半連続ではない 

のである。

ただし， 5̂ のコンパクト性を仮定する場合に 

は，こめょうな反例は取り除かれて，逆命題も 

成り立つ。すなわち一

糸 2 Y がコンバクトなH ausd orff空間で 

あるとき， コンパクト値多価写像ァ： 一 5̂  

について次のニ命題は互いに同値である。

り） は優半速統である。

卞のグラフG i s f )はZ  X F の閉集合であ

る。

証明は殆どま明であるから省略しょう◊

劣半連続性

定 義 ド* X 一■ が点•Vo 6 X において劣半

連続 .（lower hemi-continuous)..である > は ^ 

(^o) n t / ^ 0 なるF の任意の開集合C/に対して， 

め) の適当な近傍ドを選び，

K 'め n びキ0  fo r a l lA T f  ド 

となしうるととをいう。 またP がすぺてのめJ 

において劣半連続であるとき，りは単に劣半連 

統であるという。

次の定理は劣半連続性の特徵づけであるが， 

証明は定理1 と同様定義に戻って考えれば甚だ 

容易であるから読者にお任せしよう。

化理4 多価ギ像P に対して，次

の三命題は5 ：いに同値である0 
《りは劣半連続である。

◎0 の任意の閉葉合F に対して，(pぺ

はズの閉集合である。

脚の任意の開集合 C/に対して，

はズの開免合である。

定理.5 多価写像(p *• X  — みK に対して，次 

'のニ命題は互いに同値である。

(り は 点 め ) € 义において劣半連続である。 

(iO {み } を 点に収東する X の任意の有向 

点族とし，タ0を の 任 意 の 元 と す る 。こ 

のとき各《についてムご5 ^ > 0 0 を適当に逃ん 

で，{タ。} をに収束させることができる。
»

証明） （i )= > { i i ) : ま ず が 点 -toにおいて 

劣半連続であるとしよう。いま仮に(H)が成り立 

たないとすると，次のような条件を満たす有向 

点族ズ„->'Vo, yo e <p(xoyおよびこのの近傍 f /  
が存在する。

"すべての添数0 0̂に対■して，適当にド《Toを 

選ぶと ^ o O O n t / = 0 "。

しかしこれは，AT„->Aoと相俟って， ( p の劣半 

連続性に矛盾であろう。

0 0 = ^ ( i ) ：逆に ^^が点 .て0 にぉいて劣半連続 

ではないとする。すると， t / f i K .ル）資0 なる 

適当な開律i合ひを選び；；Toのすベての近傍ド 

の中に

y ) ( ^ v ) n f / = 0  r 1 )
となる点-tK f V を存在せしめることができる。 

とのようにして構成された有向/ち族{.か 1V e  

ノ/ % } は -Vo f 取;t するが，（1 ) により，

が> K )をどのようにとり出しても，{_Vk}をタ0

101(575)
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に収させることができない。それは{iOに反す 

る0 (誰了）

ここでもまた, X が第一可算公理を満たす場 

合には，有向点族のかわりに点列を考えれば十 

分であることを確認せよ„

• C. 連続性

定 義 多価写像ダ：ズーめF が点め) e ズにお 

いてぽ半連繞かつ劣半連続であるとき， は 

点 A：oにおいて連続であるという。 P がすべて 

のめ) eAンこおいて連続ならぱ， 5̂ は単に連続で 

あるという。 ■ •

5^を蹈離空間とし， ^ : X — » Y をコンパク. 

ト値の多価写像とする。F のコンパクト部分集 

合の全体にH a u s d o rffの距離h を定めて得ら 

れる距離空間を（⑧ mttjJ F ,  h ) とするとき， 

は一i i 写像

< p \X  ^(&-amyY
とみなしうることは既に述べた。 を多個I写像 

とみなすか, （1 ) のような一価等像とみなす 

かは,扱う問題によって使いわけねばならない 

けれども，ふたつの考え方は互いに整合的であ 

るのが望ましかろう◊ この問題は多価写像の連 

綺性の定義と，丸山〔17〕定理 1 によってただ 

ちに解決され，次の定理が得られぶ。

定理6 V を距離空間とし， V を 

コンパクト値の多価ギ像とするとき,次のニ金 

題は互いに同値である。

{り义ーみダは連続である。

(•0 ^<^主ー価写像 <p ; X-^(^oxnpY とし * r遗

続である,

2 . いろいろな演算の連統性

2, • ,めを考え，を：；£：一みn  F f を

<p: x \— ル 0 0  
と定義するO •

すぺてのルが点 :》；0において優半連続（resp. 

劣半連続，連続）ならば， soも点めIにおいて優 

半連続（re s p .劣半連続，速続）である<i

証明） 優半連続性についてだけ示すとと 

とし，劣半連続性や連続性については読者の演 

習とする。

C/を9o(X )cc/なるn  Y i の開集合とするo —* 

般性を失うことなく，びは初等集合，すなわち

ひ II Ui

I Ui O•ニ 1 , 2 ,  ........ , k )は の開集合

としてよい。各 ^̂ {はめ>点において優半連『続で

ある力、ら，义0 の近傍を十分に小さくとり 

X € V i= ^(p i(ix^C ：Ui
とすることがでさる。そこで

F  =  n  Vi
とおくならば，F はA：の近傍で，しかも 

X e V==^^i(_x')c:U i for a ll i.

= ^ ip tix )(z U  (証 了）

C 2 ] k 個の多価写像(pi : X  め (j = 1 ,

2, ........，k ) を考え，’9?: X — を

<p • ズ ト M め 

と定義する。

すべてのが点ズ 0において優半連続(resp.
) X 、ダを距離'空問とするときの一揺直接的な証明がB e r g e〔1〕p p . 126- ! 27 に述べられている，

—— 1 0 2 (5 7 4 )——
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多価^^像の連続性

劣半連続, 速続〉ならぱ， 9 も点ズりにお、て優 

半連続（re s p .劣半速続，連続）である。

SE明） 再び優半連続性についてだけ示し 

ておこう。ひ〔ダを^^00€；ひなる開集合とする。 

いまe e < p ix )とすれば， ipの定義により 

ミ.= も+ ら+ …… + シ ；.

$i € (pii-x') for a ll i

となるようにを* を選ぶことができる。 またべ 

クトル演算:の連続性から，各らの十分に小さ 

な開近傍U i をとれば，

t / i + f / 2+ ‘.......-\-JJ j^dU
とすることができる。so{ の優半連続性により， 

め) の十分に小さな近傍F"*をとれば，

^f(Fi)cC /< for a ll i 

とすることができる。そこで

V
kn Vi

とおくならぱ，

X€ V ==^^i(x)cX Ji fo r  a ll i

•— > パズ) ciC /i +  C/g'ト……'+ひftC t /

(誕了）

ついでに，■；̂が距離空間で，ル（/ ニ1 , 2 , ……，k) 
がすぺてコンバクト値とした場合，定理3 を用いて 

いかに証明が進行する力、を示し，参考に供したい。

こおける有限個のコンバク1：染合のぺクトル和 

はコンパクトであるから* P もコンパクト値である 

ことはただちに知られる。

さて {ズ《} をズ0に収束するズの点列としよう。ま 

た各《に対して任意に .
タ7» f ミ ^ i{X n )

を選ぶと，

yn  ニ S  タれ{ ; yn^ f ^  iC^n)
と書くことができる。定理3 により，各/について 

'点列{グン}，（ズニ1，2, ...... , A〉は (ダ。〉，のある点

に収束する部分列を有する。したがっズひ„}の適当 

な 部 分 列 J を選び， 

y«„— >y' e ?><(̂ o) (as w->oo)
2, . . . …，A:)

とすることができる。ゆえに

>*nm— > I! ：yt f を <pi(Xo) (as in-^00)
' 以上

〔3 〕 多 価 写 像 を 考 え ， あら 

たに : X ，一 を 

CO(p ： A>—»C0 (p(̂ x)

と定義する。

が点め) e Z において優半連続 (resp.劣半 

連続，連続）ならぱ，COŜ >も点>^0において優半 

連 続 ( r e s p .劣半連続，連続）である。

証明） まずWがコンパクト値とする0 t / c  
K レをc o f O o ) c : f /なる開集合とするすると， 

の原点0 を中心とする開球5 を適当に選び 

C0 <p(jCo)キ BczU 

とすることができる。c o p (め)）+ ムは明らかに 

凸集合である（丸山ひ7) 定理5 )。^^は点ズ0に 

おいて傻半連続であるから，め) の近傍K を適 

用に選び

X € V：==^^C^)C：̂(Xo)-hB 

とすることがでさ^る。ところで 

+ B  a  CO p(_Xo) +  B  

であるから 

X € V = ^ ^ ( x ) c ：CO ^(Xo) +  B  
となり，さらにCOパ +  の凸から 

X e ダ）ccopO o )  + パ c;[/。 般め

場合についズは〔6〕を用いて各自試みよ。 （証了:） 

ここでもまた，ズが蹈離空間でしかもがコンバ 

クト値の場合について，定理3 を用いる諷明を与え 

ておこう。

シパクト集合の凸包はコンパクトである（丸山
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〔1 7 )定理7 ) から， 0 がコンバ夕ト値であるととは 

明ら力、0 レを点ズ 0に収束する义の点列とし,ま 

た各《につぃて任意に 

3*ft f CO パズt») > " 二1 , 2f 
を送ぶことにすれぱ，C arath6odoryの定理（丸山 

〔I7)定理8 ) により，>*nはK ズn ) に属する, + 1 個 

の元の結合として表わすことができる。すなわち

タnニ 2 び"重ら{<=0
ここで 

么ゾf パ -ャn)
(びnS びn*)  ̂ I

各 -‘ につぃて，{びn * } ,い《りの適当な部分列{びn力  

いn ^ } を 選 び , " の と き

ズ"ゾー~^ズンf ?Kズ0)
(«nm% «nmS .....‘，- » " / )
一*■>■(び。。，め>S び0【）f 1̂

とすることができる（定理 3 による）0 ゆえに 

yn,n « 0《ら{ f CO パガ。）(a s  m->oo)
, . 以上

〔4-1〕 パを任意の添数集合とし，<pパ  

X — (_X e /I )をコンパクト値，優半連続なる 

多価写後で, すべてのA； e ズにつぃてn  ip、ex')I* A
9 ^ 0 とする。このとき 

ニズ| ~ み •ズズ）

を以て定義される多価写像^0: X — はコン 

パクト値かつ優半連続である。

定 義 多 価 写 傷 : X —ホ :T に対して，（ズ0, 

ツo：U G ( > ) のとき，ズ0の近傍ドとタ0 の近傍び 

を適当に選び 

X C V =^<p(^x') f ) U ^ 0  

とすることのできるとき，^0は点乂0 にぉぃて 

閉じているという。

こで

んョK«。，《’，……，《りf ニり

♦ ♦) JBerge〔3 ；) p. m 。..

*Pが点め)において閉じているならぱ，^̂ (ズ0) 

は明らかに閉集合である。（逆は真ならず！） 

^̂ がすべての点において閉じていることは， 

G (> )がズ" X Y の閉集合であることに同値であ

る,

tS題 1 すべてのズ€ズについてル0005^>2

C^)キ0 なるふたつの多価写像ル，(p2 • X ----

5^を考える。まず 0̂1はめ) e 1 において閉じて 

おり，また，ゆ は -r o において優半連続で，し 

かも，ゆO o )はコンパクトとする。このとき 

<p' x\~ »5oiOO ri 0̂2(A：) 

を以て定義される多価写像 : 义，一》1^はめ)に 

おいてコ.ンパクト値かつ優半連続である。

証明） io i0 o )n s o 2 0 o )cひなる開集合 f/ 

を考え， を満たすズ0 の近傍ゲの存在 

することを示そう。

まず^̂ >2(.V0) c U である場合は，ゅの優半速統 

性から，ただちに所望の帰結を得る。そとで 

K ^y > 2 (X o ')n U ^^0  
なる場合を考えてみよう。ゅO 'o )はコンパク 

トであるから，7 (はコンパクトである。

9>2(a；o)

< 図 1 >

y  € / (を任意にとる。するとルがめ)において

104CS76)
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閉じていること力、ら，ATOの近傍 l^(Aro) t .  y 

の近傍T ^ G O が存在して

^ i[y  ifC^o)] n W(^y') =  0

とすることができる。/(のコンパクト性により， 

有限個の3^ 1,タ2, , ム f/1:を適当に選んで

/ ( C  \ ) W i y d

とすることができる6 さてt/U (UT^Cvf) )は

(め)）の近傍であるから，S02の優半連続性に 

ょり，

^02(F(a：o )c C /U (U  W O d )
なるズ0 の近傍P "{> 0 )が存在する。そこで 

V"-v^vi(A：o ) n F j，2(^o) n - n V y ^ ( x o ) n V ( x o )  
とおけば， .

> i ( F ) n ( u  W(yt')') = 0 ,

ゆ( l/ )c f/ u (U  W(yO)^

ゆえに

X ^ if)^ ')C V )c iU ^
かくして，Ŝ JifijO2はめ)において優半連続であ 

る。 (証了）

〔4-1〕の証明） この結果を用いて〔4 -1〕を 

，示そう◊ 任意にんe /!をとり出して

ニ n <p、limits
とおけぱ， は任意の点ズにおいて閉じた多伽， 

写像である。

て*あるから，上記の補題1 により， は :I；にお 

いて優半連続となる。(p(jc) がコンパクトであ 

ること’はま明。 （髓了）

重要な法意多価寧像^01,^^)2:ズ—— 》：̂が点

ダo f ズに■おいて劣半連続（resp*連続）であっ 

たとしても ■

^  • -、‘•一- n  沪2(ズ）
は劣半連続 ( f e s p .連続）とは限らない。

反例

のグラフ 

ものグラフ

く図2>

上の!IIにおいて，0 1と{0,はともに連続であるけれど 

も，> ! n めi は点ズ0において劣半連続ではない。

しかしたとえぱ次の命題が成り立つ。

〔4-2〕すべてのA：e 义についてy>i(A：) n れ0 0  

キ0 なるふたつの多制写像ル，^ 2 : X ~ ~ は  

ともに劣半連続で，しかもル0 ) はすべての;》； 

e X について開集合のとき，

^ — みル（ズ）n  <piix^
を以て定義される多価写後^^):ぇ一 >̂ドは劣半 

連続である《

証明） y の任意の開集合C/の弱逆像i f の 

(C/)か义の開集合であ;!)(ととを示そう。その前 

に新しい多価写像0  ：ズー# y  X F を 

<p. ニ ATI~ ^(piix) X デ2(め 

と定義すれぱ，〔1 〕により， 4>if、劣半速続で

* ) とれはM ichael (19：) Proposition 2.5 (p. 3 6 6 )り简略化である，
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あるととに注意する。

<p~ (̂jj') =  {.%* € X 1 y>iC-̂ 0 n <fz(̂ x̂  nz7 キ0 )

=  (a- e X\ (piix) X ルo )  n

[ ( ^ 2 0 )  X ル C t))  o ( f /  x y ) ] ^ 0 )  
は容易に確認される。またここで 

ispiix) X ゅ 0 ) )  n (t/ X 7 )

はF x y の開集合であり， 前述の如く 

n は劣半連続であるのだから，9ベ'"⑩ は X  

の開集合である。よって所望の帰結を得る。

(IE 了）

C5D /!を添数の集合とし，多価写像の族

(pi ! X — » F (>? e A ) を考え， ip \ X：— を

w \ x\~ »• U 0i (x )
- ,«ィ

と定義する。

(i) Aが有限银合で，すべてのipiが点め) f 

X において優半速続ならぱ， ^0も点め)におい 

て優举連続である。

( i i ) す べ て の が 点 ^̂：0 6 乂において劣半連 

続ならぱ，^0も点め)において劣半連続である

(ィは住意)。

(iii) /Iが有限集合で，すべての(pxホれXo€X  

において連続ならぱ，厂も点A'oにおいて連続 

である。

IE明） いずれも容易であるが，たとえぱ 

{iOは次のようにして示される。（りは各自試みよ。 

脚は{り，{川からま̂ ]̂。

びを（リj?>;Ovro)) n ひ:?̂ 0 なるF の任意の開 

集合とする。U v lを任意に固定すると，ダ0の適 

当な近傍F を選んで

v==^<pj(ix) n c / ^ 0
とすることができる。ゆえに 

x e V ニニか(,r) =  U < X )n t/ # 0 。

(証了）

〔6 〕 ふたつの多価写像ヤ1 : ズ^ ^Yy ipz ： 

^ 一 ' を考え，これらの合成多価写像̂ ’
9  * A>—»^ftjC^Ol(^)]

を考える。

が点め) C において優半連ぽ (resp. 劣半

連続，連続)，？>2が 上 で 優 半 速 続 （resp.劣半連 

続，連続）とすれぱ， は点ズ0!において優半連 

続 ( r e s p .劣半連統，連統）である。

証明） 優半連続性についてのみ示す。 

C /cZを卞2O i O o ) ]を含む開參合とすれぱ，ゆ 

の傻半連続性により， はF の開集合 

で， 明らかに P̂i(A：o)C^2~*(f/)o (fx は点 -to で 

優半連続ゆえ，ズ0 の近傍!^を適当に選べぱ 

y?i(7)C  め-* (び）

...ゆ[>100]〔び 

とすることができる。 （IE 了）

3. B e r g e の最大値定理

経済学の問題から話をときおこすことにしよ 

う。あるひとりの消費者の消費集合（すなわち 

彼にとって可能なすべ.ての消費計画の集合）をX c  

R S その上で定義された連続な効用面数をW : 

X - 一 この消費者の富の大きさをw； e R + , 

財の価格ぺクトルを/ 服[トとしよう。このと

*.) B e r g e〔1 ) pp. 115-117, H ild en b ran d〔12) pp. 28-30などを参照。経済学への;としては D e b r e u〔8 〕を何 

よりも熟読すべきである。定の一般化とそのポ用については，丸山〔16〕を見ていただきたい，

♦*)とこで]R»+ヨ{.ズ《 Kリズミ0}
106^378)
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多価写像の連続性

き，彼が与えられた（ん W) の下で予算の制 

約を満たしつつ購買することが可能な消費計画 

の象ュ合は，

デ(/>, ^ (0 = {ダf ズI S かめさかr  

である。これをUh t o ')の下における予算集 

合(budget sel;)と呼ぶ。消費者は7Xp, W) の中 

から,^ < ユ*)を最大とするようナ£ 消費 ；̂け (/), W) 

を選択すると考える。すなわち消費者の行励原 

理とし'て，次のような問題を考えるので'あネ。

M axim ize u (x)  

su b ject to X e T(fit w)

もしこの間題に解があるとすれぱ*それは一 

般 に （A  W ) に依存する多価寧像であろう。 

とれを

を：] —->>X 

と書き，しぱしは需嬰写像（demand liiapping) 

などと呼ぱれる。経済分析を円滑に•進行させる 

ためには，多価写像を，がなんらかの連続性をも 

つことが望ましい。同時に，各 （A  をそれ 

に対応する効用の最大値が=(A w )^u[^(p ,  w)]  

j こ写す（-^価)函数 

» ] R . .

間接的効用函数.'(indirect utility function)

と ぱ れ ，こり迪続性も興味の対象となるであ 

ろぅ。

こうした問題は経済均衡分析の骨格のうちで. 

も重要な構成部分を成し，経済理論家は実に頗 

繁にこの種の間に遭遇しなければならない。そ 

れを解決するためのひとつの強力な武器が，次 

に述べるB e r g eの最大値定理にほかならない 

のである。

la題 2 函数《 : X  X は下キ連続と

このとき,

u*Cx)=S[}p{u(x,y}\y € T (x)}

を 以 て 定 義 さ れ る ! X  で下半

連続である。

証明） X か'0  «%ro) < 0 0とすれぱ， 

任意の£ > 0 に対し，W*の定義から

な，（め)，.《Vo)さ W★(ズ0) —

と な る よ う に € r ( x o )を選ぶことができる。 

" の下半連続性により， タ0の適当な近傍 

f/l,.ドを選び

(A：, y )  € U iX V = = > u (.X , y )^ U  Oo, yo) ~ - t

.’， u(x, y )^ u * (x o )—£

とすることができる。さらにr の劣半連続性か 

ら

X- € U 2 ニニパ（め d F ^ 0  

なるズの近怯び2 が存在する。したがって 

A； f ひ1 n t/2= > W * (ズ）さ"*(>0) —  €

W*(^o) ニ 00になるような点ズ0における下半 

連続性についても容易であるから，読者に任せ 

ょぅ。 （諷了）

題 3 面数《:ズ X 7 >股は上半連続と 

V , 多価写像T ： X — はコンパクト値かつ 

優半連続とする0 このとき

" * (X >ニMax{w(AT, y~)\y C T(_x) )

はX 上で上丰連続である。

証明） め) とすると， "の上半 

連続佳から，各タe r O o ) に対して 

ix, € U y ( i x ) x V C y ^

= ^ " ( ズ, ズ）さ" 0*0，タ）

多価‘写像广：义一-め5ンょ劣半連続とする6 なるめ)の近傍ひV(め>)と，タの近傍K O O が

—— 1070?が）——
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存在する。ド(め)）ほコンパクトであるから，

このような有限個のドCyi)， タ2), ....» V

(> »„); yt € r c x o )によって，H xg) を被覆する 

ことができる。それに対応するびtnOO (《ニ1, 

2, ........, « ) を考え

c / i = n  乂.to)f ュ1
F  ニ U VCp D

とおく。すると 

：)c f f / i, ッ  € V = > U ( x , タ）̂Max u (ズ。， yt )  
+ 6 ^ u * ( x o ) + e o  

さらにデの優半連続性から 

X  € U 2 = ^ r ( X ：)C：V

となるようなA：oの近傍I h が存在するなそこで 

Jj： e f/j fi C/2==^«*(A；) = M a x  " O , ツ）

さ"*(ズ o )+ e  (証了）

定理7 (Bergeの最大値定理）® 数 " ：X  x  Y  

— > R は連続とし， 多価写像プ: X — •» y はコ 

ッバクト値かつ連続とする。このとき 

け） 函数がt めは連続。

(ii) 多価写像 

^ix) = {y  £ rCx')\u(ix, _y)ニ"*O ) }

はコンパクト値かつ優半連続。

証明） （0 は補題2, 3 から明ら力、。 次に 

多価寧像^̂ >ニ*<^'一みを

(p ： A'l一 ^ e F! w*(X) —  uiix, 3O ざ0 }

と定義すれぱ， のグラフは閉じている。レか 

るに

| < 义）= 7 * 0 )  n  ^ < ズ） f o r  a l l  X € X  

であるから補題1 によりミ0 ) は優半連統であ 

る。またパ ,0 ね; !^ の閉集合（?，の連統性による） 

であるから，ミ(义）がコンパクト集合であるこ 

とも，ただちに知られる。 （誕了）

4 , 連続選択子の理論

Z , Y を位相空間とし， 9  * X —^ Y をそれ 

らの間で定義された多価写像とする。いま 

/ 0 ) €  パズ） fo r a ll X e X  

を満たす-:*価の連続写像/̂  : 义ーートY か存在す 

る,とき，このよう な /を の連統選択子（con t

inuous selection) という。

連綺選択子の存在条件を究明する方向での研 

究は，M ich a e lの諸業績に触発されて近年活発 

な成果があがっている。しかもまた不動点定理 

ゃ最適制御の理論等へも幅広^、応用が開発され 

つつある。ここではニ，三の基本的な定理を筒 

単に紹介しておきたい。

い ま （もめを蹈離空間とし，'てから，

へ の 多 価 写 像 を 考 え る 9 れダラ 

プG(jf) は

ニK ズ, ^ ^ ：ズ）}

で定義される。 （X x I R りX しY x M り上で突数 

値函数/?を

4=) Cellina〔4〕，( 5 ：) ,〔6〕，〔7〕； M ichael〔ゆ，〔卿，びりなどを参照。Cenhva ( 7 ) は応、服Biの展望としてISま 

である。波部〔23〕も見よ。

1 0 8 6 5 5  の
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y ) , ( ガ，_ / ) ] = i V I a x [ r f ( ズ，ガ) ，i y -  

y  i ] : o ,  j o , ( ズ'，ダ）しY x R ! '

と定義すれば， iOは 上 に 直 積 位 相 を 定  

める® 離画数どなる。さらに， Cr, jy ) e ル  

と， との蹈離はもちろん 

/0[(ズ，>0, /I]ニ inf pl(x,  y ) , ( " , め]

で定義する。このとき，G (めの周囲のe— 開 

球 仏 [0(^ 0)] ; 6 > 0 ほ，

B,  [G (^ )]  =  {(:v, \y) e X x m ^ l p l i x ,力 , 

•G ⑥ ] < £ }

である。

定 理 8  ( M i c h a e l ) ( X ,  d) をコンパクト 

跟離空間とし， <p ：X — » R ^ は劣半連続で閉， 

凸値の多価零像とする。このとき^^の迪続選択 

子が存在する。

' ■ .ド . ■ ,

IE明）ニ段に分ってIE明を行なう。 

r 任意の£ > 0 対して，G ( / ) c 仏 [ G ( » ]  

を満たす一価連続写像/  ： X — が存在す 

ることの証明。 '

■ 各 タ に つ い て ，集合 

U y ~ {x 6 Z|inf I y - z  | <s}
を考える。これは 

Uy = {x € X\(pix)C[{z £ rM II y - z  I <e}4= 
0 }

と書け，しかもは劣半連続であるからt/yは 

開策合である（a 1 定理4 ) 。開藥合族{ ( tな) }  

IMMりよコンバクト集合Z の被覆であるから，そ 

れは有限部分被覆 

U \~U Ui — U … U q=^U ■y 4

をも'Oo

次に函数め，/3i 0 = 1 , 2 , ……，q) を次の 

ように定義しよう。 ‘

びfO) ニ  </(ズ， X \ U t )  ( / ニ  1,2,  , (f)
バf0 0  = フねびと（えニ1 , 2 , …‘" ，q)

I>A：( め

このとき,

/3ベ:0  ニ .

0 ま め ぐ m o ) = ：U 

写像/ : — 一 で

パズ）ニ！] / (ズ)

で定義すれば，わが連続であることから/ も連 

続。さらにパズ）は を 含 む U iに対応する

( え= 1，2, ........, g ) の凸結合である。よゥて

びf の 定 義 か ら € i? . !>(«；) ] となり， したが 

って

Gif^dB^iGCsp)-]
2°̂ >̂の連続選択子が存在することの証明6 .

1 の結果から，

( y x  € X^ fx i x ) e jSj/2 [<p{x)]

を満たす一価連続ぎ，條/ i ：义 一 > R レが存在する。 

(f>2. \ X — { を .
(pzix).= (p (^ ) n e mM ll3»-/i(A ；) I < y |

と定めれぱ，これは明らかに値で，しかもp. 

105の 〔4-2〕により劣半連続である。よって：!？

び 1°により，

f  の / ' 2 (ズ）€ J^1/22 [め (a；) ]

なる" -価連続写像h  が存在する。

このようにして順次，一価迪続写像の列f u

f i t  ....... ‘，/ n - iを定めたとき， f

CV^  ̂の / nOO € Dilzn [(p {̂x) ] 

where

* )  M ic h a e l〔19；) Theorem  3 ‘2", pp. 367-369.の浦略化である。Hildenbi-and-Kirman CI3] pp. 203-204 も参照*̂
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<Pn(.X') =  ̂ 0 (め  n {ダ € F  || タ 一 / n - l  0 )  H <  ~2 ^ 1  

となる一価速統寧像f n を定めるととかできる 

とのよ5 にして得られた{ / « }は一様ノルム

に つ い て C a u c h y歹IJである。英際この点は
3(V.t 6 X). II / , , (ズ）一 / VhOO i <-7)n4T 

となることから容易に知られる。ゆえにy  (ズ， 

Mりの完備性から，{ / « } はある一 価̂の写像/ 

に一*様収束し，したがって/ も連続である。し 

かもが閉値であることと，

( y x  € X')fn(x ')  € Bi/Z^[<p(x)]
であることから

(ドズ f  X)y*(AT) e がX )。

ゅえに

G ( / ) c G O V  (証了）

定 理 9  (C ellin a) (X ,  d ) はコンパクト祖

離空間，ホ：X — は傻半連続で凸値の多価 

写-像とする。このとき，任意のe > 0 に対して， 

G ( / ) c i ? , [ G O ) ]  
を満たす一価連綺写像/ .: X — > Y か存在する。

証明）まず任意f c e > 0を固定し，各X € X  

に対して英数0(ズ，£ ) を

ヨズ/ e jB ,(jt:)suchOCXj e )= s u p { d <  -^ 

that. <p(B,(x))ごガ J ダO ') ]

と定義する。このとき 

inf Oix, e ) > 0  ( 2 )

となることが以下のようにして知られる。

X € 义を任意に固定すると, <pの俊半連続性に 

より, 所与-の f i> 0に対しで適当に5 ? -り（ズ) > 0 -  

を選び ’

K  パ, 0 0 ) ごん/ め〕 ( 3 )

とすることができる。（1 ) と （3 )とから

♦ ) C e llin a 〔41 Theorem  h do. 19-21.

》iO O = M in {り0 0 ,  - | } > 0 ；

€)。

そとでいまillが(ん e ) = 0 としてみると， 0 に 

収束する任意の実数列{C«}に対して 

K x„y  e X C n  ■
.を満たす义の点列{み}が存在する0 X はコン 

パクトであるから，一般性を失うととなく，

C X  (os « - > o o )と仮定してよい。す 

るとの優半連続性にょり，0 < ジ(ズ0 )さe/2を 

適当に選んで 

<P̂ B,  (xo)(-*'^o)) c  B . /aCso.C^o)]

とすることができる。ゆ免にゴ0 « ,  Xo'Xv 

O o)/3ならぱ，

V(xo^/sC-^n)) C ^ ( 5 v(xq>C'̂ o) )C lZ?,/2
かつ

ズ0 e 仏 (；!?0)'3(グn)o

ゆえに十分大なる"について

となり？矛盾。これで（2 ) が示された。 

そこで

(0 ニ i n f，ヴ（A：, e)
とおき，〔1を 0 くCiCCoを満たす実数とする。 

あらたに多伽写像<P : X — を 

(J) ： x\一»jf(^ci(^))

と定義すれぱ，す べ て の に つ い て 一 ^ 点  

タ の 弱 逆 像 は ズ の 開 集 合 で あ る 。実 

際をの優ギ連続かb A s にべ { > 0 ) はズの閉 

集合であり，パ が ^^«"({タ})に等しいと 

とはただちに知られる0 

したがって{於-べ { タ は X の開被覆 

となる力*、，义はコンバクトであるから，それほ 

有 限 部 分 被 覆 パ） をも'^。

1V)(382')
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'■Fは連続。 またぐ

定理 8 の場合と同様に

ひズ̂ 0 = « (ズ，X\<p~^ayt]：>) (/ニ 1 ,2,

€)

& (め = § ^ 1 ひ' = 1 , 2, …"‘，め 

と定めれば

A (め

で定義される写後/ :  X-  

の定義から

び(も A：0 < 5 ；C i< 5 < -^
一  2

タズ) ニS^(/?ciO O )cKZ?ゆ ) ) ci?‘,2 [ K ズ0 ]  
0  ̂o(.r) C  B , /zC^CxO] n cojo(X)

を満たす-t ' e X と<5>0とが存在する。ン(が) 

は凸であるから, B ,/2i>o')] n CO <piX yもtill 

したかつて/ の定義から ,すべてのズにつ  

いて

/ ( ^ ) 6 & / 2 [ > o ' ) ] n c o K ^)。

また

f i x ) ' ) ,  GQcp)')

さK (も / C O ) , (ガ, ./ O O ) )  +  ル( o ' , y  

0 0 ) ，G( (̂p)').

多価写像の連続性

さ|0((ズ, / (ズ) ) , （ガ，/ (ズ) ：0 + タ( (ガ，

/ 0 0 ) , ( ガ ，P (ズ' ) ) ) く -^+ _^ニ ’5。.
ゆえに ■

G (/)c5 .[G (^ )]^  (旣 了 ）

重要な注意 ip ： X 一め]がが優半速続の場合 

は， が閉 . 凸値であって'も，必ずしも連続選 

択子は存在しない。

例 1 ] とし，

 ̂0 if 0 さズ < 1
[0, リ if *<p (ダ）=

"2  

if
とすれば， やは傻半連続で閉，凸値の多価写像であ 

るが，明らかに0 の連続選択子は存在しなi^,
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