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コンパクト集合族の位相に関する覚え書

丸 山 徹

i x , p ) を蹈離空間とし，X におけるすぺて 

の非空，閉部分集合の族を^ A と書き，ますこす 

ベての非空. コンパクト部分集合の族をOlomp 

Aマ書くことにしよう。J f x やor««ツX に属す 

る元の間に自然な方法でなんらかの蹈離を定め 

ることができるならば集合の遠近"あるいは 

"集合の収束"を表現するに際して甚だ好都合 

であろう。

実際，多細写像の理論や最近の均衡分析 

(Hildenbrand〔7〕）の研究途上において，しぱ 

しばそのような概念の必要に迫ら;Kるのだが， 

われわれにとって必要な事柄をまとめて述べた 

書物ははとんどないのが現状である。本稿はそ 

のような不使を除くために用意された覚え書で 

‘ある。 .' ..

1 . Hausdorfif の蹈離

んムを跟離空間び,/>)の亦空部分集合と 

するとき，まずマ04* B ) なる実数を

V C A  B ) = s u p  p i x ,  B )  ( 1 )

ここでもちろん ，

p i x ,  B ^  =  \nt p i x ,  y').

と定義する。次に•この5?を基碟として 

H A ,  B ：) = Max{r^CA, B X  VCB, 1̂)} (2)

と定義すれぱ，/りよふたつの非空部分集合の間 

で定義される実数値（《>も許して）の函数であるる 

このh をA とB との揚りを表わす指標とみな 

して,これをH ausdorffの 懸 隔 （Hausdorff 

distance)と呼ぶ。’

1 として線形ノルム空間3€を採用する場合に 

は,’同一のことを別の形で表現するととも力き 

る◊ すなわち*5を の （原点を中心とする）閉単 

位球とすれば，

み(ん B) ( 2り

= hif{ス̂ and 5 + ぷS つパ}，

と書ぃても同じことである。

Hausdorffの懸隔については，跟離によく似 

た次のような性質が容易に証明される。

1* hCA, B ) ^ 0

み(ん B) = 0  ン A  ニ ■S

2。 /i(A, B')^h(B, A)

3， h(A, m  +  K B ,  C )さ h(A, C)

r ,  2*は殆ど自明であるから，3^だけを確認してお 

こう。

H A ,めまナこは(B, C ) が0Oの場合は自明であ 

るから, A (ん 5) <00かつ/i( A  C) <odと仮定し*t

) 本稿の内容に関してはとりわけ，Castaing-Valaclier〔2 〕，Chepter D. D ebfeu〔4〕，M ichael〔12；]を参照し
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よい。ズcA, € > 0とすると，もの定義から次のよう 

にタfi?, Z « c を逃ぶことができる。

り(文，B)+h{B, C)
さP(ズ，>0-®+ 7(タ，C)
~̂ P{X, >0+(»(タ，2>-2e 

さ/)(ズ，z)~2t 

ミゥ(ズ，C) —2so
ここで®は任意であったから,
り(A：, C)^7(ズ，B、+h(Jh C)

. . . り(ん C)'h(A, B) + h(B, C) ( 3 )

上記の推論中，ぷとCを入れかえて 

り(C, A)^h(A, B)+h(B, C) ( 4 )

( 3 ), ( 4 ) により 

h(A, C)^h(A, B) + h(B, C)。 (以上） 

そこでH a u sd o rffの懸隔を，ズの# 空 •閉部 

分集合の上に限定して考えることにすれぱ，上 

記のr に見られる如き" ,Z(yl, B) = 0 であって 

もパ= i ? とは服らない" とい う "揺れ"はなく 

なって，（溯X , / I ) は距離座間になる。そして 

こ.の場合の/:?を H a u s d o r f fの距離 （Hausdorff 

m e t r ic )と呼ぶのである。

ただし，A.'j5 f ⑨に对して，h(_A, jB) = oo 

とな;̂ 場合も拔;除できないことに注意しておか 

ねばならない。

例 A'ニK*とし， yl = {(ズ，0)1 ズ f]R},i5 = {(0パ）

Iズf R }とすれば，明ら'かにみ（ん B) = oô
さらにんの動く範囲をずっと狭くして， 

それらがいずれもコンパクト集合の場合に限定 

するならぱ， ’ .

Af D e dum p X h(̂ Af S') <oo 

であるから， ズ，み）は使いなれた普通. 

の距離空間となるのである。

以下，われわれの主たる関心はこの 

/ 0 に向けられるであろう。

まずほじめに（の**m}j义，；0 の位相の準基底, 

ならびに各元の基本近傍系を具体的に確認しで

おくことにしたい。

定理1 {り（01ねm p ズ，/ 0 の位相は，次のよ 

b な形式の集合め族によって生成されろ。

X\KC.U) \ t/ は開集合 

{/(cOUm|jX|/(nVネ0} ： 1̂ :3：開集合 

00 /(of近ね《ザX の基本近傍系は，’だ0を含み

{ K e < S ，B m y X \ K c . U J i ( ^ V i - f ^ 0  ； i  ニ1, 2 ,

ひ，V i ニ 1,2, ‘..，‘，，《)は開

集合 (5)

なる形式の集合族である。

• 証明） 三段に分ってHE明する。

r 開集合ひに対して，

は の 開 集 合 や あ る と と の IE明6 

./ぐが⑩Ottipx, Koこひとする。/ (0のコンバク

ト性により，

£ ニ inf レO , タ y € X \ U ) > 0  ̂

するとこのe〉0 に対しては 

h(_K, Ko)<e, K e  <&mn^X 

=>??(/(, Ko)<e

したがらて所望の帰結を得る。

2 ° 開集合F に対して，{ / ( ご0Im n p X |/(n 7  

キ0 、ほ の 開 集 合 で あ る と と の 証 明 。

/(of QlonipX, /Conダキ0 とする。するとめ) 

/(Q flFと《> 0 を適当に選び，仏 （ズo)〔F とす 

るこ；̂.ができる。するとこの《> 0 に対しては， 

h(Jif ./(o).<e, Ke CtttnupX 

= > / (  n  B ‘ (a：o)

：= ^ K  fiF # 0 o

3。 定理の主張の証明。

Ko f ①tfmpXとし，e > 0を任意に与える。こ 

のとき⑧* ズにおける/(0の 近 傍

SS(360)
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^ . (/̂ ô) = [K  e (ffoiujiXl h(Jif ./Co) くfi}

が必ず（5 ) の形の集合を含むことを示せぱ(ii) 

の主張が得られる。そこで 

(7 = {Aff _XV(も/(0) くs}
とし，またFu F s ,……，F „ は/(0を被覆す 

る半径を/2 の開球としよう。そうすると， 

K(z U = ^ 7}Q<：, / Q < s  (6)

は明らかであり，さらに 

KC\Vii=^0 ( /  = 1, 2 , ….，‘，n) ' . .

ニニキジ(/(6, iO C fi ( 7 )

も 成 り 立 つ 。 実 際 ，3?(/(0,/Oさ £ と す れ ば ，ぺダ , 

/ 0 き e と な る 点 :St e K o が 存 在 し な け れ ぱ な ら  

な い 。 { y < }は め ) の 被 覆 で あ る か ら , あ る /(ニ

1 ,2 , ...... , « ) についてズt- V iである力’、, Vi
は-半径£/2の開球ゆえ，りO v / O さeから，KCi 

=  矛盾。 ■

( 6 ) ,  ( 7 ) に より

{/(eoro«;p'Y|/(cf/, / ( n F ‘̂0 ; ^ = l , 2, 

 ’

が示されたのである。，

(i)は以上の結果からただもに了解される。

. ' (誕了）

2. (X ,め と （OlmttpX,み）の関係

定理2 {Fn}を义における非空，閉集合の 

列とし， の非空•閉集合F に対して 

h(F^, F)->0 as «->oo

とすれば，

u F机= n  u n JS.XFrrO«=1 ŵH < >0 »«1 m̂n

証明）第一の等式の証明。

///ニ。 D f'サ

とおぐ。任 意 の 0 と《 f N に対して，十分に

大 き な を と れ ぱ ，仮定によ（i 

ゐ( / V のくe。

ゆえに，すべてのズe Fに対して 

pĈ f F*m) <  £<>

したがって適当に-を選べぱ

|0(ズ，Xm)<2s

とすることができる6 ゆえに, すべてのW f N  

{̂こっぃて

•t € U Fm 

したがってF 〔Fシ 

逆にズ6 F/を考える。そこでみ（F„, F U  

{ X ))->0 (as W—>oo)を示せ'ぱ，ア’〔'ド.が証 

明できたことにな'る。ま ず F}->Q (as 

«->oo) から

FU { })->0 as ?«->oo。 ( 1 )  

次に， '

り(FU {;»; }, Fn)=M ax [rKF，K ) ,  K ズ， 

^n) as tl->oo 
を示すのであるが，そのためには 

rfCx, Fn)->0 as «->oo 

を示せぱ十分である。0?(F, Fn)-^0 as «-voo 

だから！）さ て { F „ }は C au ch y列であるか 

ら，£ > 0に対して十分に大きなWoをとれば，

ゐ（F„, < 5 .for..all n, m^tto

とす.ることができる。A：eF/であるから，適当 

にw さ"0を選んで ’

で0/ Frn)<e 

とすることができる。し た が っ て に 对  

しては

VOc, Frd^rj^Xi Fm)+HP'm, F„)<2e^ 

ゆえに

)?(/^U i  x } f  F n)-^0  as M->6o ( 2 )

CO, ( 2 ) からゐ（へ ;/'’リレ })->0 (as n->
oo、

89(361)
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第二の等式の証明。

/?" ニ n U n BXP'm)
とおく。まず .r e F とすると，PいC，P«)->0 

(as n-^co)であるから, ダ び は 明 ら 力 、6 

ゅえにF c F び。

逆にA：e F " とすれぱ，任意の《> 0 に対して，

ク0 , F m ^ < s  for all.w.さ《

なる" が存在する。したがって. ■

j?(FU { A；} , F„) =  Max{i7(F, Fn), pix, F„>}

->0 as "->00。

またりび《, /^U{-t}) ->OXas w-> 00) は g 

明である。ゆ免に 

h C F n , F U  [ x  }) -> 0 as 7^■►oo。

.，， F U { x ) = F ^  -

‘，. F'びこ FV  (証了）

ズfc+l f P'«jt+i, fiC^kf ■̂ A+0

とするのである6 このようにして作られた{めfe} 

は明らかにCauchy列であり，X の完備性から， 

レ*}の極限ズfズが存在する。 この^^にっい 

て， L

X € n

定理3 ズが完備組離空間であれば，（■!ズ， 

/ 0 も完備で‘る◊

証明） { / M をずX の Cauchy列とする。 

r  F ミ n i n v  9^0なることの証明 

e > 0 を任意に与える。{ F „ }は Cauchy列で 

あるから，すべてのたニ0 , 1 , 2 , ……に対し 

て，

. h(F„y Fm)くを for all ", w ’gWit .

なるWfc e N が存在する。ここで一^般性を失う

ことなく， めfc+i (fc =  0 , 1 , 2 , .......) とし

てよい0

そこでズOf を任意にとり, 以 下 {ダfc} を

帰納法によって次の如く構成する。すなわちズ0,

Xu ATた力》

Xic F th * ^ f X o ^ r  (デニ 1，2 , ....... ,

k)
となるように選ばれたとき, Xk+iを

U 0

2。 hCF, F„) —>0なることの誕明。 

r で得られた-Vについては，iO(め)，x')<2s 

が成り立つのであるから，すべての《き《0， y 
€ F nについて

pCy, x ')<2€
を満たすズe F が存在するo ゆえに 

り(Fの，F ) < 2& for 

次にs > 0に対して 

h Q F n t  F m ) < S  for all n ,  m ^ N  

となるようにがを選ぶ。X€ F とすれぱ，

)1C

X € U Fm .«

すると

K x , y')<e
を満足する:y eれ 0, ミが存在する。各仇

さ/V■に対して

，b ~^pQXy F  +  hC.F'ftQf /^to)<2s。

ゆえに

5?(F, Frrd<2e for N  (2)

( 1 ) , ( 2 )から

h { F t  F „ )-> 0 as «->oo。

(証了）

定理4 ふたうの® 離空間（X ，ダ)と（OTmup 

X, It)の間には次の関係が成り立つ。

《り （X, P ) が完備ならぱ（01*»«ツあみ）も 

完備である。 ■

(ii) ( X ,め がコンパクトならぱ

90(502)
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め もコンパクトである。

脚 C X , め が可分ならぱ（Olmn p X ,み）も

可分である。 .

証明）(i){/("}を み ）の Cauchy 

列とする◊ 定 理 3 により， h(Ji, /(„)— 0 

(as «->oo)なるの閉部分集合/(が存在する 

ことは旣にわかっているから，この/(がコンバ 

クトであることを示せばよい。さらに•lA：は仮定 

によって完備であるから，/(が全有界であるこ 

とを示せぱ十分である。

そこで《> 0 を任意に与えると，h(JC, Krd 

->0 (as « -> o o )により,

み(/(, <  ±

なる力が存在する。この/(Pはコンバクトであ 

るから，それは半径$/2の有限個の開球J3../2 

O i ) ,仏 '20 2), ••••••, B,fzCXn) によって彼

覆される。すると，これらの球と中心は同じで 

半径を2 倍とした開球族05.(ズ0 U = 1 , 2 . …, 

" } は/(の彼覆となる。よって/(は全有界であ 

ることが判明した。

(ii) CX, p ) がコンパクトであれぱ，（りによ 

り， （QlximpZ,め は完備である。したがって， 

OlmujiXの全有界性を示せぱよろしかろう。X  

は全有界であるから，e > 0に対してズ1,;»；2,-  

…， を適当に選び，

.ズ 〔 U B ‘ ( - W  

とすることができる。

そこで、/(  f o r に対して

/ = {イ \BXxDnK 0̂ }

とおけぱ，も ち ろ ん / ズ で し か も  

H K ,  K O < e o

{ダ1 , ズ2, .........，ズ《}のすベての部分集合の族

■は有限であるから，ルズは全有界である 6

(«') を义における可算稱密部分巢

合とする。そして£>わ非空有服部分錫合の族を 

/ としよう6  / は明らかに•可算集合であるQ 

以下ゾがoimnp；むこおいて調密なることを示そ

ジ。..

のの各点を中心として, / (eOIomjjズと共通部 

分を有する半径 f i> 0の開球の全保は/(の開披 

覆を成す。/ ( はコンパクトであるから，それほ 

有限部分被覆を有する。そこで有限部分被覆を 

形成する開球の中心の集合を/ としよう。する 

ともちろんゾ€ ゾ 。

任 意 の ダ に 対 し て ，5 «(タ)(1 /ぐキ0 であ 

るから，まず . -

3?0, /Q < e -  / .  vC f ,  K ) < 6 o ( 1 )

次にズf / (に対して, ズf 仏 O O なるツe / が存 

在するから

り（ズ， / ) < e  / . り(/( , / )< € o  ( 2 )

. (1)，②を併せて, K J , ぬ く So 

(証了）

3 . 線形ノルム座間のコンパクト凸集合族

以下の譲論において，（̂ ^,1，11) を線形ノル 

ム空間とする◊

上には所謂べクトル演算が定義されている 

のであるから， 般め距離空間では定義のでき 

ないさまざまな概念を導入することが可能であ 

る0 £ こではその中でまず,集合の凸性という 

概念を定義しておこう。

定義の祭意のニ点ズ，ツに対して 

/ズ+  (1 - t e [ 0 , 1 ]

91(5 び 5)
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.をズとタとの凸結合（convex combination) 

という◊

3^の非空部分集合C の任意のニ点の凸結合が 

C に含まれるとき， C は凸（comrex) である 

という。またにおける凸部分集合の全体を 

aTxmtoJeと書く。

すなわちじが^^集合であるとは，その任意の 

ニ点を結ぶ線分が，すっかりC の中に含まれる 

ととを意味する。，

以下， の部分集合A, 5 について

■/1 +  Z?ニ{jt + タI；!； e y e B)

びA ニ {(to:レ e vl} ; « f R  .

などと書くことにする。’

00 A € d*Jttki3€, a € e Contt3€

(iii) . yl'f Cldttね3 € = ^ %  e (ilxmtaれ

証明）（り，Gi)はきわめて容易であるから各 

自試みよ。ここでは脚のみを示しておく。

写像 0:3€x3ex[O,1]一~>3̂ を

(p ； (Xy y , り!—— >が + (1— りタ

‘般にM e  3Cが凸であるためにと定義すれば，

は，

^ K M x M x [0 ,1 ] ) c M  

の成り立つことが必要十分である。A は凸であ 

るから，

<l>(iAX A X [0,l])Cy4o .

また0 は速統であり，y4xv4x[0, 了] ニスX 

スx [ 0 , 1〕であるから，

^ ( A x A x C O ,1 ] ) ^ (j)C ^ A x[Q , I ])

c.<piAxAx\jd, l〕）d '

したがってスは凸である。 (証了）

*) Dunford-Schwartz〔3) pp. 414-415,

定義の非空部分集合バに対して，A を舍 

む最小の凸集合をパの凸 包 （Convex hull) と呼 

んでCO/Tと書く。 .

ますこA を 含む最小の閉凸集合をぶの閉凸包 

(closed convex hull)と呼ん：で coA 'と書く。

C0パはパを含むすべての(2j集合の共通部分 

に參し < , ま た は A を舍むすべての閉凸集 

合の共適部分に等しい。

定理6 (G, + ) を位相加群とし，F ほ C? 

の閉集合, / O tコンバクトとすれば，F +/(は

閉集合である。

証明）ズ6 î  +  iTとし，ズの各近傍びに对レ

.定理'5 {\)A, J0 e ®jontt3C==>^ +  Z? f QlmtSi て，

K u ^ K C K U —F )

とする。ズ + であるから，Kjjキ0 。また 

ズの近傍び1,び2について 

UiC.Uz=^^Ku\ ^Kuo
も自明である。したがって{/(びIびは:Vの近傍} 

は有限交叉性をもつ。K がコンパクトであるか 

ら，

f \ K a ^ 0 o

ただし共通部分はズのすぺての近傍について 

とるのである。そこでゐ。ンn l ^ としよう0 V  

を単位元8の任意の近傍とすれぱ

(ゲ+ fco) n .(F .+ズーF) =5^0 ..

.*. V 一V +fcon (a；一jp )ナ0  ( .1 )

ところで単位元の任意の近傍びに対して，ドー 

yet/なる単位元の近傍力♦、存在するから，(1) 

により，fcoの任意の近傍がズー/'1と交わること 

になる。7"'’は閉であるから— F も閉であり， 

hfzが、ってぉ € X —F a ゆえに
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f /^ + ん'0 C /^+ /((

(誕了〉

定理7 A, B c d i ,びeESとする。

(i) coA ニ {/ズ+ (1— り y € A )  t € [0,

1])

(ii) CO (び t4) ニび co>(4

CO 0 4 +ゆ = C(x4+ cojS

(iii) K  € <£ttimp3C=>co/<r c

(iv) coA ニ coyl

(v) co(«/4)= び coyl

(vi) co^e <JIotttpK==^co(v4 +  i?)=cOi4 +  ̂  

B  、

証明） （i), (ii)は各自試みよ。

(iii)定理5 の場合と同様，写％中：5€X3CX 

[0,1〕->3€を

中 : (ズ，y i りI >•/乂+ (1— りタ

と定義する。{iiにより，

co/(ニ.が/ぐ）■

である。したがつてco/( はコンバクト集合/<■ 

の連続写像による像であることが半!j明した。 

ゆえにco/1：はコンパクトである。

(iv) は閉集合で，しかもC0ィを含むか 

ら，coA:dcoん 定 理 5からC0バは[12}で，しか 

もバを含む。し た が っ て ん ゆ え に お  

A ニ COん

(v) (i), {iv)による 0

co04 + ゆ c^/l+coZ?。

さて，t- + タは連続であるから, 任意のM,, M2 
について 

ル?"1 +  M  2 C  Ml +  il /a。

ゆえに{りとftかこより

CO 0 4 + ゆ  ニ 5ov4 +  c o B  つ +coi?

- (証了）

シとする場合には次のような興味深く， 

しかも応用の広い定理が得られる。

定理8 (Caratheodory) •/!を]の任意の部 

分集合とする。この.とき，任意の Jt e c o A は /1 

の / + 1 個の点の凸結合としてまわすことがで 

きる0
*

IE明） ズe c o A とすれぱ，

ズ0 , ズ1 , .......，. Xic €v4 > 0(,, Oif ，" ..‘, Ofc €
CO,1]

を適当に選び，

X =^^OjXji — l

とすることができる。ここで一般性を失うこと 

なく，次のように仮定してよいであろう。

(1) f f j> 0  for a l l y 。

(2) k はそのような表現が可能な最小の自然 

数である。

いま仮にた> " と仮定してみる。するとん個 

のベクトル

ズ 0 ーズ A;，Xi—Xkt .......，Xk~i — Xic
は一*次従属とならねぱならず，したがって

(vi) (i)および定理6 力、ら，coA +  coi?は 凸 かを 満た す 0#(«o, c t i , びたー1) e R *が存在 

つ閉である。したがって する。そこで

W arg a〔16〕p p .139—140に従う。本質的にKrehi-Milmanの定理によ、る別註については丸山〔11〕P .115を 
見よ，

一'— • 9 3 ^ 5 ^ 5 ) -------------
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« jtニー 2J め

とおくならぱ 

E  ccjXj^O

S めニ0

« s ( « 0 ) び1 , ....... , otk) =3̂ 0

したがって, すべての/ € K に対して

k k
ズニ3  みズ/ =  3  (Oj-\'toij')Xi

h  (の+ 'め) = 1

すべてのメ = 1 , 2,  ......... , についてみ > 0 であ

り，またある レ {1,2, ......... , k ) についてめ

< 0 でなけれぱならないから，

/3ョ8111)けさ0 |びプ +  »̂_/さ0 for all メ =  0,

1 , " ‘…， f c } < c o

6j +  ̂ aj^0 for all メ e { 0 , 1 ,... , 'A:}

も+ 1®び《==0 for some i e {0, 1, ...... , fc}。

かくして

ズ ニ! ]  ( .O j+ P o c j')x j

は■/!のA;個の点から成る凸結合で，しかもその 

係数の中に0が混入する。これは当初のもに関 

する仮定に矛盾であろう。 （誕了）

ここで3eのすベての非空‘コンバクト，凸集合 

の族⑧Jtmtjj Olxmね3CにHausdorffの距離h を定 

めて得られる距離空間（Olmtザ <ttmni3e)の簡単 

な性質をいくつか述べヤおくことにした、て

題1 >1,/ V C を3eの部分集合とし，とくに 

は閉かつ凸で，C は有界とする。このとき，

A.-VCC.DC -■■ y A c B

証明） まず《 cパを任意に選ぶ。任 意 の (

C について ,

Q-\-Ci € A~\-CaB-\-C

であるから，

3 lhe B ,3 C2 € C such that a + Gi=6i+C2 

同様にして，

3 l?z€ B, € Csc C such that « + C2ニみ2 + <?3o 

一般に，

ほ+ Cjfc ニみ Jt + Cjt+I

が成り立づように{みfc}, {Ck+i)をそれぞれi3 

およびC の中から選ぶことができる。すると，'

S  (な+ .<̂fc) =Zj

i. e. na + Y/Ck~Jl />a+I]c*
A -1 A =1 ft « 2

であるから，

« =\^bk-\-^Cn^X 0

S は凸集合であるから，

Zn 三 bke B 。

仮定によりc は有界であるから，

5_Hm各(7„_h ニ0, s-U m ^C i=O o

ゆえに，

は閉集合であるから， 

a e (証了）

次の命題は補題1 よりただちに知られるが, 

コンバクト凸集合族の"ぺクトル化"を行なう 

隙に重要な意味をもつので定理として述ぺてお 

く。（丸山〔11〕を参照。）からただちに， ，

定理9 ん i?を, の閉凸部分巢合，C を有 

界部分藥合とすれぱ，

0 以下の議論は丸山〔U〕とffi複するが, ごの研究ノートを使いやすくするために，あえて？?錄しておく, 
■ 0  RAdstrdm〔14)
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A-\-C = B-{-C --：--••-•> A —B 
重要な注 意 定 理 9 に述べた簡 約 法則は 

armttoije上では成り立たない。たとえば，図i

< 図1 >

を見よ。5e==R2 とし，A をその第1 象限， B 
をそれよりもやや広い凸雜，Cを第3 象限とす 

れぱ，

A  が，C f <irmtiit3€。

また明らかに

y4 + じ= -トC ニ其

であるが，A丰B。つまり簡約法則が成り立た 

ないのである。

定理10 3€のすベての非空.コンパクト部分

集合から成る族^̂ »1«ド^̂ 上に，U，Iにもとづく 

Hausdorffのg巨離みが与えられている。

り 任 意 の ん S  € (Emup 3 € ,任意のびさ0 に

ついて，

ノ'(《ん  aB ') = ah(_A, B \  

i D 任意の"̂ 1，Az, Bu *̂ 2 f ®力《ip，乂につい 

て，

h ^h(^Aif B{) +  h
iA i,  BOo

i i i ) り.およびれ :J：，(Hamp X dtnttjj

Olxmね3̂ 上で凸である。

iv) 任意の■/!, D e CJump dnmtrX および 

任意のC € d « m p j cについて，

h X A ,ゅ ニ/'(A+C, i?+C)。

v ) 任意のバ，B  6 (Ejdinji について， 

hQcoA, coZ?)-さみO l , B)

HE明）i ) での定義によって，

VCA  のニsup inf I x - y  I

V(aA, a^) =  siip inf | a x — ay |
xtA yeS

= a sup inf I — 2/ I
X tA y e B 

. * . り(びA  aB^=ar}(^A, B)
ii) Xy e A\i Xi € A2i yt e Bi, y% e B 2, を

任意にとると，

|j .(ズ1+ズ2)-（グ1 + タ2)1 

さ I ズ1ータ1 I .+ [|.，で2 ータ 2 II 

...り(ズJ +  ル +  ル）さりOi,パi) +  J?02,パ2)(

これから容易に所望の帰結を得る。

iii) 0, iりより明らか。

iv) S を5Cの閉単位球とし，次の四つの関 

係を考える。ここで;?さ0:

(1) A+XSz)B (2) 5  + ；i5つパ

(3) A+C+/?ねが + C

(4) B + C  + kS z^A -i-C ,

めの定義から， ,

K A ,  i?) =  inf{/?^0|(l)fcよび(2)が成り立つ} 

hCA + C, i5 +  C) =  inf{>?sO|(3)および(4)が 

成り立つ}。

ところで，（1)(2) (3)(4)であるから，

み 04, S )ま A + C ,  B + C X  

逆に，補題1により, （3)(4) ニ=> (IX2)ゆえ，

hCAy B)^h(：A  + C, B + C \

) m およびV )の証明はP rice〔13：)に饭シ

% (3 6 7 )

职お'癒3：ダ/ ほ?ポ職球*^をぱ
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v ) 任意の-r e /4について， .

.りO’，coB}さ yiA, coB) ◊ 
iU )によって，V(.X, coB )、は3̂ 上で .Tの凸函 

数であるから，任意の-t€C 0i4についても， 

f}ix, coJ3)さり04, COめ 。

. . . り(co/1, coi?) ^ 57(^1, co/^)o 

また，j5cicoi?ゆえ，

j?(ん COゆ お 04, B)

. . . ’ r } ( c o A i COめさ.)7し4 , B )

同様にして

り(cojB, coA)さマ(jB, A),

：< hicoAi Q.oE)^hiAy B) (|E了）

定理1 1 が完備（すなわちBanach '空間） 

であれば，（⑩t»«ip d o ju iiK ,み）は完備である。 

誰明） |/1„}を⑩ぉ《ド の C auchy'列

とする。定理4 により，3^が完備ならぱ⑧mnjj 

乂も完備となるから，

ヨ/I f Oltnujj关 such that h(Ani /1)~>0

as  n — oo。

そこでバが凸であることを示せぱよろしい。ま 

ずすぺての" について，

h  (CO ん  A )  ^  h (CO ん  /In) +  h (/In , / l )  a

は凸集合であるから，定理10のV ) より， 

h (c o  Ay i4„) <  / ? ( / ! ,ん )。

ゆえに, すべての"について 

h (CO ん A ) S 2 h  (A, /In)

よって）

k(co A, A) = 0 

すなわち，

C Oパニん . (証了）
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