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回帰分析の性格

佐 藤 保

( ~ 0

計量分折で最もよく使われる方法は単純多元線型回 

倚の方法である。：その形は 

.(1) Y  =  ao-\- U iX i  -i' «2-<^2+ »***•• -{ -apXp 

である。全体がこの形で通されるととはなくても全体 

のI t算の途中であらわれることもしぱしぱある。同時 

方程式体系の認導型としてあらわれることもあるし，

非線型の構造方程式体系の途中であらわれることもあ- 

る。 しか.し最初からこの形で通す.ことも多い。筆者は 

先に種々の測定法の比較を試みたととがあるが，若干 

の統きを述べるということで，多元回帰(p性質にふれ 

' ておきたい0 .， .

ややそれるが,計量経済学による分析という点につ 

いては二つの面があると考えられる。— :>はその理論 

的側面といわれるものであって，主として計量分析に 

使われるモデルの数理統計学性質及びその開発といっ 

たもので，多<:の計量経済学何々といった書物ではそ 

の大部分の買はこのこと0 ためについやされていると 

いづていい。数理的発展は論理的発展といってもよく， 

つみ重ねであるから近年益々発展されて高度な（とい 

う意味は主として高度な数学を使う，あるいはその数学的証 

明がなされるとい,うことであろう）ものとなってきている 

従って，そのような数学的知識のない者にとっては， 

その過程は理解しがたいものになるけれども，応用を 

主として考える者にとってはその結果について利用で 

きれぱよいということになる。もう一つの面は実際の 

資料を使って計算を行うという面である力この段階 

となると比較的簡単な方法が用いられる。種々の測定 

法の比較について言われることであるが,複雑な方法 

を使 b 利点というのは，データーの中に含まれている

情報量をより多く使っているというととであろう。簡 

単な方法はどそれを使ぅていないといえるが，見方を 

変えれぱ簡単な方法はどそこから得られる結論という 

力、, その論述に対して異論が含まれる余地は少なく， 

複雑な方法はど異論をはさむ余地が大きくなるといえ 

る。自然現象では複雑なというか，より精巧な装置が 

できるどいままで不明瞭であったものが明瞭に誰にで 

もわかることがあるが，計量分析では裝置が複雑にな 

るとそれだけ多くの仮定が入ってくるので, すべての 

人をなっとくさせることはそれだけ困難になるといっ 

てもよい。単純多元回帰による最小自乗法が最も良く 

使われる理由がそこにもあるといってよいであろう。

統計分析の目的は，あるモデルを想定してその母集 

団からの標本が手元にあるものと考え，その標本力’、ら 

母集団のバラメーター，母数を推定することにある。

をしてその推定値が真の母数を推定する上で安定的で 

あることが望ましい。普通はこれは推定値の標準誤差 

で計られる。標準誤差が有効であるためには推定量の 

分布がわかっていなけれぱならないが，もし推定量の 

分ホが母数を含まず，標本統計量のみからなり，分布 

の 形 （簿度函数）が正確にわかれぱ， 正確な信頼区間 

が計測できるわけで最も望ましいことになる。填純な 

多元回帰が用いられる第二の大きな理由がここにある。 

とのような理由で単純多元回帰が多く使われ,それに 

はそれで人をなっとくさせる理由があるが，実際上に 

は更に制約が加わる。一般的に経済変量r の動きは，

(2) y  ~  CliX

+  " p X  p +  u

で示されるが，抽象的には/»個の独立変数によづズ示 

されるといってそれで終りとなるが，寒際的にはこれ 

をいくつかにきをなけれぱならないレ残差項i tの存在 

については普通次のように説明される。従厲変数

7 5 0 ? イ  7 )



r三旧学会雑誌j 72卷3号（I979年6月：)

例えぱ消費ま出として，それにポ響をあたえると思わ 

れる要罔は抽象的には非-常に多く考えられる。実際上 

はそれらの資料があるかどうかが問題でその面からチ 

ダクされる力♦、，，それ等がそろったとして，数十の要 

因が考えられたとしても，それ等の要因（考えられるす: 

ベての要因）を投入したとしても，それで完全にその動 

きをとらえられるわけではない（§由度は充分にあるも 

のとする)。キの動きま体（人間の行動自体に）確率的耍 

素があり，それ故に残差項は残るものと考えられてい 

る。実際上はすべての要因を導入することはできない 

と考えられるので，両方の耍因から残差項が残ると考 

えられるが，力個の要因といっても，たとえg 由度が 

あったとしても事実上数十の要因を投入することはで 

きない。普通何々モデルと呼ぱれるもりでも-^つの方 

程式の中に含まれてる変数の数は5 ,. 6 個というもの 

であろう。元来(2〉式を母集団の関係として考えれ ぱ̂， 

われわれの手元にある方程式はその推定式である。従 

って母柴団において10個の要因を明確に考えるととが 

できるとすれぱ, 標'本式についてもポ案は10個の耍因 

を導入すべきであるが，これを5 個にしてしまえぱ， 

はじめから想定誤墓 (specification e r r o r )を犯すとい.' 

うこと ■なを。しかし元来(2)式を" があるという意味 

において近似式と考えれぱ,想定誤差があっても吏に 

近似式という意味と考えれぱ許容されるかもしれない。 

しかし逆に標本式で5 個の独立変数を導入したという 

ことは，母集団においてもその関係式であるとみなし 

ていをのだというととになるかもしれない。いずれに 

せよ，理論的にというか，想定上例えぱ8 個の独立恋 

数が考えられるとすれば，

，(3) '3̂  == ……+  ら ズ 8 + M，

が考えられ，これに对して母集団の係数を《でポせぱ 

(4) .K ニ《0 + び1_^1+ 、ん +  +  aTgズ8 + "

となって《« はびf の推定量となる。これがきまると次 

に実際の計算ということになるが，ここでとの計算結 

果がうまくいった, 成功したというのと，失敗したと 

いうのはどんな場合をさしていうのであろう力、。一般 

的には次のように言えよう。係数の d i についてほあ 

らかI：め何等かの想定があることが多い。第一は符号 

条件である。 +  ( プラス）.であるか一（マイナス）であ 

るか，言葉ををえていえば， グy ズi ……， ■とX i と 

の偏相関が，あらかじめ予定された符号通りになって 

いるかどうかということである。 第二は， ( H のい.く 

つかについてその範旧についての条件がある場合が 

ある。例えぱ《4については0 から 1 の脑Mにあるべき

という条件があれぱその範囲にないと困るということ 

である。との二つの条件がみたされなけれぱ，その計 

算は失敗したといってもよいであろう。ただし符号条 

件については:T とズf との1|1相関がプラスであっても， 

X と X i との偏相関は理離的にマイナスになると考 

えられる場合があることに注意しておかなけれぱなら 

ない。この二つの条件がみたされた接で次に問題にな 

るのは《iの標? 誤墓である。もちろんこれは小さいは 

ど望ましいわけであさが，一'̂ ：̂>は係数との相対的比較 

ヤあって，係数の大きさ自体はそれはど’問題でない 

から元来相対論であろう。その比狡は^ ひ分布〉の 

値として示され，それが有ぎであることが望ましい。 

有意水準は元来主観的なものであるが, 普通 5 % 水準 

をとることが多いから， ’5 % .水準で有意であることが 

望ましいことになる。もし有意でないと判定されれば， 

それは偏相関が有意でないのであるからグズy r ‘.が 

0 であるという仮説はすてられないことになり， X i  

を導入すべきであるという稱極的主張はうすらぐとい 

ってよいであろう。したがってすべてのについて， 

それが有意であることが（《。を除いて，め= 0 という仮 

説に対して）望ましいP そうであるとき成功であると 

考えられ,有意でないものがふえるにつれて失敗度が 

大きくなると考えられる0 しかし一つのについて  

有意でない場合,全体め式を失敗と考えるかどうかは 

分析者の利断にあるといってもよいであろう。それで 

は理論的には確かに関係があると思われろ，例えぱ》 

つの変数を導入したにもかかわらず（ということは母集 

団にお、てはこの関係があると考えられるにもかかわらず)， 

上記のような失敗が生じたとすれぱ，これは標本にお 

いて生じる問題かもしれない（しかし南宾上標本し力、ない 

のであるから，とれをさけて通るわけにはゆかないのである 

が)。それが多重共線性 .（multicolliiTiearity) 通常マル 

チコと呼ぱれる問題であも0 先にあげた成功の条件と 

して更に重相関係数が有意であること（例えぱ5 % 水準 

で)，があげられよう。 しかし経済变量をあつかう場 

合には，この条件ははとんどすぺてみたされていると 

いってもよいであろう。まれにみたされていない場合 

もある力’、，これがみたされなくては問題にならないと 

いってもよいであろう◊ もう- -度並記してしるすと，

1 . 重相関係数が有意であること（有意水準はすべて 

5%とする)0

2 . 係数の符号条件，範旧の条件をすべてみたして 

いること

3 . 係数がすべて有意である，こと（仮説0 に対して),

m 3 4 S )
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回帰分析の性格

すなわち偏相関係数がすべて有意であること。

係数の分散（標igi誤塞）は小さい方が望ましい（との 

表現仕方はあいまいであるが，感覚としてそういえるであ 

ろぅ)。

以上二つの条件力tすべてみたされていれぱ，'.問題は 

ないが，多くの場合は(1)と(2)の条件がみたされていれ 

ぱまず満足すぺきで,.《3)の条件についてはいくつかの 

德相関係数が有意でなくてもまず仕方がないとするで 

ぁろぅ。

いずれにせよ，，この条件を满足せしめないようにす 

る原因として々ルキコが考えられている（そめ他"の分

で自己相関がないこんダービンt? トツソ検定のことがあ 

るが実際にはあまり重要担されない)。

• (ニ）
. •

多重共線性を論ずる場合，どめような状態になった 

場合についてそういえるのか,そしてそうであると判 

定されたときはどうすれぱよいか,とれらの点を明確 

にしておかねぱならないのであるが（それ導?の点につ、 

て竹内啓氏が論じたことがあるが)，実際上はなかなか明 

確にするのは困難なのである。一*般に多重共線性で, 

完全な場合とそうでない場合とあり，完全な場合とは 

独立変数間に完全な一次関係がある場合をいう。兰変 

数の場合についていえぱ

(5) y  =  «0+  +  02^2+ M

において,

(6). ^ 1 =  X-i .

という関係がある場合をいう。この場合は明確であっ 

て，偏回帰係数は計算不觸f cなって二つの変数を分離 

することができない。係数の分散は無限大になってし 

まう。そのため実際上ケ3 を導入することはできない 

し，，"^1あるいは乂2をどちらか一つ導入することに•な 

る。この場合は明確なのであるが，次にX " ズ:間に完 

全な一次関係 (完全相関）はないけれども，非常に高い 

相関がある場合も通常マルチコがあるという。これ以 

後は不明確となって非常に高いとはいら/こいどの程度 

をい〉のか，ぱくぜんとしている。 何えぱ0 .9 5以上 

であるとか（これだけ̂では標本の大きさがfiu题であるから，

5 % で有意というのも一 つ の 規準となるかもしれない)，い

われるが，明確性を欠く《そしてなぜ独立変数間に 

高い相関があるといけないかといえぱ， ズ1の効果と 

义2の効果を分離することが困難になる。 その点から 

いえぱ，X i , ズ2が無相関であることが最も望ましい 

ことになるが，プ； ニ 0 であれぱ多先回帰0 係数は 

単純回帰と同じものになって多元回帰をする意味はな 

くなるといってもよい。鼓数を標準形にすれぱ,正規 

方程式はV■ニ1 , み = 2, とすれば,

W
ぴ1バS2 + び2グ33 = デ13

と書けるから

(7)

1̂2
デ13

デ23 
デ33

r%2 ド 28
^12-^13^^23 

1一ら突

ふ

グ23 =  0 とすれぱ

( 8 ) ニ〜

同様に

(9) ^ 2 —  y  13 

となるから標準形の単純回帰V■ニグ12ズ》 5̂ ニ

に学しいことになる。

従ってグ23=̂ 0:でなく,ても, むしろグ23=5̂ 0のときに多

元回帰を用いる意味があるといえるが，あまり，高くて

は ま ず い （とれについてはこれから述べるわけであるが)，

とすればどういうときに望ましくないかという規準の(2)
，一 つ と レてL . R. K le in力;示したものがある。それは

00 x i x  i^R^Yt  X i，ズ2, . ..，ズa
グ2ズび/ はニつの説明（独立) 変 数 と X j の単相開 

.係数，i?2は重相関係数である。説明変数間の相関が 

ffi相関よりも高いのはよくないであろうということは 

感覚的にわかるが，理論的にはよくわからない点があ 

ろう0 例はあとで示すが，実際のま料をあつかう場合 

はこのような場合は少ないであろう。しかし一つの規 

準として採用されるかもしれない。 ^
次に'P . E . F a r r a r とR. R . G lauber.によって示さ 

れたマルチコに対する ( カイ）ま乗検定がある。仮 

説としては標本における説明変数間には相関がない 

(グズびf ニ1 グ;rびプニ0 ) とする。変数を変換して，

X - X
y/li S x i

注（1 ) 竹内啓r多重共!^性についてj 『理論経済学j 1964, No. 2, p. 31.
( 2 )  L. R. Klein, Introduction to Econometrics, Prentice-Hall International, London, p‘ 6も 101.
( 3 )  D .'E . F a r ra r  and R. R. Glauber, M ulticollinearty  in Regressiojj Analysis. Rev. Econ, and S ta tist 

v o l .49,1967, p. 92-107.

—— 7 7 ( 5 4 9 )  • .
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Sâ _；はX の標， ( I塞とすると， の変動， 

行列は三変数の場合

共変動

' l i び 2

0 0 E X , X ,

S ^ 2 ^ 3 -

- 1
む 1 ガ 2 グ ズ 1 ズ 3 、

1 ^  X ^ X i

、 グ ズ 1 ぶ s む 2'も 1 '

で示される。説明変数間の相関がすべて0 の場合，行 

列式を考えれぱ

1 0  0 

(H 0 1 0
0 0 1

となり, 完全なマルチコの場合でグ;r びメヒ1 なら

となる。実擦はこの中間にあるわけであるが仮説のf  
で, G la n b erと F arrarは次の関係を示した。

/  .'標準化さ'
0^ か ニ 一 r " ■1— i-(2 /C + 5)D loge

がはぽ本から計算された値， n

れた行列 

式の値 

標本の大きさ,
説明変数の数，仮説の下でがは自由度，= = i/(  

( / ( 一 1 ) の X、〔カイ）自乗分布をする。 従ってこの値 

を計算して, 有意水準を定めておぱ，例免ぱ5 % と 

して，その値を越えれぱナ;rび / ニ0 (直交性の仮定）は 

棄却され，マルネコの危険性があると判断される。有 

意でなけれぱ直交性の仮定が棄却されないのでマルチ 

コはそれはどないと判断される。

第三の規準として, 説明変数が2 掘の場合はズ】と 

ズ2の相関が高けれぱ問題とされるが， 説明変数が3 
個以上の場合は個々のニ恋数間の相関が低くても，こ 

の 3 個の説明変数間の一次関係が高いことがありう 

る，D h ry m e sの箸書の中の例では， 独立変数問の和 

関行列として

' 1  0.4 0.4
0.4 1 一 0.68

、0.4 — 0.68 1

となった場合,その行列式を計算すると 

1 0.4 0,4
0?) 0.4 1 - 0 . 6 8

0.4 一  0 • 68 1

(1 一 0 .8 1 )—0 .9 (0 .9 —081) 
+  0 .9 fO. 8 1 -0 .9 )  ニ 0.028

ニ変'数間にあまり高'/、相関はな、、にもかかわらず，相 

関行列は実際上0 となりII•算不能になるわけで，マル 

チコが存;^するものと考えられる0 これに対して相関 

行列が

1 0.9 0 .9
0.9 1 0.9

, 0.9 0.9 1 ，

と各变数間に高い相関がある場合を計算すると 

1 0.9 0.9 
0.9 1 0.9
0.9 0.9 1

となって，X ,、X,, X 、の間には一*次関停はなく相間行 

列式も0 ではない。しかb  0 に近いとも言えるわけで, 
このへんは分析者の判断ということになろう。

そこで説明変数が3 個以上の場合，この説明变数間 

の重相関係数を計算して，それが有意でないことが望 

ましいことになる。G la u b e rとF a r r a rによって示さ 

れ た 式 で は 個 の 説 明 変 数 に 対 し て ズ 3-'* 

.，.ハ ，.ね2ズZ . 一*般 に だ ハ ， ズ

；Tjfe)をI十算して重相関に対する検定

^  P — 0^2ズいズ1も.，‘ パ f c - i )
ゅ"~ X , x , - x , ) / ( n - k )

n  :標本の大きさ 

f c ：説明恋数の数 

自由度グ1 = も一1 r * = ( M -ん•）のjP分布の表より例え 

ぱ 5% 水準で檢定する。有意ならマルチコが存在する 

とし，有意でなけれぱそういえないと判断する。

第 4 の規準として，ズiX プ間の偏相関を計算してそ 

の有意性を検定すろ。

X i X j  • • k

もし，

有意

1 - ( 0 .6 8 ) :  
-0 .8 (0 .6 7 2 ) = 0 .

• X i X i ' - x k

S 由 度 （《— た）の # 分布のまから検定を行「う《 

有意であれぱマルチコの危険性があタと判断し，

でなけれぱその危険性がないと判断する。 ’ 

.GlauberとFairarの例では 

■ ^  logy 二みo + M o g も +.ゐ2!Og义2 + ….

+  ^>7log^7 +  lo g «

船の推持費に関するもので"ニ 96 k ニマ 

变数全部では《で，結果は 

/?  ̂=  0.80 F - 5 6  自出度 7 と88

5%点の値に2.ぐらいであるからもちろん有意であ 

る。説明变数間のla相関は，

め R x t^ X iX s ' . . . . .JT7ニ0 ‘30 F X j= 6 .3

注（4 )  Phoebus J. Dhfymes Intrbductbry Econometrics Spfinger-Verlag New York Heidelbery Berlin, 
p. 191.
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回帰分析の性格

^ * X f  X iX 3 ' ' ' ' ' ' X j  — 0.57 

^2JTj* jriÂ j******X7 =  0s3O

R'Xi-XiXi '.みニ 0.76
R * X i - X i X i  x^ =  O.^Q

A ,̂Tj*'**--jt7 =  0.46

R*Xt^XiXi  Xj — 0.24

自由度6 ,8 7のF 分布の5 %点は2.2 2 ぐらいである 

からすぺて有意であるが， と り わ け と JT sが値が 

大きいのでズ4とズ5についてルチコの影響がある

F  ̂ 2 = 1 9 .9  

jP ^4= 47‘5

■P* ズ  5 = 4 7 . 1

F  _yg =  ：l2..7 

Jp'jr,=4.8

のではないかとしている。この辺にも問題があろう。 

係数とその標準誤差については

る1 . .もt. K  ' も‘ . bi Sf bj
^  0.34 0.40 - 0 .7 9  0.05 - 0 .0 3  0.11 - 0 .1 6  

S  ( b i ) (0 .03)(0 .08 )(6 .00 )(0 .10 )(0 .09 )(0 .04 )^ 0 .06 )  

ま由度88めか分♦ の 5%点ぼ 1 .99 ぐらいであるか 

らも‘ とらを除いていちぢるしく有意である。とめ点 

からみれぱまずまず©成功といってよいであろう。 

次に偏相関の計算をみると，

表 1

み も も

み
_i_»■.

み f  12• ニ l3 
(1.27)

^—

^i3*=0.21
(2.01) (2*60)

-----

X  ‘ î i4,ニ —0*35 
(-3 ,5 7 )

グ 24•ニ 0,34
H (3,44)

グ 84•ニ 0‘ 09 
(0.82)

— 一

み グ1いニ 一0,27
(1*27)

Y  2ft* ニ 一* 0 • 21
(-2 .0 3 )

?̂25•ニ 0,12
(1.15)

グ 45‘ニー 0*68
(一 8,77)

—

み r !ぃニ=0‘ 45 2̂6* =  0.08 
(0.78)

グ 35•ニ 一 0.35 
(-3 .5 1 )

ダ*16. ==0,31 
(3.13)

グ 5«，ニ 0 • 50 
(5.51)

み
(3-38)

^27*— —0*13 
(-1 .2 7 )

〜參ニ 0,06
(0,59)

ダれ•ニ 0,40
(4,06)

グ57•ニ •̂ •̂ ア 
(2.68)

X ,

V M，ニ 一0*26
ご一2.55)

( ) 内の値はifの値である。これをみると全部で21 
個の値があるが，そのうち14個が有意である。こめ边 

をどうみるかということであろう。ズ4 ともについて 

は乂4については6 個’中 5 個が有意，みについては 6 
摘中4 個が有意でX bについては全体の中で特に多い 

というわけではない。X ‘ とX sが偏相関の値として 

最も高く，有意度も高い。

以上の結果からみれぱ，X ‘ともについて最も間 

題があり，これについて再考されるべきであるとの考 

もでてくるであろう。

なおマルチコの第5 の規準として，これは’主として 

小標本の場合r ついていわれることであるが，標本の 

いくつか（数は少ない）を除いたり，つ け 加 え た り し 

た場合係数が大きく恋る場合はf 夢するに係数が不安 

定であるからマルチコが存在するという考え方もある， 

以上5 つの媒準をすべてみたすことははとんど考え 

られないから，むしろネの輕度と，程度をどう考える 

かという‘ことになろう0

2つの説明変数間に高い相関があるときの因が 

W a lte rsの箸書の中にある。

1511

， Y  ,

X,

' X 2

これをみれぱ平面をきめようとしズもきめにく くな

法（5 ) んんクォルターズ，神 郎 訳 ，r入門量経済学，上J 來洋経済新報社* P . 133.
-—— 7 9 (3 5 1 ) —
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ると說明されている。また义1ともを切りはなして勤 

かせることが困難になると説明されている，また 

が 0 .9 8から 0 .9 9に変化すると，偏回帰係数を示す式 

で他の事情にして等しい限り， その分母が0 .0 2から 

0.01になり，偏回帰係数の値は2 倍になってしまうか 

ら，ナノの値が大きい場合は推定値はかなり不安定に 

なると述べられているが，事実上分子も変化するので 

般的にはいえないように思われる。つまり不安定と 

いうのは係数の分散力•、大きくなるということであるが， 

これについて述べてゆこう。ニ変数の場合

^  y = び0+«1ズ+ «

とすれぱの分数は

.树 z i x - x y  

で/宁される。0 "，は母集団回帰における課差項《の分 

散である。三変数以上になると，

⑥ 1̂ ニ な0 + ズ1+ び 4■ら文J> + "
で

も - '
は他のX についてのズ1の间帰，すなわち 

树 ズ 1 ニみ 0 + &2'^2+み S'^S+‘ .**.. +  'ゐ P'ST梦+.リ 

ズ》に対する他のとの重但1#§における誤差のま動が 

分母になるということであ^。全部が三変数で考えれ 

ぱ

⑩  ^1=^0+^2^2 

であるから, ‘

M  2 び 1一ふ ) ，= 2 ズ1，(1- m i l 均

と§  くこと力，、でき，四変数以上の場合は’，

2 (も -ぶ
と書くことができる。従っての分散は三変数のと 

きは，A \= 2  ^2  =  3 とおけぱ

び《*
め " ぐ

<fu

T W = ~ ~ F : r

となり， よりみれぱr*„，= 0 ズ》と义，の相関が0 の 

とき最も小さく，デノ大きくなるはど分散ほ大きくな 

りグ2»，ニ1 のとき無限大となる。 三変数以上の場合は

もをん以下で説明できれぱできるはど， 明变数 

間の重相関が高けれぱ高いはどんの分散は大き < な 

る。 ノは母集0 の分散であるから常数と考えられ 

るから分母)が小さくなれぱなるほど全体は大きくなる。 

この様子は，

表 2 .

グ，，の値 « 1 の分数

0 0,

0.50 ( 1 . 3 3 ) ^ * ^

0.70 (1'96) 2 びが

0.80 ( 2 .7 8 ) -^ -

0.90 (5 ‘26) 2 ；, -

0.95 ( 1 0 . 2 6 ) - ^

1.00

广2Sが増大するともの分散は増大し，，ニ0 . 8 のときは 

無相関のときの2 . 8 倍になり，グ= 0 .9 5 となれば1 0倍 

以上となる。三変数以上ときはみに対する重相関が 

高けれぱ高いはどの分散は大きくなるが，そのな 

り方はダ:>3,をぷ，でおきかえたものに学しいことにな 

る0
分散を小さくする方法として， r ,  7?が一定なら 

S がは標本め大きさが大きくなるにつれて増大する 

傾向があるといえるから，標本の大きさを増すことが 

考えられる。それについて，M ich a e lS . .Commonの 

モンチカルロ実験の結果を示すと，波の記号に従えぱ 

厂 A> +  /5lも { +  /?2文2け e.f _W.(0, ,<7り
X  K q -\- "f"

このモデルで

Y i =  1 .0+ 0 .5X i<  +  2.0X2f+«< : 〜iV".(0,1)
X，2i~20.0-\-4.0Xi i  +  U{ : " i 〜 N  (0, 0.25) 

とする。このようにすれぱ■ y ,と•，とはかなり高い相 

関が得られるであろう。をの結果はま2 となった。 T  

= 標本の大きさ，回数は100回 （の:f 均)，一般的に言 

えぱ，標本の大きさが大きくなるはどよくなっている

料

注（6 ). Harry H, Kelejlan, Wallace E. Oates, Introduction to Econometrics, Principle and Appslications. 
Harper International Edition, p. 186.

( 7 )  Damodar Gujarati Basic Econometrics McGi*aw*Hill Book Company ix 176.
( 8 〉 Michael S. Common, Basic Econometrics, an introductory text for econometrics, Longman p. 363- 

366.
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概

といえるであろう。これを，

树 ^ 2 i= = 2 0 .0 + 4 .0 ^ if  +  Ui  : " i 〜 N  (0 ,25.0)

の実験，ズ1 ともの相関の低い場合と比較してみる 

と，その結果は，表 3 のごとくなり，これをみれぱこ 

の方が良い結果を示しているのは明瞭である0 
しかし上記の場合は母分散既知の場合といえるが， 

ま際上は母分数は未知であるから，これをさな'̂ で置き 

かえなけれぱならない。従って，前の記母に戾れぱ♦

8 1 ( 5 5 5 )

三変数なら 

となり，

S . t , H I - 2̂3*)

が全体のS 相M

となり，変数の標準形を考えれぱ

，.，ご: か!!；'，タふ: ; ; 冗 ^ の

回帰分析の性格
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^  C * — (1—/ il )

となる。ダ,*，が動けぱi?，も動くととになり，プノが大 

きくなれぱ一方的にs«i»が大きくなるとはいえない 

し，回滞係数との比較t の値も一方的に減少してゆく 

とも言えないことになる。

ぢ変数の場合についてみると，西 び A'lニ2 

も = 3 と記号すると，

⑩  /?*= デ12’ +  ド13*"̂  2r 12 尸，S ド23.

である。今グ12 ニグ， 

めてダ12と®  くと，

‘の場合につ い て 考 え ると， まと

袖 X l? !+ ? V  一 2グ12>"lん 3 一  2グ U, 
1ー グ 1

m s

2^12^ ； 

-  プ 23*

2  グ ノ  ( 1 ー グ ，3) _ _  1 2 ^ ( 1 — f  23) 一  2 ^  1 2 ^

1 _ グ《 1 . ( 1 + グ ，3 ) ( 1 _  ド 2 S ) 1 + グ 2S

. 2r „ *
1-/?*

ハ （《 — 2 )(1 — グ 23̂ ) 

l  +  r23—2^12*.
l  +  r ,

；_ - 1 +  >"23 _

(«* 2̂) (1—̂ 23*)

1  +  グ 2S 一  2 グ J

重相関が1 なのであるから，当然係数の分散は0 とな 

る力♦、，契際はそのようなことははとんど起り得ないで 

ぁろぅ。

Î 一  Y \ % Y 09

m

1-^23*

こ 1 2 — グ , 2グ 23 

グ23*

' グ20

1

グ12(1

*̂ 2ニグ1Sなら 

グ 12(1— グ 23)
1- ダ :厂

( 1  +  ^ 2 S )  ( 1 - ^ 23)  ‘

t ニ  A ニ す 丄 > i - x , / S E M I I Z S I H Z Z I
S a i  i + r ^ i ^ y  a + y « - 2ら 2)

7 ^')y ( n - 2 ) r n i / U  

1/ ( 1 •+• /*2$ 2/V )

となり，ら》の最小値（マイナ;<を含む）からド2, が大 

となるI"こつれてt は一方的に減少してゆくことがわか 

る。 . .  ■■
これより三变数においてグ12=ド》, 各説明変数の従 

厲ま数に対する相関がぎしい，単独での形響度が等し 

い場合には，説明変数間の相関が大きくなれぱなるは 

ど， 分散は'大きくなり， / の値は小さくなり（ニ偏相 

関の値が小さくなり）,望まし  < な、、結舉を与える。し 

たがってこのような場合は説明变数問の相関が大きい 

はどマルチコが存在するといえることになる。この場 

合当然ながら，二つの偏回帰係数の値は等しく，回帰 

係数の値はが増大すれぱ一 方̂的に減少し（説明力が 

おもる)，標準誤差は一方的に壤大するから f の値は 

一方的に減少することになる。

しかしこの時注意すべきことは,>^2=^グ13のときそ 

のように一*方的にならないことである。 に つ い て 

は，とれをF とおき，グ2!!をX とt t けば，

軸 Y _グ12* + グ13* — 2グ、2 デl iX -
1 ニ  ~~

( « + 2 ) (1 一  r ^ ^ j '  (W- 2 ) ( 1  +  r , , ) (1 一 rノ） 

糾よりグ23が大となるにつれては方的に減少し 

てゆくことがわかる。{グ23>0}グ23 ニ 0 のとき，

( r „がとれる範囲は限られている）

i?2 ニ1のときは

⑥  Y-I 1 . 2グ12:ニ 1 + 广2， .グ2S ニ 2グ12し 1

例えぱグ12 ニへS ニ 0 .7とすれぱ，2グノニ 0 .9 8で /?=1
となり, そのときのグ2S ニ 0 .9 8 — 1ニー 0 . 0 2 となり,

この値より+ 方向へグが増大するにつれて/?は減少

し，係数の分散は一方的に増大してゆくことがわかる。

グ23 ニ2グノー 1 を分敗の式に導入すれぱ

S  ，一 . l  +  (2 r  12*—1 )—2^12* 一 0
1 ( « - 2 ) ( l + 2 ;* ,2 * - l ) ( l - C 2 r ；7 ^ = 4 p )~ ^

7
!ズ

力f
t
'

12^ 13(1~^^) ~  (^12^+ 

3 ^ ) ( - 2 Z ) _ q

-2グ,
( 1 - x y

R^-

グーグ ン て  7 フ  +  グ 13-2) ，一  4 ( グ

2  グ 12^*"13

= - ^ または-̂ 13-- 

=1のときは

1 一 ド 1:2+グ
明

的 X 2 f  ]2?^i3± i/(2r，2 ,，3)*—4 (r i:* + y i3 —l̂ )
■ 2 ~ ~ ~ ~

で, これよりグ23のとりうる範問がきめられる。偏回 

帰係数の式より，グ12くグ13とすれば（グ12>0, ^13>0) 

デ2S 二れ2 /デ13を代人すれぱ，この値よりグ23の値が大 

となれぱび1 の符号はプラスよりマイ'ナスに変ること 

がわかる。そしてこの値よりがはそれまでの減少か 

ら增加に恋るわけである。《1についでぺノグけめ値で 

0 まで減少するが，それより增加に転ずる。 t につい 

ても同様である。係数の標準誤塞k ついてはー艇的に 

言えない。間題は符号の变化ということであって，理 

論的にプラスであるものがプイナスに転ずるのであれ 

ぱ好ましくな、、ことであり， グ：《の増加は望ましいこ 

とではないが,マイナスであるととが望ましいのであ 

れぱ，グ23 ニグ1ング18を越；t たととろでみるととが望ま

82(554")— —



各 |fiに対して同"  

r,iの可能なもっとも低い値6 

の可能なもっとも高い値0

83(555)

回帰分析の性格

しいわけで， *̂23が一^方的に増加するととが望ましぐ 

ないとはいえないととになる。

4 変数以上になると史に複雑となって一*義的にいえ

ないことになるが，F o xのあげた例よりみれぱ，デ1* 

= グ》4 ニグ"，グ23 ニグ2Sとして，ド34の変化をみてゆく場 

合において，a »  « 3の値は等しくなるが, グ34の增加

表 4  ̂12 ~  0 ‘ 9, # * , 3 = 0 . 7 , iV =  20の場合

■ f の値

グ 23 ^ 1 . 2 3 ^ 1 2 » 3 f l 3 . 2 デ 12.3 ゲ 13 ,2 5 / タ  i z '3 ^ 1 3 .2

0.3187^ 1.0000 0.7535 0.4599 LOOOO 1.0000 0 — . ■ 一

0.4000 0.9488 0.7381 0.4048 0.9473 0.8511 0.0599 12,3222 6.7579
0.4500 0.9191 0.7335 0.3695 0.9172 0.7578 0.0772 9.5013 4.7863
0.5000 0.8933 0.7333 0.3333 0.8892 0.6623 0.0917 7.9967 3.6347
0.5500 0.8703 0.7384 0.2959 0.8635 0.5632 0.1046 7.0593 2.8098
0.6000 0.8500 0.7500 0.2500 0.8402 0.4588 0.1175 6.3830 2.1277
0.6500 0.8329 0.7706 0*1991 0.8200 0.3472 0.1305 5.9050 1.5257
0.7000 0.8196 0,8039 0.1373 0.8039 0.2249 0.1442 5.5749 0.9521

.0.7500 0.8114 0.8571 0.0571 0.7938 0.0867 0.1592 5.3838 0.3587
0.8000 0.8111 0.9444 -0 .0 5 5 6 0.7935 - 0.0765 0.1758 5.3720 -0 .3 1 6 3
0.8500 0.8252 1.0991 -0 .2 3 4 2 0.8107 一0.2831 0.1925 5.7096 -1 .2 1 6 6
0.9000 0.8737 1.4211 -0 .5 7 8 9 0.8673 - 0.5789 0.1977 7.1882 -2 .9 2 8 2
0.9413*" 1.0000 2.1149 -1 .2 9 1 2 1.0000 一1.0000 0 一 —-

( 3 ) 各 /9 に対して同一*。

(b ) r „ の可能なもっとも低、、値。 

(C) #*，，のl i j能なもっとも高、、値6

グ15ニグ.13=グ1<1 ニ0.7, y23= グ 2‘ニ0.5, iV=20の思合

グ34 P12.34 Pi 3.24 Pu,t3 S ' #12.3<

t の値

1̂3.24 1̂4,23

-0.0196*^ -0 .0286 0.7286 0.7286 0.3572 -0 .0800 2.0396 2.0396
0 0 0.7000 0.7000 0.3500 0 2.0000 2.0000
0.1000 0.1167 0.5833 0.5833 0.3224 0.3618 1.8091 1.8091
0.2000 0.2000 0.5000 0.5000 0.3062 0.6532 1.6330 1.6330
0.2500 0.2333 0.4667 0.4667 0.3012 0.7746 1.5492 1.5492
0.3000 0.2625 0.4375 0.4375 0.2981 0.8806 1.4676 1.4676
0.4000 0.3111 0.3889 0.3889 0.2970 1.0474 1.3093 1.3093
0.5000 0.3500 0.3500 0.3500 0.3031 1 . 1547 1.1547 1.1547
0.6000 0.3818 0.3182 0.3182 0.3182 1.2000 1.0000 1.0000

0.7000 0.4083 0,2917 0.2917 0.3472 1.1762 0.8402 0.8402
0.8000 0.4308 0.2692 0.2692 0.4038 1.0667 0.6667 0.6667
0.9000 0.4500 0.2500 0.2500 0.5449 0.8259 0.4588 0.4588
0.9500 0.4586 0.2414 0.2414 0.7538 0.6084 0.3202 0.3202
0.9800 0.4635 0.2365 0.2365 1.1763 0.3940 0.2010 0.2010
1.0000®

S
.
3
S
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と共にfl2«3の値は一方的に減少し，標;準誤差は一方 

的に堆大し， t の値は一方的に減少してゆく。その意 

> 床において 

《ゆ Y  —  (I i X  i-\- <72-̂ 2 ■4" ̂ 3-̂ S .

においてX i との相関が増加するはど， «3を 

推定する上で望ましくないことになるがび1について 

は一義的にいえないことになる。ただしこれは上記の 

条件付のととであるから実際上ははとんどそのような 

条件にめぐりあうこ 'とはないであろう。F oxの例をあ 

げておく（ま 4 )。

Foxのi5己号のま.まあけたか，さ12,3 ニも，,タ12.2.ニび2グ12.3,
グ1ム，はそれぞれ偏相関，Sジニ Sa，と考えればよい。

4 変数の場合も同様である。F o xはこれ以外にも同様 

のSt算を行っている。

)四C

表

前に筆者はいろいろな計算比岐の例を試みたが，マ 

ルチコの例にあてはめてみよう。

資料は,ま 5 のようであり， 相関行列はま6 (標本 

の大きさ，10の場合とI2の場合) で与えられる。 をす 

ベてのズで考えるという場合をとりあげてみる。

树 y"i==<̂0十<71ズ1+e72-̂ 2̂ + <7oX"54'M

これまて，に述べた計算結果はrn，量分析の方法J の

5

r , Vz も も ズ3

昭和27年 7096 8330 1163.5 100.0 9241
28 8741 8250 1505.1 95*3 10575
29 10640 8000 1507.6 90.8 12834
30 10519 7697 1469.0 88.1 16230
31 12969 6497 2044.9 90.8 17514
32 15107 7000 2684‘3 97.6 18696
33 14904 6700 2665.3 95.7 21408
34 17169 6300 3263.2 ' 9 1 . 4 23148
35 22425 6700 4339.9 88.4 29020
36 24484 6000 5985.2 86.6 31200
37 28662 6350 6534.6 84.9 35568
38 29766 6275 7083.5 82.2 43200

1 ^  = セメントの生産量, F , = セメントと価格，グ1 = 総投資量， 

义石炭価格指数 , ズ, = セメソ-トの容量。

標本10のときの相関行列

も も ■ 义3 Yt

. 10000000 E +01 54398195 E + 00 . 94679313 E +00 .97339518 E +00 .80120823 E +00

み 一 . 54398195 E + 00 . 10000000 E +01 62157664 E + 00 一* 59230707 E + 00 .48521478 E +00

み . 94679313 E + 00 一. 62157664 E + 00 . 10000000 E +01 . 98568452 E +00 88180014 E +00
.97339518 E + 00 一. 59230707 E + 00 . 98568452 E + 00 . 10000000 E +01 85186380 E +00

T-2 . 80120823 E + 00 . 48521478 P +00 88180014 E + 00 85186380 E +00 . 10000000 E +01

標本12のときの相関行列

Xx も ズ3 Y ,

X 、 1.00000000 ‘ -0.76442904* 0.97297765* 0.98798193* -0.77494435+
X , -0.76442904* 1.00000000 -0.80528125* 一0.78426861* 0.59097228**
X , 0.97297765* -0.80528125^ 1.00000000 0.98561912+ 一0,81261437*

Yx 0.98798193* -0.78426861+ 0.98561912* 1.00000000 -0.81273610*
Y , -0.77494435* 0.59097228** …0.81261437* -0.81273610* 1.00000000

(注）♦印はi % で有意，★*印は5% でお意。
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中に述べられているが，標本10の場合は

钟 r , ニ 794 + 1 ‘ 4 3 7 +  6.69^2 +  0.4828^3 
(0.54) (77) (0.121)

となり，ぽ本12の場合は，

树 F i  ニ 3114 + 1 . 980み  一 3 . 998^2 +  0 .3342i^3 
(0.64) (98) (0.14)

( ) 内は標準誤差である。これよりみると符号そわ 

他かなりの恋イヒがみられ，マルチコでないという 一̂つ 

の条件はみたしていないと思われる。あと式につい 

て独立（説明）変数間の重相開，偏相関， 直交性の検 

定の問題を考えてみよう。相開行列式の値は,

如

1.00000000-0.54398195 0.94679313
0.54398195 1.00000000 -0 ,62157664  
0,94679313-0.62157664 1.00000000

ニ0.06158053 

ニ 一〔10— ;H > ^ (2 X 3  +  5：)lo g e  6 ‘06158053 
1^.976491

自由度+ 3 (3 1 )= -；̂ ニ《>
自由度3 の X2' (カイ）自乗分布の5 %点は 7 .8 1 で 

あるから有意である。直交性の仮定はすてられること 

になる。次に重相関をみてみる。

ズ を 従 厲 と す る と き を 以 下 を 計  

算する。

- (一り.54398195)2 +  (0.94679313)し 2 - 0 .54398195) X 0■ 946793T3 x (-0 .62157664))
1 1 ~  ( 二0 2157664)'『一 ~  ~ で-

=0.89964754 /ど ニ (K 94849752 '

R2 „  ニ (-0 .54398195) H C - 0 .62157664) * -  2 ( ( —0 . 54398195 X 0 .94679313 X (-0 .62157664))
2 1 一(0.94679313)2 ~ ~ ~  ^

=  0*40549447 /? ニ 0.63678848

/?»V =  (0.94679313)H ( - 0 . 62157664)*一 2〔1 一 0 ‘ 54398195x 0 ‘ 94679313x ( -0 .621 5 7 6 6 4 ))
' l - ( - 0 . 5 4 3 9 8 1 9 5 p ^

=  0.91253805 i? =  0 . 95526857 

重相関の検定は分亦を使うが , 検定まよりみれぱ, 
三変、数で自由度10—3 = 7のときの5 %点は 0*758であ 

る力、ら，この点からすれぱみが有意でないことに 

なる。

次に偏相関をみる。三変数の式でグ12.8は

^ 1 2  一 デ 13 グ 23 

l / i _  デ ，3* l / l 一 グ ％3

ね

グ 13,2 ■

(-0 .54398195) -  (0.94679313) (-0 .62157664)  
1/T 一 (0.94679313)

(0.94679313) 一（一 0 .54398195) (-0 .62157664)  
t /1  一 (-0 .54398195)* v ^ l -  ( -0 .f f i l5 7 6 6 l j~

(一 0 .62157664) 一（一 0 .54398195) (0.94679313) 
y^l-

X i  =  l X 2ニ2 义3ニ3 として,

0.17659503

(一0.54398915)2 > / 1 - (0.94679313) 

ま由度7 のニ変数の5 %点は 0 ‘666 であるから，グ 

X ,が有意であるが.他は有意でない。 この結果からみ 

るかぎりもという変数は他との相関力MSく， そめ意 

味でマルチコめない変数となっているが，これは同時 

に従層変数に対しても低い相関をもっているので，最 

却に示したffi圓帰の式においては、わぱ最も悪い変数 

となってしまっているのである。ここにも一つの間題 

があるといってもよいであちう。F a r r a r とG lauber 

の式ではすべてのiji相関が示されていないのでこれが 

示されていたらまた別の問題が生じていたかもしれな 

い。

ちなみに大きさ12懷本の場合を許算してみると，

ズi  ニ36.63357もと更に大きな値となっており, R x ^二 

0.97127400, i?AT2 =  6 .79160490, 7?ズ3 =  0.97177425,

：0.92599721

•0.39450249

となって自由9 の 5 % 点は0 .6 9 7 となるのでいずれも 

有意とな .る。偏相関は，，グ1 2 .3ニ0 ,1 3 9 4 5 8 1 2 ,グ1 3 .2ニ 

0 .9 3 2 8 5 8 7 ,グ„ . iニ 一0 ‘41244447, ま由度  9 の 5 % は 

0.602で，ダ】2.3とド2Mは有意でない。との点は前の結 

果と変りないが， ズ2 と重相関の点で'ルチコの度合 

は更に増大していると考えられる。二つの相関行列を 

みると，グ13の値ははぽ等しい力、，グm '.ド2Jの値か標 

本12の場合の方が，いずれも大きくなっており，この 

点が影響したものと思われる。最初に示した全変数の 

重回掃からもその点がうかがわれるが，標本の大きさ 

を増せぱプルチコの危險度がうすらぐといってもこり 

程度のととでははぱ同じ，更に恶くなる場合もあるの 

は当然のことで务ろう。もちろん標本を網せばよいと 

いうのは全体の標本抽出のモデルカ"、 らないことを前
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提としている。

いずれにしても， ルチコでないための条件をすべ 

てみたすということはま際上不可能に近いことであろ 

ぅ6 r計量分析の方法J の中で示された所得と消費の 

相関は0 ‘98〜0 ‘99台にあり,消費函数を考える場合所 

得以外にもいろいろな要因（変数）が考えられるが，

絲計的にはす't?に一変数だけでこのように•高い相関が 

あれぱそれで充分なのであり，他の変'数が導入される 

金地は極めて少ないといってよいて*あろう。ここにむ 

しろなやみがあるといってもよいであろう。
(9)

恋数除去の問題はとこであつかわない。

注（9 )  A. Koutsoylannis, The6ry of Econometrics An Introductory of Econometrics Methods, Second 
Edition The Macmillan Pi^es LTD* p, 253* ,

   8 6 ^5 5 5 ) ------*_
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