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r三lU学会雑誌」マL巻 1 号 （]̂ wがP 2 月）

伊藤清三，小松彦三郎編

『解析学の基礎』

昨今の数理経済学が急速調な展開を遂げた結果，経 

済理論に活用される数学の多様性も甚だしく増大して, 
各種享門誌に登場する諸論文は，ひととぉり插論の筋 

道を追跡するだけでもなかな力、骨が折れる。そうした 

状況の中で，理論経済学を研究するに際してとりあえ 

ず身につけr いなけれぱならな、数学的素養ぱ何々力、。 

これは学部や大学院の学生の間でしばしぱ耳にする至 

極もっともな不安であろう。いろいろな考え方があろ 

うけれども，，筆者g 身はメ ニュ一を次のふたつにしほ’ 
って十分と考えている。第"-は高木舆洽『解析概論J 
(改訂第三版）岩波，1 9 6 1に該当する講義を聴きなが 

ら書物を限光紙背に傲して熟読すること。第二は線形 

代数の正確な履習やある。これだけでもひと仕おと言 

うに足る手ごたえがあるはずだが，また本当にとの程 

度の数理をg 在に使も、こなせれぱ，あとは徒手空參で 

相当なところまで斬り込んでゆけるし，またそれでな 

くては困るのである。それ以上の数学は必要に応じて 

ゆっくり勉強してゆけぱ事足りると思われる。

そうした段階を卒業して，もう少し高級な解析学を 

必要としている，とくに大学院レベルの学生諸氏のた 

めに，標記の書物を初等的な筒所に重点をぉきながら 

紹介したい。

全体の構成は三つの享に分たれてぉり，第 1 章 解  

析 画 数 （一松信，柳原ニ郎執華)， 第 2 章測度と積分 

(併藤清三執筆)，第 3 享 函 数 空 間 論 （小松彦三郎執筆） 

となっている。

2

第 1 章 は （抜索） 函数論として通常教えられすいる 

權準的な内容であるが，《■解析概論Jの第5 $ よりは余 

あI難しいととろまで華を延ばしている。巾級数論につ 

いては浦1)1な復習をするだけで，ただちに正則な複素 

闽数の議論が始まる0

応用上，函数説の最初の目標がC auch yの積分定理 

にあることは勿論だが，本書ではここに至る道案内は 

あまり親切とは言えない。まず線截分一般についての 

知識は十分に既知とされているので，たとえぱ『区分 

的に滑らかな閉曲線J などという用語が準備なしに用 

いられる。件定 理 の 証 明 は S t o k e sの宾理を授用し 

て行なわれるものであるが，初学者にとっては吞み込 

みにくいかもしれない6 むしろ "複素乎® C の開集合 

D で正則な® 数/ 0 〉について，微 分 形 式 ズ は 必  

ずD において閉じている"ことを主張するC a u c h yの 

定理を（たとえぱG oursatの初等的な手法で） 導き，：そ 

れを通じて廣分公式に至る途がより明澄ではあるまい 

力、。この方法を採択する場合には，M o r e r aの定理も 

上記の形式のC a u c h yめ定理の逆として適当に述ぺ直 

しておくのがよい。

また整理の仕方という点では, " 全空間でIE則かつ 

有界な面数は定数に限る"というL io u v illeの定理の扱 

いも少し気になる。本書ではこれをC au ch yめ積分公 

式の系から導出しており，勿論これでもかまわないが， 

そのすぐあとでC a u c h yの係数評価式（C a u c h y の不 

等式）を述べているのであるから, L iou v illeの定理は 

それからただちに明らかであることを読者は注意して 

おくべきであろう。その方が筒明であろうと思われる。 

もっともこれは多分に好みの問題であって，本質にか 

かわることではない。さちにL io u v i l leの定理から得 

られる結果として，所 謂 1■代数学の基本定理J も不可 

欠で，読者は自らそれを補いつつ読み進むべきである。

窗数の計算とをめ積分法へのrti；用については非常に 

懇切であって，豊力、な例題と演習が用意されている。 

その他基本事項としてはたとえば，最大値の原理と 

S ch w a rtzの補題が述べられ，その s td k in g な応用例 

として，R ie m a n n の等角写像定理が端然と誕明され 

ている。この美しい定理の証明は，それほど容易では 

ないが味わうべきものがあろう。庚は，この水準の定 

理になると,学部の講義では時間が足りずにスキクプ 

してしまうことが多いのである。

, 各種の初等® 数,特殊函数の解説も詳細で手際がよ 

< , また複素領域における常微分方程式論のていねい 

な解説も応用家にとっては有益と思われる。

従来，経済学の分野で複素解析がいきいきとした活 

躍の場を得たととは殆どなかったと言ってよい。しか 

しながら，擎者ほ身が， 近の経済学研究者の問で着 

々と進行している31̂:千の実験的な盤に立ちあった経 

験からみて，複素解析が本来の威力を発揮すべき金地
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m
は決して小さくないと感じられる。それは微分方程式 

とか51率,論とかを通して間接的に必要とされることも 

あるし，また一層直接的に，経済分析に現われる具体 

的 な （とくに有理ぼ数の）特異積分の計算が， 実は複素 

数を用いることr よってはじめてr見透しよくJ び解 

祈概論J P . 122)理解されることを思えぱ，むしろ当然 

のととなのである。

3

第 2 享はL ebesgue積分論の標準的な解説であるが， 

視断の広い，しかも館明な好篇である。経済学におけ 

る積分論のひとつの使い方としては，W. Hildenbrant 
Core and Equilibria of a L arge Eccnom" (P rince- 
ton, N. J‘）1 9 7 4などを見ていただきたい。

まず集合環上のJordan測度，び-代数上の測度が公 

理的に与えられたのち，可算加法的なJordan測度を 

び- 代数上の測族に拡張する方法が示される（H o p fの 

拡張定3 0。通例どおり，所与の Jord an測度からCara- 
th6odoryの外測度を構成し，それをその外測度に関し 

て可測な银爸の作るび-代数に制限することにょって所 

望の拡張が得られるのである。この推論に用いられる 

手続は煩雑ではあるが，さして難しいわけではない。 

ここを明確に理解しておかないと，たとえぱ直積測度 

という大切な概念もボンャリしてしまうはずである。

'^づいて定石どおり，可測函数の概念とその基本性 

賞 （堪困数の収来，E g o ro vの定理等々）， L e b esg u e積 

分の定義とその塞本性質（各種収束定理, FuWniの定理 

等々）力，、念入りに説明されている6 この部分の演習問 

題には L u s inの 定 理 と 力 L [ 面数の .F o u r ie r変換 

の連続性など重要な結果も含まれているから，見逃さ 

ずに解いておきたいもめである。

た だ R iem a n n積分と L e b esg u e積分との関係を 

立ち入って研究することはなされていない。たとえば，

" [ « » ゐ] 上で有界な函数/ '(ズ）が R iem ann可積分 

であるためにはf { x ) がをどいたるところ連続なるこ 

とが必耍十分である。しかもこのとき に は /(A：) は 

L e b e sg u e可積分でもあって，ふたつの積分は合致す 

る" という事実は重耍であるが， との点を認識するた 

めには，pp. 1 3 5 -1 3 6の問題9 を是非考えてみる必耍 

があると思われる。さらに細かな注意であるが,具体 

的な計算上大切な点として，たとえぱ，軟分

sin ~  dx  ; sill
dx

_ _ _ ^
などは R iem a n nの特異積分としては存在する力*、， 

L e b esg u e可積分ではない。こうしたリマークが演習 

として付加されたならば，一層周到であったかと思わ 

れる。

加 法 的 合 ® 数 （複号測度）に関しては，H ah n分解， 

Jordan分解， R adon-N ikodymの定理など，本質的 

な結果が十分に論じられている。

応用上非常に大切な実軸上のL ebesgue積分に対し 

ても，微積分法の基本定理とか不定積分の微分可能性 

の問題が論じられているが，ここで欲を言えぱ，有界 

変動画数と絶対連続旧数に関する系統的な整理が，本 

文または演習としてはしかったと思う。このt {域の愈 

題の証明には，-しぱしぱV ita liの "covering lemma" 
が用いられるが，本書では r右から見えない点J とい 

う概念を用いるF. R i e s zの方法が踏襲されている。

通常，積分論で講義されるのは以上の程度であるが， 

本書ではさらに進んで,函数空間として特に重要な1>  
空間と連続画数空間ぎ(め （これついては後にまた触れ 

る)，ならびにH ilb e r t空間上のF ou rier解析の耍点 

が要領よく整理されており，あ;学者にとって貴重であ 

ろう。 P la n c h e r e lの定理， P a ley -W ien erの定理や 

Bodm erの定理を含め，またある程度の見透しをつけ 

た上での解説であるが，実は本格的にF p u r ie r解析 

を使いこなすためには，もう少し詳しい結果を必要に 

応じて知っていかねぱならない。（河旧龍夫『Fourier 
解析J (産業図書）1975などを参照。〉

4

第 3 享は，因数解析学をかなり一般的な形式で述べ 

たものであり，はじめのふたつの章に比べると大分レ 

ペルが上がっている。，L. S c h w a r tzによる超函数論 

の開発と相呼応して，B a n a ch空間よりも一般な局所 

凸線形位相空間の上で函数解析を整理する切実な必契 

が生じてきたことは周知のところであろう。巻末の参 

考文献にも挙げられているBourbakiや Grothendieck 
の業績は，との方向での努力のm orium eiitとみなす 

ことができよう。本書の叙述も，との精神をある程度 

貫こうとする意因を以て# かれたと思われるので，譲 

論がひとまわり難しくなっているのである。

まず代表的なタイプの線形位相空間が定義され，演 

習としで多くの例が提供されている。たださらに初步 

的な車例に関しては，あっさりと扱われているにすぎ 

ないから，その辺のトレーよングが不十分な向きは，
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たとえぱ /̂  ̂ LP, ^ ( X ) . などの完傭性を自らの 

手でチa：ックしてみるとよいであろう。（L<>については 

第2 享 P . 1 5 2を参照。）

H ilb e r t空間の双对空間の表現に関するF. R iesz  
:の定理は，H ib e r t空間論の foimdation .とも言うベ. 
き重要な定理であるが，B a n a ch空間，局所凸線形位 

相空間でも同種の解析を行なおうとすると，ま ず （自 

明でない)有界線形讯函数の存在証明から出発しなけれ 

ぱならない。この耍求に応えるのがH ahn.Banachの 

定理なのである。実は経済学者にも劇染みの深い凸俊 

合の分離定理は，H ah n 'B a iiachの定理の幾何学的な 

イメージとして把握されるもので，経済学研究者は， 

周知の定理を-^層高く広い視野の下に眺めなおすこと 

ができるはずである。これを理解した読者は，G. 
Debreu "Valuation Equilibrium and Pareto Op­
timum" Proc. N ： A. S. v o l . 40,1954, pp. 588-592 
を研究してみることをおすすめしたい。

各種線形位相空間の双対空間の表現論も相当詳細に 

論じられており，これほど懇切な叙述を施した成書は 

稀だと思う0 B a n a c h 空間としては，ひ ，X を コ ンパ 

タト位相空間としたときの連続面数空間局所  

コンパク‘ト位相空間ズにおいて"無限遠点で消える" 
(van ish ing at in f in i t y )速 統 函 数 空 間 な どの 

双対空間が決定され，さらに一般に，局所コンパクト 

空間；̂ (resp. R n の開集合U ) で台がコンパクトな速統 

( r e s p .無限回微分可能な）函数の空間に，所謂 inductive  
lim it-による位相を与えて得られる局所*線形位相空 

問 J T  ( め Cresp. ^ ( U ) ) の双対としてR a d o n測度 

( r e s p .超两数）が想定される。 これらの証明の準傭 

として線形束，ノルム束の双対が正確に盤理されてい 

るのも，見る目に清々しい。し力、し，確率論や経済学 

に現われる連統函数族の定義域は必ずしも局所コンバ 

クトでない（たとえぱ単に距離空間）場合も多く，'‘ズを 

任意の正規空間とするときに，だ (力の双対空間は 

义上の正則I3orel Jord a n測度の空間と同一*視しうる" 
と 、う.形の定理が使利であることに注意しておこう。

双対空間の位相構造を調べる際にも局所凸空間レぺ 

ルで解析が進行するので,通常は双対空間における単 

'位球の讽弱ーコンパクト性を張するA la o g lu の定 

理も， £*リ一般の形式を付与•されている。経済学にと 

って p o w e r fu lな, n on .a tom ic有限次元ぺクトル測 

液に関するL japunov定理も A la o g luの定理の応用 

として得られるので，力のある読者は考えてみるとよ 

い （ただしギぶ易でほない！）◊ 演贺問題には Smulian,

E b e r le inの定理など大切なものが含まれている。

つづいて，連続線形作用素論。定石どおりBanach 
の閉グラフ定理，B anach-S teinh ausの共鳴定理など 

が述べられたあと，線形作用素の重耍例が詳細に検討 

されている。積分作用素，F o u r ie r恋換といった基本 

的なものから，S o b o le v空間の埋蔵，補間定理など， 

現代的な話題にも十分に筆が# びており，心蹄る一節 

であろう。 ' •
本書の大詰めは， コシパクト作用素（R ie s zの理論), 

Fredholm 作ffl素の基本， Dimford の operajtional 
c a lc u lu sと所謂スぺクトル写像定理（sp.ectral map­
ping theorem ),そして最後に，迪統自己共役線形作用 

素のスぺクトル分解の解説をつうじて，函数解析の本 

領の一端が示されている。

コソパク ト線形作用素論の叙述には，やや具体例の 

不足が感じられる。たとえぱ[ «  , 力？ 上で述統な糖分 

核を有する積分作用素について檢討してみるとよい6 
それと同時に理論の応用例，特に積分方程式への応用 

が周到に述べられていたならば，読者にとっては一層 

有益であったろうと惜しまれる。Riesz-Schauderの択 

一定理をめぐって，コンパクト作用素とT'redholm作 

用素の交渉が詳しく論じられているが, 実{，：Ĵ さらにこ 

の間の全貌を明らかにするためには, B a n a ch代数の 

理論が必要になる。たとえばB an ach空間 $ 上の有界 

線形作用素の作るB anach代数を L  ( X ),コッパクト 

作 ffl素の作る部分代数をC ( 3 0 とするとき， "TeL 

( 3 0 が Fredholm作用素であるためには，C (ぬを法 

としてT が生成する同値類が，商代数L ( a e ) / c ( s )の 

可逆元となることが必要十分である" 事実が知られて 

い る （Atldnson, 1951),,H. 0 .  Cordes らの最近の仕

事も與味深い。

Dunford の operational calculus についても.あま 

り応用方面は書かれてV、ないので,読者は他の書物で 

それを補充しつつ研究しなけれぱならない。

以上，怖填に紹介してきた本書は，猎波書店から刊 

行中の現代数学演習叢書中の一冊であり，読者は飾妹 

篇の吉旧耕作 ‘ 併藤清三編 『函数解析と微分方程式J 
と，これを併読し，丹念に演習を解かれるならぱ，少 

なくとも現代解析学の基礎は自家薬籠中のものとする 

ことができるであろう。〔岩波書店, I 977年I2月刊， 

x iv  +  5；l.8 ページ，6,000P |：|
丸 山 徹

• (経済学部助乎：）
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