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確 率 測 度 の * 弱 収 束

•

.均衡分析'、の応用のために 一 一

( ニ）

丸 山 徹

7 直積測度の* 弱収束

(Xj, P,). ( X , .ぬ を ふ た つ の 蹈 離 空 問 と し ， そ 

の 直 積 空 間 上 の Borel測 度 の * 弱 収 束 と ， その周辺分  

布 （marginal distribution)の ★弱 収 束 の 関 係 に つ い ’ 

て 述 べ る 。 周 知 の と お り ， X ニ X i X X 2 の直積位相は  

距離

P ( O l ,ズ2),(み ，ツ!!)）

= M a x  {ク1(ズ1，ダ1) , Pz(.^2i ^ 2)}»

(ズ1, ズ2), (yi.タ0 ぱ

に よ っ て 定 ま る 位 相 で あ る こ と に 住 意 し て お こ う 。

レ ン マ 4 直 積 X あ が 可 分 距 離 空 間 で あ る  

とき，

， ダニ ®  "^2. 0

こ こ で > ^ 2 は そ れ ぞ れ ズ ，も , ん 上 の Borel 

a- fieldである ft

証 明 )(M 〉ま ず を 示 す 。 い ま 直 積 X  

か ら X i , X 2 へ の 射 影 を proji,projzとすれぱ， これ 

ぱ 達 綺 で あ る か ら 可 測 。 したが っ て ， E l (ぶ U 在 e 

ダ 2 とすれぱ，

fi,x£2==proj,-' (-fi^i)nprojV* (E2) ( ^  

ゆ え に ，

つ づ い て ダ 2 を示そう。X における任意 

の開集合をG とする，X は可分な跟離空間であるから， 

X \ およびX 2における可算個の開集合の列{びけび2, … 
‘..} , {に，V,, ......}.が存在して

G =  U  (l/nXVn)

とすることができる。ゆ先に 

G  f ̂ , ( g ) ^ 2  0 

これからただちに所望の帰結をうる。

(証了）

. 定理9 ('て1, / 0 , (あ，/ の直糖(んめを可分 

な距離空間とするとき，' （力 の 点 列 {A^«}が/^に 

» 弱収束するためめ必要十分条件は，ん のパ1一連統 

集 合 成 と あ の — 連統集合んに対して，

lim Hn X ん ) = /•/( A  X ん）

の成り立つことである。ただし， および//パよパの 

周辺確率分布である。

誰明(r  < 必赛性> ズ，み，- ^ 2 のそれぞれにお 

ける境界をd, d u もと書くことにすれぱ, .

d ( A  x A ,) c ( ( d ,A O  x x , )  [ j(X iX id ^ x ,) )  

であるから，必要1̂)£は明らか。

< 十分性>  系 1 %用いる。

茨- ミ M i X ん G ：X i ん は / / f  — 連続，/ ニ1, 2 }

注( 3 6 ) たとえぱ，B illin gsley〔2 ) pp. 225. 
(37) B illingsley〔2 〕pp.'20-21.

45

9meiBS00smmssssssm



t- r

I■三田学会離誌J 71卷 1 号 （1978年2月）

とおけぱ，マr は有限個の共通部分をとる操作につい 

て閉じている。 また仮定により，

[i (v4) for all A  e W '

(Xi，ズ2〉f ズ，£ >  0 とし， （' t i ,X z ) を中心， d < e を

半径とする開球

{̂ 1 f O l ,タ1)<  み}

X {^2 f (ダ2，̂ z) く 6

を考える。 S キ が とすれば

( Xi\pi(Xu  3-l)< 5 } 
n 5 i { _ y ， e  ふ Iへ(ダ1 , >>1) < が} :  

2̂ {>*2 f *̂ 2 I ル (ズ2，グ0 く 0 }
n も{ダ2 f も  ||02(ダ2, >»2) くる’}:

したがって， 0 <  5 く e なる適当な5 に対して， Bs 

( (も，も):U 茨へ

そこで系 1 を用いることにすれば，ただちに所望の 

帰結をうる。

(証了）

系 3 X = X \ X X t を可分な距離空間とするとき， 

ズ (グ1 ) ,乂 (A’O の 点 列 {/<2n} について

か* 一 lim /̂ ITl X  パ271 X//2

< = >  -  =

かつ — lim fJ2n =  î2

8
(3 8 )

確率変数の法則収束

(X, p ) を距離空間とし，その上にはBorel<7-field 

が定まっているものとする。 ま た （I I , ダ，P) を確 

率測度空問としよう。写像

：0 2 ,ぷ ）-> (ズ，

が可測，すなわちをー1 0 ^ )€：參̂ を満たすとき， ををX  
- 値の5 t率変 数 （random v a r ia b le )と言う。 $ が確率 

变数であるとき，任 意 の に 対 し て ，

(1(-E) =  P(^-*(£；) )  =  ?{<« C Xi I  ̂ (&>) f E )

とおくことによって，可測空間（ズ， 上にひとつ 

の確率測度パが定義される。こ の //をを の分 布 （dレ 
stribution)と呼ぶの である。

い ま 雄 率 測 度 空 間 の 列 を ダ n, Pn)}.その各 

々の上で定義されたズ- 値の確率変数の列を{ミn},さ 
らにを„ の分布をパ„ としよう。 iy*—lit n パ《ニ//が

成り立つとき{ € n }はミに法則収束（convergence in 

distribution, —  m l a w ) すると言 い ， これをしばし 

ぱ

U -
B

などと書く。

重要な注意法則収束を定義するには，シの定義域 - 
が》 とと もに変わってもよいことに注目すべきである。

定理1 0 確 率 変 数 を ：( a , ダ，P ) - > X とふたつの 

確 率 ま 数 の 列 K {を ^ - > x ) 力':条件

(i) ^ n - ^ f

(ii) p {^n( )> を?/(*>)}--- 0 (測度収ilO

を満たすものとすれば，ミn'一'̂ を

(3 9 )
誰明） i^ cズを任意の閉集合とすれぱ，明らか

に

P{w f O  I び }.
e O  1 e -5«(F)}
+ P{<w e Q, \ S }

であるが， 仮定 Gi)により， W->ooにつれて右辺第 2 

項は 0 に収束すろ。 ま た ミ よ り ， 

lim P{(w e e F }

さ P {か f i l l  f  (o>)cB,{F)}

5 j  0 とすれぱん (F ラふ•P'であるから，ただちに所望 

の帰結を得る。 .（証了）

単位 区 間 / = [ 0 , 1 ] 上にL e b e sg u e測度を定めた空 

間をしぱしぱ W ie n e r空間と呼ぶ

定理1 1 义を完備，可分な蹈離空間とするとき，任 

意 の / / f ンダ(ズ）に対して，分 布 を H とするような， 

W ie n e r空間 / 上の確率変、数

> i(3 8 )本節の内容については，とくにB initigsley〔3〕pp. 6 -9 .を参照。をの傾城がR "である場合と区別するために 

"random elem ents"と呼ぶことも多い‘
(39) B illingsley〔S〕p. 6 .ここでの識論はられの走義域が《ごとに與なっている場合についても成☆；する<>
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確率測度の*弱収来

e ： I - ^ X  

が存在する。

証明)"の各た>  0 に対して可算個の可測集合によ 

るズの分割'*^*ニ M fcuん 2，••*}^

diameter of A ^ uシ for all « ニ1 , 2,

(4 1 )

となるように作る。また >^*+1は 遂 次 を 細 分 し  

てえられるものとしよう。これに対応して/ の分割 

- f k u = { h i ,  h i ’ .，.}を 

I k̂v, I ニ (-^Aw)

( ここでI h n  I は区問/;U の長さ）を満たすように作 

り，ゾれ+1は ゾ n の細分であるようにする。その際，

となるように添数をふることにしよう。い ま Afcwの 

中から一点ズ*1* を選んで確率変数 

ミk : ズ.を

ら（の）ニダfcit if か f l](u (1)

：I

と定義する。するとがれ1 は ゴ fcの細分であること 

から，

む+1(か) ， ‘

はすべてものあるひとクの元（後合）に厲す.る。し 

たがってdiameter o f パ*なさ- ^ により, 各か f / に 

ついて { ^ (o J )}はズのC auchy列である。义は完備 

ゆえ

lim ミfcO )ョを(tt>) 
k

が存在し，この極眶は

(2)

を満たす。すると，任意の閉集合F c X にっいて 

パ{o) f / |をa O )  ( F }

^  fi{o) e /|^ft(<y) e U Aiiu)

ニ E  パ{か（ € Aicu}~Il I Iku I

一Ik, A j t u H F ^ O A j c u C i F ^ ^

^ Jt u C iP ^ O

: X

< m \ >

ゆえに，

lim fx {w e /|$fc(<u) e F } ^  /j (F)

したがって，ミk の分布は/^に * 弱収束する。 まナこ(2)

と定理10によって,シ^ ミであるからミの分-布はa 

でなけれぱならない。 （証了）

定理l 2(Skorohod) X を完備，可分な距離空間とする。 

ズ （めの点列{ Pn }に対して， 一limjUn 二 (jie ' (X) 
が成り立つとすれぱ次の条件を満たすW iener空間 /  
上 の 確 率 変 数 ぞ ：/--->ズが存在する。

，りをおよびげ，は そ れ ぞ れ 分 布 /乂 n («= 1 ,

注(40) B illingsley〔3〕pp. 6-7*
( 4 1 )たとえば次のようにすれぱよい◊ 乂は可分であるから，半径1/たの可算個の開球{びた1 ,びん'， 

とができる。

次に
Aレ Uk 
Aki~Uki\Ukt

Ak„ニUk"\J^(l Uku I 

とすれぱよろしいo
....■ ■ ■， '  ■-‘，-，■-I ■"

，}でズを被覆するこ
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2 , .......) を有する。

ii)lim  ヴ’り（0>)ニ を （<w) for all w e/

. 証明) ）まずろネd'のとき 5み 0 c )r i3 iV (ズ）ニ0 
であるから，ズを中心とする開球は，たかだか可算個 

の半径をのぞいてバ- 連ま厳合であることに注意する。 

したがって"X■は，直径さ 1 /" なる可算'個の/^-速統 

集 合 パ ……によって被覆される。一般性を失 

うことなく，これらの集合は互いに素となるように選 

ぶことができる。（注 (41)を見よ）

そこで定理11に準じて，ズの分割V f cをつくるが， 

今度はその元が全部連続となるように作る。

また同様に/の分割ゾfcを考える6 そして各《に対

ド r  ニ W i ) , 'さ …}

1 1 ヶ ’ i =  Uni^ku)

を構成する。添数は

を満たすようにふることにしよう。 （ここで，ム <  
h v は区間h u がム"の左側にあることを表わして 

いる。）

前定理と同様に，ズfcu f パ を pick u p して，

6 ) =Xku jf <w f Î ku
《Jfc(<W)=ズ*u if " €

S {パ C<4fc«)—/u„(i4fc«)}=0

とすれば，

を广，（か）- —>•$<")(«) as fc->oo 

$(<y) as k -^ooU(o>)

であり，しかも

(ヴ を す >(«)さ 

p (?(<»). (3)

が成り立つ。

そして，? と $ゆ〉の分布はそれぞれ/^， である 

ことも前定理と同様にして示される。

さて,

<n)
であるから，

H  \ \ h u \ - \  h u \

ニ2  I M I

= 2 2  M a x (  fi "l^nC-^kit)t 0}

Afctt は [ i - 速続，かつ，U)*- Hm pinニfjt ゆえ，

Max{ (j (^jfcw)- //„ ( /!* „ )  , 0}-^-0 as «->oo 

こ れ か ら ’

lim S I  I h u  I 一 ! 1  I = 0  (4)

いまたと" 0 を 固定する。 《を hu<>の左の端点， 

a « をなs i のおの端点とすれば，（4)から

« = S  I /た《 I ニ Hm E  I はJ 1

llin び71
W-+00

右の端点についても同様である。

したがってかf int /ゐ„ とすれば，十分に大きな《

に つ V、て は ft) e i V y となり， （3)をつうじて

p {^ {o > ) ,ど")(め> ' 4  

かくして®がどのんについてもh u の端点でないな 

らぱ，十分に大きな"について

. . . ヴmソ.<y)-~ >を（か） as 7t~>00

さらに<»があるh u の端点とするならば，このよう 

な<»の染合は可算で， L ebesgue測度 0 。 そこでと 

の L ebesgue測度0 の集合上では， ジ">(o) ) を定義 

しなおして

ど™)(<0 ニを(め 

とすれば，やはりい ぬ の分布はM nで，しかも 

ヴれ》（<w)— ► ^(to) for all CD c I

(証了〉

注(42) B illingsley〔3〕pp. 7-8.
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確率測度の♦ 弱収束

9 - 様 収 束

レンマ5 ズを距離空間， とする。 こ 

のとき./<についての連続集合の族資 は f ie ld であ

る。 ， . . ' . .

証明） とする。パ（3/ 1〉ニ 0 でかつ

dA^dA^

であるから,もちろん 

.，. が

つぎにA ,  i V f ゲとすれぱ，

d (i4,UA)c9i4iU9i42 
‘.，. パ（0 (ん u ん )）ニ0

. . . ん 1)ん €も

ゆ え に は fieldである‘

(証了）

レ ン マ 6 X を可分跟離空間， IIも' び) そして 

ガ 0 をズ上で同程度速続（equicontinmms) な函数の 

族とする。このとき任意の£ >  0 について，次のよう 

な条件をみたす連続集合の列{パプ} が存在する：

(i) U A j =  X

(ii) A i C \ A j  =  0 for i ネj

( iii)任意のズ， と，任意の/ e ダ 。に対して

i / W - / O O I < ®

証明） Pをズの距離としよう。任 意 の ^>0, 
x e X に対して，通常どおり，

B i (a;) =  {J f X  1 p {_x, >-)<<5}o

と書く。 ’

すると， 三用いた推論をつうじてすべての球5 バズ） 

は，

(jt (5 5 ,. (^)) = 0

と な る よ う な 球 ダ ^ <?を合む。

ダ 0は同程度速綺な族であるから，任意のズ€ズに 

ついて，るニる(义）が存在して，

注(43) Rao C253

( 1 ) B , { x ) は連続傷合

( 2 ) 任意のタC B i  { X ) と任意の/  € ダ 。に对して， 

1/■レ ) 一/ 00 I く
- 2 (1)

とすることができる。またこのような{ 5 バズ）I ,1：€ X)  
は ^^の開彼覆であるが， X は可分であるから，点列 

{ X j } が存在して，

} j=i

がズの被覆となる。注 (41)と同^§に，つまり 

んニ成めパぶ1)
■̂ n ニ (ズ n) n (ズれ- 1)® n

 ‘n ■S"a；i).(ズ1)c It—2, 3,  .....

とする。 レンマ5 から，すべてのパは連続集合。 

{ A n } は互いに素であり，かつ

リ ~ 义0

( iU )は不等式（1)から明らかであろう.
(誕了）

定理1S (Rao) X を可分な距離空間，{パ™ }をX 上 

の測度とする。ん C が ( X )は太上で同程度連統 

かつ一様有界な函数族とする。こわとき

ニ パ 4=^ lim sup ) j fdfjtn 
n-*oo

-  J"ズ  /  ゴ I = 0  .

m m ) 十分性は自明であるから，必要性だけを 

示そう。そこでwM im f in=-ftとする。{八/}をレン 

マ6 で述べた性質をもつ集合の.列とし，点列 

{ x j ( A j )

を考える。任 意 の バ 乂 (めに対して，{-rメぱ= 1 に 

讓中した離散測度e を

U ([ズゾ}) ニ レ(vlj) for all j

と定義する。 {^メ} の 性 質 か ら 任 意 の / に つ い  

て

i f / ゴリ一し/ ぬM

さ * 1 / ゴリー L / ^ r
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さ

すると，任意のV e < y ^ (X )について，

Lip I し バ リ ー … シsui

A j は連続集合で — lim //n =  i«であるから，定理1

により，

lim /i„(A j )  = f i{A j)  (for all f)

ゆえに，

Hm sup 1 P 1

さM RinS 1 i»n(ん ）一/KAO I 

= 0  (for some M >0)

力、くして,

llm sup I jfdfin- jfdfi 1 

1 if d/in- J_W « I
0

+ sup I j / r fが-  jVゴパ I

+  sup I j f d P n — 1 I

^Iim I sup .
n~̂ oo vejî o

(SET)

次の定理は， X が完備な距離空間の場合について 

Prohorov〔24〕が得た結果の一般化である。

定理14(；1：, /> )を可分距离ま空間とし，ドn, // C ^ { X )  

に対して，が ー limがn'ニ/^ とする。さらにから可 

分跟離空間び，/ ) への連統函数の列{ / « } が/:ズ 

->1^に広義一様収来するものとする。このとき，

lim//n,-i ニ パ/'-1

証明) ダを5"上で有界，一様速続な任意の突数値 

数とする。このとき函数列

はど（/ ) に広義一様収束する。突際， ^̂ の一^様速統性 

から，任意の《> 0 に対して，適当なる> 0 をとれぱ,

/  (ん y) < S ニニ> 1 g ( x )一 だ(ダ）I

とすることができる。/ ( C ズを任意のマンパクト集合 

とするとき，十分に大きな" についでは，

sup p ^ ( f { x ) , fn (x ) )< d

であから，とのような十分大きな" につ\、ては 

sup |^^(,(ズ)）ーど(ム (ズ)）|

が成り立つのである。

さて，周知のA s c o liの定理によって{5^ん0 }は  

'同程度連続である。しかもどの有界性から，この®数 

族は一様有界となり，定理13によって,

lim I ^ g { f n ) d [ in ~  ^ s { f n ) d l i  I

さlim sup I ^ g { f k ) d n n ~  [g { f k )d i t \

= 0

さらに上限収束定理により，

Hm J ど ( / ボ が ニ  j^ g{f)dn ^

力、くして，

lim ^g(,fn)d{in- J  ダ（/ ) ゴ

定理1 より

W *-limyun fn :パ/ •-»

(証了).

つづいて，最近の一*時的均衡分析において，有効に
(4 6 )

利用されている定理を述べる。 ■

定 義 / ,  / „ を距離空間太上における実数値®数と 

し，点̂ X € X に収来する任意の点列{ダ《} について

注(44) { f n )がズの任意のコン パ クト供合上で/ に一•様収束するとき，{/«}はf に広義--様収束するという0

(45) R a o〔25)
( 4 6 ) これは何人かの論者によゥて独立に得られていると思われるが，たとえぱGramhnont〔11〕。ただし， Grandmont 

の論文にはsrjiが述べられていないので，本稿の以下の議論はそれを補充する役にかつであろう。応illについては， 
Grandmont〔11〕，丸山(20), Sondermann〔27〕<>

—— 50 ■
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lim /n (^ n )= /(^ )

が成り立つとき，{ / « } はA；において/に連統收束 

(continuous convergence) するム \/、う。

レンマ7 { / n } を距離空間ズ上の美数値®数列で

次の;:;条件を満足すろものとする。

( ! ) すべての《について，f n は一点X ( X で連続。 

m  { / « } はズにお'/、てf に連続収束する0

このとき， { / n } は点ズにおいて同程度連続である。

証明） いき仮に{/ « }がにおいて同程度-速続では 

ないとしよう。するとある£ > 0 に対して

|/"1(ズ1)ーん 1(ズ）1 ミ《 for s o m e  ズ！ e

を満たす / n i f . ^ n } か存在する。一般に

I fnp (ズP) 一fnp (ズ）I さ e for s o m e  Xp e Blip (x)

« 1 < « 2 < .......< % _ ,< « p < ........

を満たす / n p パ / n } が存在する。 このような溝成て一  

よれば

Xp-^x as />—>oo 

であり，したがりて(H}により 

lim fnp(,Xp)=f{x)

しかし

1/れ"(ズ，) - / (ズ)1

さ \fnp(.Xp)-fnp{x ) 1 

ここで |/» „  (ズ）一/ ( ズ）I

\ f n p { x ) - f { x ) 1 

0 であるから

lim \fnp{xj,)~f{x) I
-̂>oo

矛盾。 (証了）

(ii) { / » ) は名• ズ に お い て / に速続収束する。 

こ0 とき

lim f ん rfパれ: し/ゴ

証明）仮定とレンマ7 とから, { / „ } は 各 . ヤ に  

おいて同程度速統である。したがって定理13により

lim sup [ \^ fp d p ^ n -  i =0o (l)

したがって容易に

' た  ゴパ《 I (2)

^  I ゴル- ん ゴ I

一 し /

,f T i d f i

定埋15 X を冗分な距離空問とする。 * ^ (X ) の点 

列 {//„}に対して 

=  ( ^ { X )  

が成り立ち，さらにX 上の実数値速綺数列 {ん}が次 

のニ条件を満たすものとする。 

り） { / « } はー様有界。

> ±(47)本節の内容は主としてR a o〔25；) pp. 670-674による,

(2)の第1 項は《1)によって0 に収東し，また第2 項も仮 

定(iMiDおよび有界収束定理から0 に収柬する。したが 

って所望の帰結が得られるのである。 .（諷了）

1 0 エルゴード定理

( 0 , ざ，P ) を確率空間，（ズ，P ) を完備•可分な 

距離空間とする。义におけるB o r e l f i e l d を と  

したとき，写 像 ミ：n - > x が

を満足するすi：らぱ，すでに §8.で述べたようにf は X -  
條の確率変数であると言う。 を X -  値の 

確率変数の列とする。各 « 12についてら(か)，ら0 ) ,  
……，U { < o )の各点に質量1/«を与えるズ上の確率測 

度を，大きさ" の標本に基づく標本分布（sample di
stribution) と呼んで，こ れ を (ん "X (ここで 

パ e <«) « i i ) と書く。

ダ X I I 上の実数値函数2 {A, cv) が次の条件を満 

たすとき，これを义上の彷惶測度（random measure) 

と呼ぶ。

(り各0) ( a について，フ(A, ( o )は上の確率測庶

{ii)各パf につい て ， (A, 0>)はW の可測® 数。

すことえぱ，確 率 変 数 列 {ミ ->ズ}に対応する標本 

分布 M ん めは彷撞測度である。

...
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確率論において，次の庚はよく知られている。 

(嫌审論の書を見よ。）

レンマ8 む ■を確率変数，^ をダの部分び-  
f ie ld とする。このときE |/(^ )  I < 0 0 を満たすX  

上の任意の函数/■(ズ）に対して

E [/(り I ダ ] ニ  ̂ {dx, 0>) a. e. [P]

を成立せしめるX 上の彷惶測度X(A,  0>)が存在する。 

ただしここでE [ / ( り i ダ ] はぷ 1̂こ関する，/(り 

の条件付期待値である。

定 義 {ん， をA'上の彷惶測度の列とする。

E  J I g(x) I X{dx, (o)<oo

を満たすズ上の任意の実可測函数だ（ズ）について， 

lim \ g  {x)dXn=^ J g (x)dX a. e. [P]

が成り立つとき，リれ，ス}はエルゴード性を有すると

言う。 .

定理1 6 可分蹈離空間义上の彷惶測度の列{な，ス} 
がエルゴード性を有するものとすれぱ，

lim んレ，(»)=.X (•, (o)}：

証明）ュルゴード性の定義により，任意の/ f ^ H x )
について

P{a» e 0  1lim J  f{x)dXn

ニ L rバズ）ゴれ= 1  (1)
X は可分であるから，系 2 によりめf ぎ & (め （《’ = 1 ,2 ,  

 ) が存在して

to * — lim Uji^u (レ71，レ C ^  {XY)n

for all i (2 )

(1》によって

P ^  1 — lim スれ（•， ニ パ •，か）}

= P  {<i> f a  I H m  { ^ g i d X n

ニ f gidX for all i }

(証了)

定理I7 可分距離空間ズ上の彷惶測度の列{ぐ，

がユルゴード性を有するとし， さらに乂 6 は次の条 

件を満たすX 上の突速続函数族と仮定する。

( i ) ズ上の（庚数値）連続商数どが存在して， 

1 / 0 ) 1 シ (力

for any /  c and any x  ̂  X

かつ

E j s ( x ) 义{dx, CO) < 0 0  

(») ^ 6 は同程度速統。

このとき

歹"（" ）= 8ゅ I し /"レ) スn (ゴズ’ 一

^ ^ f  {x)X{dx, 0))|

とおけば，

P (a) e 0  1 J?n(^)^0} =  l

tiE明） /? }はユルゴード性を有するのである  ̂

から, ' その定義と定理I6とから

P {ft> e 12 1 to*—  lim X-n (•, ft>) ニil(.,<«>)} = 1

さらに仮定UKPより，ダ 0 は殆どいたるところ一様 

有界である。ゆえに定理13によってただちに所望の帰 

結を得る。 （証了）

■上記の定理はf}nが 0 に概収束する条件を示すもの 

であるが， a 次の平均収束条件も以下のようにして調 

ベることができる。

レンマ9 は可分距離空間义上の可測函数の族，

どは义上の可測函数で次の条件を満たすものとする0

(i) 1 /(ズ）I ミバズ）

for any f  e ダ  and any x c X

(ii) E J[£t(^)]*■*■*'  ̂ ( d x ,か） < 0 0

for some a^O

さらに义上のか撞測度の列{>1„, >{}がユルゴード性を 

有し，任意のe >  0 について

lim P { < 0  f 0  1 Vn(<m) >e} = 0

が成り立つとするならぱ， '
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Ê
s
g
a
a
B
g
B̂
8
g
g
5
M
p
a
sB
a
cg!ag!a;;K

m
,vhlp
B
g
s
K
g
B
s
a
B
a
a
s
s
Bgg
s
5
a
a
g
a

脅

だ



確率測度の*弱収束

lim

ただしり《の定義は前定理と同様である。 

証明） 実数値確率変数h„, h を

(ズ) ] けa X n (dx ,か)，hn((o). 

h (<u)= .[ざ0 0 ]けa X^dx, Q})

と定義すると，{も，タ} のユルゴード性を考慮して，

(a) / j „ ^ 0  , h ^ O

( b ) l i m Ehn = E/z

(c》 P{« e Q, I ゐ《->•/»}=1 

いま

jFTtj — II fi "~̂fl

H *=M ax{H n,  0}

ぜみ ニ Max{ — 0 }

とおけば

O^Hn^b

かつ

Hn— ►O a. e. [P]

であるから，上限収束定理により， ‘

lim ニ 0

さらに(b)から

Hm E (//n一 / / i i )= 0

であるから

Hm E ll i  ニ 0

ゆえに

とおく。すると

.C Vn'' j  . dF

ウン。ゴp (2)

ここで,

りk+。（か）

さsup 1 {f{x)Xn{dx,か) - y{x)X{^dx, (o) \ ’

ぶ I ^g{x)Xn{dx,  <y)+ J ダ（ズ）ii { d x ,か）] ’ 

さ2け。[ ( 6 0 ) 1  + 0

(4 8 )

+  ( \ g ( x ) 义( f /も ‘か) ) 1+ 1

$ 2 けロ[/ぐ （《) + A O ) ]  ( H o ld e r  の不等 式 ') '

さ21+。[ I hn{o>)-h{o>) I + 2 み(の) ] (3) 

仮定から lim H (En) =  O oゆえに(1》, (2), (3)から,

lim EりK■■。さ《けn
(証了）

定理17, レンマ 9 から， Forteti-Mourier ,〔10〕’に 

よる結果の一般化として，次の定理が得られる。

0

定理1 8 定理17の仮定に加えて

E (ズ) ]けリ（ぬ:， " ） < 0 0  for som eびミ

が成り立つものとすれば， 

lim E り}1+®= 0

さて，{ を を 強 定 常 過 程 と す る 。確率過程 

論で周知のとおり，一般性を失うことなく {も} は保 

測変換r を9 うじてらから生成されるものとしてよ 

い。すなわち

いま
lim E 1 hn-^ft I ニlim E( Hn + H n )= 0  (!)

を得る。さて《> 0 を任意に与え，

E„ ニ {(UfXll i?n(« )> « }

法(48) g f V * ^ ,1 e L *+iに対してHiiWerの不等式を用いれぱよい

-  53 — ~

^ = = { A ( g ' \  T-^A =  A)

とすれぱ，グ は ダ の 部 分 tJ-fieldである,
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さらにE|_r(も） I く の とするならぱレンマ8 により 

E [ / ( も）1グ ]ニ  j  f{x)ii{dx, to) a. e .[P ]

/! E [$i I プ *]ニ j ( A x )  fi (dx, (w)

(4 9 )
を満たす彷撞測度 ( A めが存在する。

. 古典的なG. B ir k h o ffのエルゴ^ ド定理の主張!̂

" E |  /  ( I t )  i くめならぱ，殆どいたるところ 

lim ~  /  (?jfc) = l i m  jV (ズ)/<„(</ズ, (o)

=E [/($ i)I «_ ]̂ = (^) [i (,dx, w)

である。

ここで上記の諸結果はクスニ/^とおきかえて 

も成り立つことは明らかである◊ Eirkhoffのユルゴー 

ド定理から.{パn, f i } がユノレゴ"ド性を有することが 

知られるので，

定理19 上の同程度連^ な面数族とし，

どは定理17の(iMii)を満たす連続函数とする。さらに

E I g($,y\  けa< ， 

とすれぱ，' ，

for some a^O

(a) P  {<y e 1 l im  'りn (か )ニ 0}
びラCO

( b ) l i m E り A+
n-*oo

ただしここで

7̂n(®) =  sup I — た (ミfc(<y))

一 (ゴズ， 1

ニE [ /Iら I a. e.

を満足する础率変数® [?1I の存在かポされる。

そ こ で —^ を E l K i II < o o な;6 強定常過 

程とし，

んニ！ シ

と定義すれぱ，

II 11 '

ニ sup I (ム  S n -E [? x  1 ^ 3 ) 1
II Aii^l

l i y i l ' f ( ぉ ) ( が一め  I 。

したがっズダ0ニ{ム 3£'|11ル Ii 二り 

かつど0 )ニ IIズn として定理19から容葛に，

定理20 lim II S „ ~ E  l ii , \  II = 0  a. e.

さらに

E  II II *■*■" <  oo for s ome a ^ O  

を仮定すれば

l i m  E  II S „  — E [ $ i  I 11け。= 0 。

ただしここで{€«}は E 11ら11<00なる強定常過程で 

ある。

以上，区切がよいから，ここで擎を止める◊实は 

Hilbert空問上の測度の問題やHilbert空間に値をと 

る確率変数のFourier解析的取扱いについても述べる 

つもりであったが，もはや紙数も足きたので，それは

最後に，ズとして可分なB an ach空 間 2 6 を考え次の機会に延期せさるを免ない。

る。確率变数ミ:iV ■んでがE IIUI <00を満たす限り,

/l(Ee) ニ E(ylり
for any A e

を満足するE$ « 3 eが存在する。この E ををミの 
(6 0 )

B o d m e r積分と言う。

同様にして, E 1 1 5 II < 0 0 ならぱ，任意のムだ '. 

について

最後に，B anach空間の上で確率の間題を扱おうと 

する最近の研究方向を示すものとして論文集A. Beck 
ed. Probability in Banach Spaces, Oberwotfach 
1975  (Springer Verlag, Berlin) 1976 をあげてお 

きたい。

注( 4 9 )たとえばfnmim 第20意;を見よ。

(50) Yosida C31D PP.132—136を見よ*
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