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丸 山 徹

距離空111] (A', P ) 上の B ore l確率測度が作る空問 

乂  (めの位相债造について述べる。J び )の点列{/U  

が fjuノ/  { X )に収束することを任意のBorel盤合E ft 

っぃて，

と定めてもよいのである力％ これでは条件力;少し強す 

ぎて不使である。そこで'通常は，任意の有界速続困数 

に対して,

ゴが"一 / / か

が成り立つときに, { パ《} はパに収束すると考える。 

こ収柬を * 弱収束と言うのであって，本稿で考察す 

^ ^ ( X ) の位相も専ら*弱収束によって定まる位相 

である。

ンへX ' )の位相偶造に関する研究成来は，確率論， 

確率過程論においてその最も興味深い応用を見出すの 

であるが，本稿の目的は，最近の均衡理論の進展過殺 

において応用される输M内の基本事項を解説しようと 

するものに過ぎない。確率論方面への;S用については 

Billingsley〔 2〕を見るのがよい，また均衡理論への応 

用についてはHildenbrand .〔13〕におけるそれがひと 

つの])型であり，他方 Grandmont〔11〕，丸山 〔2の， 

Sonderman〔27〕などはいまひとつの力向を示して 

いる。

ここで解説する内容には全く新しい結果は付加され 

ていない。ただ数極の文献に散在する諸成束を一*®所

にまとめることによって，第者自身の覚え書とすると 

同時に数理経済学研究者の使宜を図ろうとする，文宇 

どおりの别究ノートである。Billingsley〔 2 〕，〔 3 ；) 

および Parthasarathy〔23〕はこの方面の,標準書で 

あり，本稿の第2 節以下も主としてこれらに依拠して 

書かれたものであるが，足りない点やわかりにくいと 

ころを補足しながら解説することとしたい。

1. 弱収束の概念

確ギ測度の》弱収束の意味は既に上に述ペナととおり

であるが，このような収ま概念を考える理論的背景に
(I)

ついて述べておくことが必要であろう0

まず~•般論から始めることとして， を実線形ノル 

ム空間とすれば，その双対空間（すなわちX上の有界 

線形饥函数の空間） ‘ぞ’ は operator ノルムの下に 

Banach空間となる。そこでさらにこのが の双対■空 

間をの第二双対空間と呼んで‘ぞ" と書ぐことにする。 

いまズf S を固定して考え， 各 / ! に 対 し

て

Jx : A I— > A (̂ x)

とすることによって，作用素ム; が定まる。 

ム：が ‘か上で線形であることは明らかであろう。し 

かもこれは有界't? , とくに

II ム  II ニ II ズ II

法C 1 ) i：こでは®数解析学上のいくつ力、の概念を述ぺるが，証明は潜略する。評しくはDunfoM-Schwartz〔9) あるい 

は Yosicla〔31〕を見よ。これらの書物が難解に惑じられる読者には加藤C153を推す6

( 2 ) 本来複素線形空f[S]として扱うべきであるが，ここでは後の議論との関係ザ突，，に;限定して-考える。

63(633-)，

_

確 率 測 度 の * 弱 収 束

.均 衡 分 析 へ の 応 用 の た め に . 

(一 ）

r



Yosida〔31〕pp. 112-113.

つまり/ ( 3 0 のすぺての元を速線とするような其' 上の最小の位相。
Yosida〔31〕pp. 3&-37.

Alexandrov〔1) .

Dunford-Schwartz〔9〕p. 265^またこの定理の诚張とこれに関する結果については小泉〔19；), Maruyama 

W を見よ。 ，

[三田学会雑誌J 70巻 6 号 （197坪 I2月〉

が成り立つ。（ここでもちろん，I! Jx IIは作)月素J x の 

operator ノルムである）すなわち， 写 像

J :  X I  ̂ Jx

はみ’を X "の部分集合に埋め込む等長線形写像であ
(3)

る。

定 義 パ ぞ ''によって生成される$ '上の位相 

を ae'の * 弱位相（weak * -topology)と言う。お’に 

おけるnet{yla}の★弱位相についての収来を★弱収 

束 （weak ★. convergence)と呼ぶ。

X' の net{ A „ }が // e k ' に* 弱収束することを以下

—lim/1« ニ/!

と表記する。これは任意のa’ e K について

lim>4 ニ (ズ）

が成り立つことと同値である。

ここでわれわれの主題に話をひ き 戻 そ う。X を任意 

の (Hausdorff)位相空間，ぎ&(力を太上の有界迪続 

実函数が作る線形空間とする。か m は一様収束ノ

ル ム

11/11
:Si ル )

の下にBanach空問となることは周知のとおりであ 

る。

ズの開免合が生成するfie ldを 同 じ く 义 の 開  

集合が生成するび- field (すなわちfiorel o-field) を 

と書く。^上に定まる有服加法的な正則有限複号 

測 度 の 後 合 を (ズ 上 に 定 ま る <H(in法的な正則 

有限複号測度の策合' k ' o  (ズ）と書けぱ，これらは次 

の演算の下に線形空間となる。すなわちパ，リぱf W  

(resp. 乂 ，（め ），a ( R に対して

QxiiKE) ニ

for everv E   ̂<ŝ  (resp. ^  ),

さらに，

II//II = I f i 1 (AO：(ここで I H  (め は  

ドの全变励）

とすろことによって，' / ( X ) と ノへi^X')は各々線 

形ノルム空■問となる。もちろん乂。（ズ）は自然な仕方 

で乂パ义）の線形部分空間とみなすことができる。 

まず任意の/ 乂 /(めについて

パ（ハヨ J ぶ か ； f が び 、

と定義すれぱ，この//( ‘）は 明 ら か に 上 の  

有界線形沉函数である。道耍なことはこの逆もまた真 

であることで，次のニ定理は面数解析学上基本的な役 

割を果す。

Alejfandrovの定理：■Xを任意の（Hausdorff)正提 

位相空間とする。このときぜb m 上の任意の有界 

線形巩画数ィに対して， ’

/ ! ( / )  = for all f iぜも(X)

を 満 足 す る が が 存 在 し て ，これは一意に定 

まる。しかもII メ II =  II/« nが成り立つ。

この定理をつうじて，（ゲ &(义)）' は完全にメン（ギ） 

と同一視してもよいことが判明チる。とくにX をコシ 

パクトとする場合には上記の定理のうち，ズ fび)を 

ム び ) でおきかえた次の定Mが成り立つ。

Riesz-Markov-Kakutani の定理： ■をコンバク 

ト，Hausdorff位相空間とする。このときぎ&(X )上 

の任意の有界線形巩函数j に対して，

' ( ハ = し fdpt for all \X)

を満足するメんC ^ )が存在して，これは一意に定 

まる。しかもII A II ニ II / / I Iが成り立つ。さらに/*が 

正の線形沉函数である場合には，それに対応する測度 

パは正値測度である。

いま {パa } を* ^ / (め の m etとするとき，とれが

3 

4 

5 

6 

C

 

C

 

C

 

/

V

注

<7

I

I

I

■

i

III
■

1



注（8 ) 本稿におけるよりもさらに一般的な取り扱い—— たとえぱ;を任意の位相空間としその上で定義されるすベての有 

限•複合測鹿の空間の研究についてはT o p s 如〔2 8〕とV a r a d a r a j a n 〔30〕 などを参照すべきである。また局所コシパク 

ト， Hausdorff位 相 空 間 '上でコ ンパ ク ト な台を有する速続複素数値函数の作る線形空間に，所謂 ''inductive 

l i m i t "による位相をみてえて得られる局所凸線形位相空間义ぱ，C)の双対に対しても同様のことを行なおうとする 

と，問題はやや複雑になる。（ダ (ズ，C))'は Radon測度の空[ISjと呼ぱれ，B o u r b a k i 〔4 〕，C h o q u e 〔5；!に詳しい 

結果が述べられている。最近出版されたAMヴi ；3：C献としてSchwarU〔26〕力'、ある。

(9 ) d A は の境界を示す。

(10) Bi l l i n g s l e y  C 2 ： P P . 11-1 4, D u d l e y 〔8 〕 6 . 1, P a r t h a s a r a t h y 〔23〕 pp. 4 0 - 42

(1 1 )たとえぱA は次の如くして構成せられる。まず奨速統函数<0:ぶ-»[0,1]'を

(1 for t^O ■

= for

[o for 1シ

と定義する。をして

/*(!»)-<p{hp(sc, F))

とすれぱ，これが所望の他質を満たUていることは明らかであろうe Billingsley〔2〕p. 8.

-— - 5 5 ( ^ 5 5 )— -

MUWWWijllltt mhI

( b ) 任 意 の 開 镇 合 G に つ い て  ニ ム / A;ゴ バ さ パ Gfc)

パ》(のさパの US ^„(F) \ h  (ha
a  a ^  X

(c) 任 意 の 閉 染 仓 に つ い て よ っ て （(b)を 用 い て ）

が /̂ „ ニ どが G ,2G «3 .......； nGft ニ 7̂ 。
k

パ パ ズ )に★弱ホするとは，各 /fi„ の定める 

( X ) 上の有界線形讽两数が，ドの定める有界線形巩 

函数に* 弱収東するととであ’る。すなわち

«;* —urn }!„== ft

iff lim //a(Z) ニ lim し/ パ。ニ j  .fdu 

for any fe ^ ^ (X )

次節以下にいては X は距離空間（距離はP ) と 

し，その上で定義されたBorel確率測度の空間'(_^) 

こ パめが考察の対象となる。 もちろ 

ん•^(X)の位相はノ/ペ X、 から導入される相対位 

相である。 .

2. * 弱收束の特徵づけ

定 理 1 ( * 弱 収 J!て の 特 徴 づ け ） { / U を ' （め の  

n e t , パ (义 ) と す る と き ， 次 の 5 命 題 は 互 い に 同  

値 で あ る 。

(a) —  l i m  ptf, =  pi

( b ) 义 上 で 一 様 速 続 な 任 意 の 函 数 だ に つ い て ，

l i m  / / < , ( G ) ^ / / ( G )

(c) n { d A ) ^ Q を満たす任意のBorel集合パ（/i 

一連続集合）について

Um ii„(^A) = [i{A)

(10)

i i 明 ） （《)々 (の ：一 様 述 続 な 面 数 は も ち ろ ん 速  

続 で あ る か ら ， こ れ は 明 ら か 。

を 任 意 の 閉 集 合 と し ，

Gfc = [xeX\p{x, F) < ^ }  •

と す れ ぱ ，

F n G x " ニ 0 -

こ の と き 周 知 の と お り 次 の 条 件 を 満 た す Z 上 の 一 様 速
00

統 m j U ' f c ‘. X - >  [0 , 1 ] が 存 在 す る 。

P on F  

[0 on Gl

また

ミ i ：：化

確举測度の★弱収東

n

f

w

i

u

m

^



[三田学会雑誌』70卷 6 号 （19?7年I2月）

A，-^ooとして，

HHi f i . ( F ) s K F )

(c)4=^(</) : § 明。

(c), (rf)：M め ：A を J«-連統お合，つまり // (M ) = 

m (a \ A )^ o としよう。

HS パ。{A)さ nSTju。(め  ̂ fi{A ) = {i (/I)

((c)による）

Hm/Zg ( ^ )ミ (^ )  >[i{A)~n  (yl)

((d》による）

かくして，limが。（パ）が存在して，それは//04) に相 

等しい。

(e)4>(a) : f が \め と し 任 意 の こ 対 し て ， 

a < f { x ) < , b

となるように実数もみを定める。 （/ は有界である 

から，このような《,みは確かに存在する。）//(めコ 

1 であるから,

ti{xeX I f (x )^ c )> 0

となるような<7はたかだか可算個である•そこで任意 

の fi>0に対して次のような数ら，ら，……, をとる 

ことができる。

(i) なニズ0<ら< ら< ’ く tmニ b

{") t广 t j一Iくら for メ= 1 ,2 , ......, in

(iii) fi {x I /X x )-む}ニ0 for j  = 0 ,1 ,2, ...... , m

いま

A j = {X(X I <?/}, y = l , 2, ......., m

，-,A m は互いに素なBorel染とすれぱ，ん ん , 

合で，

また

すなわちAj (メ= 1 , 2, 
がって(e〉より,

*•)は/<一迪統藥合。した

2 , ••••►*, tu

いま,

f* ニ そ/一I Xa / 
，

03) ,
と お く と ， 住 意 の X らX に 対 し て

1 / * 0 0 - / ( ズ ） | < €

04) ^
や あ る こ と に 注 意 し て ，

I j / d ju .- J /d f i l

+ I -  j / * d / /  I j

さ 2 s + プ S  i パ<»(ん ）一パ（ん ）I • I tj-i I 

極 服 に 移 っ て ，

i

I n n  I J / d j j „ ~  j / d f i  | ^ 2 s

(証了）

注 意  M/’ —lim パ 。 =/« and w*—lim パ a =  i；：7：r：>；u= リ

I E 明 ） ま ず パ レ と お け ぱ， も ち ろ ん —l i m

み ニ レ で あ る か 6 , 定 理 1 に よ り ， 任 意 の 閉 集 合 P  

に つ レ て

H F ) S ( i ( . F ) .

次 に / / 。 - / / と し て 同 様 に

/M {F)^i>{F) 

ti{F )^v{F )

し た が っ て ， も ち ろ ん 任 意 の 開 架 合 G に 対 し て も

パ （G) ニ  レ（G)

A / v iゴ G {ダ f；n / (ズ) ニ/ '—,} レ) ニ/ゾ} いま，

• /i {A j\ A j)^0 ニ {jPtf—.sets} n {Gj — sets}

注( 1 2 )パは y l閉包，i は >1のめ部を示す。 ■ .

(13) % A jはパ' の特性函数。 .

(1 4 )なぜなら，任窓のズ について，乂fA jなるA jが一*意に定まり，このメに対してむ-1 ^ / 0 )くむである。した 

力，、ゥてI メダズ) 一/ 0 )  I ニけ/-广/ (ズ）I シトむ-lOo

― ^ ' 50 (^5^) -■，'■■•""*

y

I
：j

■

\ 4
ai
a

■
いそ

b I
4

I

I

m
m4
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確傘測度の* 弱収束

とすれぱ，すべての開集合，旧集合はダの元である。 

したがって梦"上で /^とリとは一致する。明らかにダは 

fieldであり，その生成する（?- fie ldは • ^ (X ) を含 

む。ゆえ，に (Carathcodoryのi;ぶ張定理により）任意の 

E e ^  (ズ)について

fi (■£) ニリ（の

(証了）

すなわち， * 弱収柬による極限は、vell-definedで 

ある6 これと走理1 と力、ら，すべての； ソ义）また 

は A シ (ズ) ョ{ /eゲ ソ め 1 / は-^様速続}，について

j / み = J アリ

ならぱニレの成，り立つこともただちに知られる。

次 に — lim を約柬する，使利な十分条件を

ニ，三紹介しておこう。

定理2 2广c ダは次のような条件を満足する义の 

集合族とする。 ，

(1) Wu W ^ e ^ = ：̂W,nW2eW^

(ii) X における任意の開巢合は，茨^の可算個の元の 

合併としてまわすことができる。 ’

すると，す べ て の 梦 ^ こ対してlhiv/a(MO=/i(HO

が成り立つならぱ，tv*—\imfia=pi.o

(15)

証明） Wu ,T iVfS^ ならば n Wi

であるから，

( じ ニ ！:,《«OKf)- ！; ひ n n w o )

+ S  }i«{WiX\Wj^Wk) -■••• 
も > 3、k

+ S  jV\ Wk) .........
i . j .k

GをX の卯集合とすれぱ，仮定によって

注(15) Billingsley〔2〕p .14.

(IG) B^ix')~{y(X\ pix, >«)<e}o 

(17) Billingsley〔2〕pp. 14-15.

G=\JWi

ゾが存在する。そこでe>0を 満 た す W„

に対して

ft (H W i)> fi(G )—e
iる，n

となるようにを選べぱ，

eは任意であるから，定理 :1により所望の帰結をうる<

(誰了）

系 1 义を可分な距離空間とし，̂ CI> ^ を次のう 

よな条件を満たす义の柴合族とする。

(1S)

( i i )任意のx e X と住意の£〉0 に対して, 

xeWc.Wc：B,{x)

を 満 た す が 存 在 す る 。 ， 

このとき,すべての茨ぺについて 

limパ。( m = パぼ）

ならば,

10'

(17)

誕明）（n)によって，開集合G の各点ズについて， 

x iW d W ^G .

を 満 た す が 存 在 す る 。ズは可分であるから， 

GciUW i and W iCG

を 満 足 す る W„ らW 'が存在する。ゆえに

Gニ となり，定理2 の条件が成り立つのである。

(証了）

定理3 (；̂, |0)を任意の距離空問，{/M を-^(め 

の n e tとする。{パ。} の任意のsubnet { パ が、’ 収 

来 subnetを有するものとし，そ の （* 励来による :

^1(637)



r三田学会雑,誌_! 70巻 6 号 （1977年12月）

極限を共通に/1/とすれぱ， Hm である。

(その逆は明ら力、。) 

(18)

証明） 帰譲法を用いるとととし， が / に * 

弱収束しないものと仮定する。すると，* 弱収束の定 

在によって。次の条件を満足する/ み(X), fi>0およ 

ぴ{j«a}の適当なsubnet {パ。 が存-在すろ。

X v パ 〜 一 ゴ バ I

これ力、ら, {i«op}のいかなるsubnetも//に*弱収おし 

えぬこととなって矛盾。

(証了）

3. 距離づけと可分性

本節では空間の距離づけについて考察する。 

主要な定理は，ズが可分な距離空間であれぱ*弱位相 

を有するもまた可分な距離空間に位相同型で 

あることを主張するものである。これは甚だ簡明な主 

張であるが謀明は存外に難しい。われわれはまず三っ 

のレンマを立てて準備をしなけれぱならない。

定 參み ; ズ)がみa;>({A：})= 1を満たす測度で 

あるとき， もX )は ズ に 対 す る Dirae測度，ある.

ま点ダに質量1 をおいて定義される測度であるとH  

う。ズ上のD ir a c測度の全体をj でまわす。

レンマ1 ズはzTと位相同型である。

評明） 写後L <P'.X-> A なip.,XM d a n と定義すれ 

ぱこれは明らかに全射である。さらにが而連絲と 

なることが次の如くして示される。

まずろa n の定義によって，住意のズfみ 

に対して，

/dd(xy=f{x)

であることに注意する。そ こ で と す れ ぱ  

の速続性から/ ( ズ / 0 O

注(18) Billingsley〔2J p ,16.

(19) メけ》はぷ上の任意の可溯面数/に対して

f  ぬ(りニ/*(乂）

i. e.limj/c?(5(*,) = ffdd(xo)

，‘ w*— — ̂ <*o>

逆にw*—lim る（ズ。）.ニる(ズ0 )を仮定し，. と

しよう。しのときズ。の開近傍び力、存在して， {ダa } の 

適当なsubnet J をとる；*

€ X \ U  for all

とすることができる。距離空間A’は 7\ゆえ，速あま函 

数 g ‘. X  -> [0,1] で

ダ Cyo)==0, ^C-v) =  1 on ' Y \ ( 7  
を満たすものが存在する。するとこのどについて ,

J ダも X..ゾ ニ  1 an<

とれは当初の仮定に矛盾。

Jがるび 0〉.

(誕了）

<20)
レンマ2 ぬ'L ^ ( X ) における列閉集合である。 

証明） {も, } を —limも: = レとなる .Xの 

点列とし， J (めを示そう。まず{ a : Jは収束部分

列を有する。実際，仮にそうでないとすると集合

^  ニ {ズ1’ ズ2,  }

は閉であり，また•/!の任意の部分集合おも閉< 

UmS(a；rP = u と定理1 より,

W"'

リ(Z?)ば は "〉（5)

，て，パの任意の無限部分集合C c バに対して

レ（C ) ニ  1

が成り立たねぱならない。これはI*が確率測度である 

ことに矛盾。

力、くして{ズ《}は収来部分列{ぶ, , を有する。そこで

i i m  X ,
m-^oo

とすれぱ，レンマ1により，

を成り立たしめる測败と言ってもよい。

(2 0 )位相空問ズの部分染合/!が列閉级合であるとは，Aの点列{め,}が XoOCに収}fiするとさx ,(Aとなるととを言う0
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確率測度の♦ 弱収來 

に対して

が成り立たねぱならない。ゆえに//は列閉集合である。

(諷了）

レンマ3 ^^を全有界な距離空間とすれぱズ上の有 

界一様連続面数の集合シ(太）は一様収束ノルムの下 

で可分なBanach空間となる。

証明） 距離空問X はある完備な距離空間又 の 

调密部分柴合として等長に埋め込まれるととが知られ 

ている。ここではX の全有̂界性を仮定しているから，

又 はコンパクトである。任意のA グ（ズ）はズ上 

で一様連続であるから， / は义上.の連続画数として一 

意に拡張される。この拡張を/とすれば

^gdn— J"がリ《
(24)

(2°) 7^は連続：《>*-

義によって，

^grdfio \̂gtdn

T(//。）-> TOO

■lim とすれば，定

for all r。

sup
xeX

(3。） T'-iは連続：{；« a }を乂 (め の n e tとし，

ア(//a) -> TOO

L e. ^grdix„ ->.|め•め《 for all r 

とする。任意のg(れ め に対して，

I ^gdfta — ^gdii\ S2.\\g-gr\\

+ I \grdtla -  ^grdu I

したかゥて，

Tun 1 ^gdfia — 1 ^ 2  II g~gr \\

し力、し，g(シび) に対してII g 一gnk 11-^0を満たす 

点 列 {めカ请在するから，

Hin 1 ^gd(Ja -  \gd(i | ニ 0。

定理1により, T-1は連続。

以上によりTは と r (メ •:(；o ) c /?«>との間に 

算直積とし，写 像 T ;J ( JQ - > Rのを次のように定義す位相同型を与えることが知られた。したがって<_^(ズ） 

る。

\f{x) I ニsup ! / ( » ) !

X e X

したがってダび）と ^(め は Banach空間として同 

型である。

X はコンバクトゆえ，^ { X ) は可分。よってか(X) 

も可分である。

(証了）

定理4 ズを可分な距離空間とすれぱ_^(；̂)は距 

⑩づけ可能でしかも可分となる0 逆も可。
(23)

HE明） ■を可分とすれぱUrysohnの地め込み 

定理によって，ズは閉区間[0,1] の可算直積に壇め 

込まれる。したがってズは全有界に距離づけ可能であ 

る。

レンマ3 により，パ X ) は可分。そこでる^(ズ）の 

可算凋密染合を{め，め， }としよう。Rの を R の 冗

以下，：Tが* ^ ( 'Y )とy ( J (ズ)）c7?のとの問に位相 

同型を与えることを示す。

(r) T は単射：7X//〉ニ7’レ）であれば

J'ど?■ゴニ Jg?•ゴレ for all rニ 1 ,2 .....

{め，g2>……}は％び )で刷密ゆえ，すべてのかか（め

は距離づけ可能であり，まただ⑦は可分ゆえ，ポ X 、 

も可分。

逆に，* ^ ( 'Y )を可分な距離空問とする。レンマ1 

によってX は D ira c測度の空間d に位相同型である。 

/j ( Z ^ ( X ) は可分であるからA’ も可分。

(証了）.

系 2 A■を可分な距離空間とする。このときズ上に

>±(21)位相空問-̂ 艇命の成兽を见よ。たとえばKelley〔17〕p. 196.

(22) Dunford-Schwartz〔9〕p. 437*

(23) P a r th a sa ra th y〔23〕pp. 43-44.

(2 4 )定理1のあとに述べた注意を見よ！
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元の距離と同値な断離を定め，その新し、距離につい 

て有界かつ，一様速続な西数列{め, め，.•…. }で次の 

ような条件を満たすものを存在せしめることができ 

る。すなわち，' ( X ) における任意の点列レ,*}に関 

して

'(；* —h m  ( in  ニ  f i

ね HPリズ grdn .^^ l^g rdu

for ダニ 1 ,2 ,

さて'Yが可分な距離空間であるとき， ' / r m は具 

体的にどのような距離によって距離づけ可能である力、。 

次にそれを梭討する。

まず i?らダについて仏（め = I E ) < t )

どする。このときバ，リしグ（X ) に対して，

リ) = iiif {^>0 I i i { E ) S v { B . { E ) ) + B  

and v { E )  ( E ) ) + e  fo r a ll Ee^^}
(25)

と定義すれば， ゥはメグ( X ) 上の距離となる。この 

距離をPrサ oroYの距離と言う。 重要なことは , 

Prohorovの距離によって定まる• ^ ( X ) 上の位相は 

* 弱位相と一致すること，これである。以下，その証明。

はじめに- ^ ( 'Y )の点列：{//,,}と /«5乂 CX")につい 

て，lim 7}(fin, / 0 = 0 を仮定する。任意の《> 0 と閉

集合F に対して，

メ<€

力、つ

パ く ぐ +を

を満たす3> 0 をとる。 （実際，このような5 > 0 は 

存在する。）この5 について，十分大なるn をとるな 

らぱ

<5

'とすることができるから，やはり十分大なる"につい
(27)

て,

(F)) +5<//(70 + も 

ところでe > 0 は任意であったから，

ゆえに定现1 により，

W-* — lim/Urt ニ/

逆に，tv*-limiun=-/uを仮定する。 任意のe>0に

対して，3 5 < sを満たすように5 > 0 を選ぶ。半径が 

5 よりも小で，しかも//に関して速統集合となる開球 

を以てズを披覆する。A3よ可分であるから，それは可 

算部分被覆を有する。これから周知の手法をつうじ

てU A iニ X, AiV\Aj (/^ j ) かつ diameter
i ニ，

of A t < d を満たす速統染合A , ん，……を構成する
0O

ととができる。リ ニ'Y であるから，十分大なるた 

について，

ji (Uん メ  1一S (1)

ん，ん，" .…，んに属する集合の合併から成る（有 

限》集合族を' とすれぱ，^ の元は；《- 速続染合で 

ある。 ニパから，任 意 の グ について，

十分大なる《をとれぱ，

I パ i

これと（1 ) と か ら '

(2)

(in CU >  1一2(5 (3)

t’ニ  1 , 2, k]

さ て と し ，

/4ニ U {Ai  I A{  n B^0

とする◊

k
E cA U  (U, Ai)^

A c B i(E ) (なぜなら diameter of <5) 

と不等式(1)(2)(3)力：》ら，十分大なる？Jについては

注( 2 5 )次の公準.だけを確認しておこう。7) 0 , 1^)-0とする。このときすぺての閉染合. Ftpついて//(のニリ( F ) である。 

したがって，すべてのBoi.el集合ダに対しズ/Kゆコリ（め，すなわちパニリが成り立つ。{JE触こ関する他の公準 
の証明もをlio 

(26) Billingsley〔21 pp, 23&-239.

(27) //,,(/'、）く パ n (ガペ/0)+|~< C-P')+4+-|-< (iO*H
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確傘測度の* 弱収}|̂

(E)) +23

ここで3(5<£であるから，十分大なる《についてほ， 

V (が，t^n)<£o

ゆえに

Hm  り（// , / / „ )  =  0 (誕了）

，さて，ズ が 可 分 で あ れ ぱ も 可 分 で あ る が ， 

ノへぬの可算稱密な.部分集；̂を具体的に見出すこと 

ができるであろう力、。次の定理はその問に赏定的な答 

えを与えるものである。

定理5 (可算糊密部分集合） A'を可分距離を問と 

し，Z)は'Yの可算:偶密部分集合とする。このとき£>の 

有阪部分集合を台とするよb すみ. ('Y上の）確率測庇の 

^ { D ) は ノ/ び）において调密である。

(2 8 )

証明） X の有阪第合を台とするような確率測度

の盤合を* { X ) としよう.。D がX で獨密であること 

からダ （£ ) ) は> ^ 0 0 において獨密である。またグ 

(Aつは^^の可算部分染合を台とする確率測度の作る 

空間にお い て獨密である（容易！）。 したがって 

(A ')の任意の測度が， 可算部分染合を台とする測度 

の* 弱収束極限になることを示せぱよいことになる。

まずパレ/ダ(；̂)を固定する。Xは可分であるから， 

各白然数タけこ対して，

义ニ U ん‘プ， け n ぷ for j キ k,

Anj e -^(X) for all n, j  . 

diameter of for all J

を満たすような{バ《i } を選ぶことができる。っぎに 

Xnj f A n }を勝手に選び，測度 f in を

パ メ ）ニ /% ({ズ》1_/})，

と定義する。geシ（X )を任意に選んで 

ニ inf g {x)

i9„j = sup g (x)
：Vf/lれプ

とするO g は-"*様速続であり，またプ' について"一様に 

diameter of Anj—>0 as «->oo.であるから,.

sup { ( in J ~ C C n j ) - > 0

さて， の定義から，

I jgdf^n- ^gdli I ,

ig- g  (Xnj)) dfi I
A .

さ sup (i9ni~«n/)->0 (as n — >oo)

g ( ^ ( X )は住意であっ'たから，《；*—l im が" = パ。

(証了）

4 . コンパクト

次の定理’ほ义のコンパクト性 と のコンパク 

ト性が同値となることを示す霉耍なものである。

定理6 (コン.パクト) ^ ( X ) がコンパクトになる 

ためには义がコンバクト'であろことが必要十分である。

tr:明） < 十分性〉 まずA'がコンパクトな距離空間 

としよう。こ の と き は -可分なBanach.空間 

となる。ゆ え に ( X ) の点列{だ《}ミ=1が存在して，

めニ1 ; II gn II さ1 for all n ■ ■.

かつゅび ) における0 を中心とするii4位球 Soの中 

で刷密とすることができる。写像 

1 ] ~ を .

注（28) B illin g s le y〔2〕p. 237, Pai th a sa ra th y〔23；) pp. 44-45.

( 2 9 ) 実際， まず ( i fダ (A' ) の台を {め，* 2 , が„ } とする。任意'の € > 0 に対して， 各 ( « = 1 . 2. •••, n ) を中心とし， 

平 後 1 / fcゆ= ^ ,2 ,  のpfj球 " , ん(も) ひ‘ニ1 , 2 , …，n ) を作る。 D ニX ゆえ，各 i に対して必ず冗いに相おなるy k iらD  

力'ホ 在 し て Vkぺ B 、l k ( s c d とすることができ.る。そこで {yjti, Vk2, V k r . )を台とする確ネ測度V k eダ ( j y ) をシぶが" }
ニ 1 ,2 , ..., ? 0 と定義するならば，任 意 の ダ / び）とク 0 に対して, 

sup I g(X i)~g{yu )  I -»0 as fc->oo
とすることができる。ゆえに .

I j  gd/tt — j* gduk I -  I - '；i ]g (y d n { {y u \ )  I ^  I ]  I g(Xi)~-g{yki) I ({ダ

(30) Parthasarathy〔23) pp. 45-46.

61(641)
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JJ I~~> ( j  gl d[i, j g td fi, )

で定義すれぱ定極4 で示したと同様に，T はンT ('Y) 

と[一1 ,1]~の部分俊合7、レグ（ズ)）C ト 1 , !]«>との 

間に位相同型を与える。そこでT G ^ O O )が[一1 ,1]- 

の閉部分集合であるととを誕明しよう。そうすれぱ^  

( X ) のコンバクト性が示されたことになる。

{M n }を丁レn )—. K びU ^^2 ,. . ‘ .）となるよ.うな* ^  ( の . 

の点列とする。またぶを^ & ( X )の阜位球に厲する 

任意の函数とすれぱ，{めJ の部分列k » r } が存在して，

II gnr-S\\  - ^ 0  a s  グ- ^ 00(

すると，

fX

+ gnr)^f^

^ 2  II g -g n r  1! +  I gnrdf^n ~  grird/^m I 

したがってT U in )力;収束列であることを考慮して， 

w ,\ '" lo o  I J r  が パ J ズ Sdtim\^^ II g~gnr  K o 

そこで r->ooとすれぱ，

m,n-*o3 I S^f^n ~  g(^Mm I 二り.

かくして， の単位球S o の任意の元ダに対し 

て

lim \^gdiJn=A{g)
71> %J X

が存在する。任 意 の ソ X ) に対して適当に6'キ0 

をとれば，必ず c/cSo。とすることができる。そこで

A { f)= cA { f/c )

と定義すれぱ，， は明らかにwell-difinedである。

1 とま た パ は （ズ）上の正の線形仇函'数で II A 11
C31)

.なることは容易に確かめることができる。 ゆえに ,

Riesz-Markov-Kakutani の定理から,

/<(/) =

を満たす（Bore l)確率測度//が存在する。とくに 

g fdn^a r  

である。カぺして

T  { fx)  =  {a x ,び2，  )

となり，したがってT C ^ (ズ)）は閉染合である。

< 必要性> 逝 にがコンバクトな距離空間とし  

よう。レンャ1 , 2 により，ズは' ( 义）の閉部分染 

合 i と位相同型である。よってズはコンパクト。

(証了〉

完 備 性

定理7 (完備性） ズを可分な距離'在問としよう。 

このとき乂/ (ズ）ボ、(位相空間として）完織となるた 

めには义が完備であることが必要十分である。

(32)

証明） まず位相空間-^般論でよく知られた次の 

ぎ実に注意しておく。すなわち， （Alexandroff)

" ある距離空間が完備であるための必耍十分 

条件は，それが(他の)完備距離空間の-集 

合として位相同型に埋めこまれることである。 

このときは，他の任意の完備距離空間への埋

め込み（もしそれが存在すれぱ）の像はすべ 

てGa-染合となる。"

< 十分性> まずX が完備とする。义は可分であるか 

ら，宾理4 でおこなったように，Urysohnの定理から， 

X は全有界としてよい。その完備化ズはコンバクトで， 

Alexandroffの定理から， はタのら-柴合である。 

いま

ムニ  {fi e ^ ( K )  I f iび \ズ) ニ0}

<30
とするならぱ，̂ 0 と (めとは位相同型である。定 

理I 6 か ら び )は コ ン パ ク トであり，したがって完

注 ( 3 1 ) II A II ニsup I A (f) I =sup I lim  j fdjin 1.^1 
f(So feSo n J  X

であり，しかも / i ( l ) ニ1 であるから， M i l  ニ;U
(33) P arthasa i'a thy〔23) pp. 46-47.

(33) K e lle y 〔17〕pp. 207-208. '

( 3 り 各 み ズ 。に対して， のへの眼定を / jとすれぱ， v~^ ii n： ' 0 と 乂 （义）のllljに位;il洞型をi j•.える。

^ii642^
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備である。ゆえに乂  (X)が完備であることを示すに 

は，"ん が ' び ）のら-集合であることをIE明すれ 

ぱよい。以下その証明。

A 'は X の G,- 集合であるから，

Gi 3 ^2 2  ••••••,

C[Gk ニ X

を満たすX の開集合の列{Gfc}が存在する。明らかに 

^ o - n  { / / 6 ^ ( X )  l^ a\ G /,)= 0 }

= n n  { // (X )  i fi ( x \ G k  <.— }

ここで，巢合

がノグ( X ) の開藥合であることを示す。つまり，

が閉であることを言えぱよい。いま 

- lim (in= fif f̂ n {^\Gk)

とすれぱ，定理1から，閉染合又\ G kについて，

// (X\ Gk ) CX\ G ,)さ+

i

かくして，• ^ o は 乂 び ）のGd—集合であり，ゾへX) 

は完備である。

<必要性> 逆に乂'(ズ）が完備， 可分な距離空問と 

しよう。レンマ1 , 2 より，义'は乂（のの閉部分染 

合d に位相同型であるから，A'は完備である。

(証了）

6 . 緊 密 性

定 義 r を 乂 (X )の部分集合とする。任意のe>0 

に対して

fi (K t) ̂  1—e for all fx (P

を満たすコンバクト集合K. d X がな在するとき，r  

は一後に緊密（uniformly tighりであると言う。

定理8 (緊密性と相文、t コンパクト） 乂を完備，可 

分な距離空間とする。このとき，r し /へX、が*弱 

位相について相対コンバクトであるためには，厂がー 

様に緊密であることが必要十分である。

証明） <  十分性 > まず/^がー様に緊密である

ことを仮定しよう。すると定義によって，各自然、数k 

に対し’

// (/Cfc) >  1—4  for all fi e r

を満たすコンバクト集合が狂在する。ここで一般性を 

失うことなく

1く、こ KzCZ......

とすることができる。ズは可分な距離空間であるから, 

X には可算基: ^が存在する。そこで

0 n K/C ； k ニ 1 , 2 , f/e ^

の形の^^合を考え，このような集合の有限個の合併か 

ら成る律-合族をとしよう。すると

r  ^ は可算集合。

2。 1̂ 2, - 2 ^ とすれぱ,

U

^ の元はすベてコンパクト银合C

さて，{パ《}をr における任意の点列としよう。対角 

線論法によって，{/M から適当な部分列を選び， 

す べ て の に つ い て

(H0 ニlim iW) (1)

が存在するようにする。いま，任意の聞染合Gに対し 

て

li(G) =sup a (WO 
WczG

(2)

を満足するような// d び)が存在するものとすれ 

ば，

=パlim

が成り立つ。なぜなら， W ^cGとすれぱ， a (W) = 

lim ^ lim  UnJG ) であもから /i(G )^yr5
Ul m Wl

//„„,(G)oゆえに定111によって, か*， ニ''

注(35) Billingsley〔3〕pp. 10-1も Dudley〔8〕10. 4 には別証がある,

—— 6 3 ( ^ 4 5 )  —
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である。かくして(2)を満たすようなし /ダ('Y)を見出 

すことが，以下の行論における眼目となる。

一まず《1)で定義された《 (.)は次の性質を有すること 

は容易に知られる。すなわち tに，l iV 茨に対して

C a 0ゲ,）さ a ( Jゲ2)

VKin'H’；(==0 

« (W, U IV,) =a(H^) + «びド2)

« W U が2)シ 0ゲ】）+ひ（1ド2)

(3)

(4)

(5)

次いで，各iifj®合Gに対して

/S (G) ニ sup a (W) 
\Vc:G

(6)

と定義し，さらに任意の部分集合i l f c 乂に対して

(7)r (M )=  inf/8(G) 
\ fcG

とおく。明らかに，開染合Gに対しては/9 (GO =  r (G)

である。

^ (  • ) は開集合に関して有限劣加法的である。 

その誰明：IFcGiUG^,

とするとき，

ニ {；t f W  I jo(x, ( V ) ミバズ，Gj^)}

F2={x(W  I p{x, Gt^)^p(^x, Gパ）}

とおく。 い ま 仮 に と し ょ う 。そこで 

か つ パG iとすれぱ，：c (G ioしたがってG/ が閉 

であることから， レ，G,^)=0<p{x, G:c) となり矛 

盾。ゆえにへc G iでなけれぱならない。同様にして 

FgcGs。1へ, パ2はコンパクト染の閉部分银合で 

あるからやはりコンバクト。F,, F:のコンバクト性と 

/'’,CG,, F2CG2 から，次のようなly,, が存

在する。

F .cH^.cG ,

f ^ c lV  ぶ G2 

(3), (5), (6)から

ct(W) ̂ a (W ,U W ,)^a (W i) +a(W2) 

さ 航 ） +  W 0 。

'5 ( ，〉は開集合に関して0- 劣加法的である。

その謝明：いま

H^c U C„

とすれば， tのよコンパクトであるから，

N
t'Fc U Gn for some N

したがつて/ 9 ( . )の劣加法性から，

« ( 1りさ /5 0 J G „ ) ^ E / 8 ( G „ ) ^ £ / 9 ( G „ )

U G „ に含まれる1ドについてs u pをとれぱ
fl=l

( U G „ ) ^ E ^  (Gn)

( • ) は外測度である。

その証明：r が単調であること（i, e, M ,c M 2= ^  

^ (仏 ）さ f (.M2) ) は自明ゆえ， r が .び-劣加法的で 

あることさえ示せぱよい。任意の e > 0 , 任意のM„C 

X について

を満たすように開集合G „(«ニ1 , 2. …）を選ぶす 

ると/9のび- 劣加法性から，

r (U M „ )^ /3 (U G „ )^E j3 (G n )  

< E r  ( M n ) + €

は任意であったから，

r ( u M « ) € S r ( M „)。

すべての閉集合は可測である。

そめ証明：示すべきことは, 任意の閉集合と，任

意の部分狭-合M e 义 に 対 し て ■

r  ( M )さ r (Mn F ) +  r  ( M n  f <>) (s)

が成り立つことである。しかし(8)を示すためには，す

べての開 1̂ミ.合じについて

H G ) ^ r ( G n F ) + r ( G n F ^ )  (9)

が成り立つことを示せぱ十分である。蓋し，

, G つM  ニニ:> H G ) ^ r  ( M r \ F ) + r ( M n P ^ )  

ゆえGについて i n f .をとれぱ(syを得るからである。

6 4 (6 4 4 ) ---------
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確率測族の》弱収東

任意の£>。に対して 

W,aGnF<^

a{W ,)>  p(Gr\F^)~e 

を成り立たしめるw v茨 と

W^aGnWo^ 

a (W ,)>  p (G nW ,^)-e

を满たすW V f とを選ぶ。 W^onH^ = 0 かつ M̂o, 

IK .c G であるから，（4〉により，

|8 (G )ミ a O 'F。 U W,)  ニ a (Wo)  +  a (W,)
> #(Gni^e) +晰 rWoC)-2e 

ニ r  { G f \ F < ^ ) +  r (GnF)- 2s

こ; からただちに(9)を.得る。

上の命題からすべてのB o re l集合は r- 可測とな 

る。

そこで r のへの隅定を / iとすれぱ， j«はX 上の 

測度で，しかも各開免合Gについては，

/ / (G )= r (G )= /5 (G )。

したがって/«は(2)を満足する。最後に

1 さ jM (X )  ニ /9(めミ  Sど P  « (/ < ■ * )  ^ s u p ( l - - i )

から， は確率測度である。

<必要性> 逆にr c j (ズ)が相対コンパクトである 

としよう。S、, s ' , …を半径d'の開球でUSn = X を満 

たすものとする。任意の £ > 0 に対して

N
•6が ニ U S"

y« (^iv) > 1 —€ for all fi eF

を満たすルが存在する。

その现山：もしそれが正しくないとすれば，

あ る w r とが存在して，

パiv('̂ iv)さ1一£ . iV=l,2,...‘.，

r は相対コンパクトであるから，{パiv}の適当な部分 

列{/MiVm} をとれぱ

— pi firii— M (ズ） O-O)

しかし，そうすると，

ft o(^iv)ざlutt fi jVm(Sjy)ぶ in l(1が,"(- îyw) 

^1-e

である一方S n 〜X となるから, & [ H t 不可能。（以上） 

このようにして, 各 e , る> 0 に対して,

fi (U 5 n )> l —£ for all /i eP
nニI

を満たす半径5 の 開 球 ，. ‘ 5 がが存在する。そこで

バ（USa；„) > 1 - '^ -
n=i ム

を満たす，半径 i / f cの球 S k u … … ， Sfcがをとり，

K
00 N k
n u Skn

とすれば/(はコンバクト（n U み "の 全有界性から）で， 

{.t ( / f ) > l  —£ for a l l {i らr

(KtET)
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