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選好パラメタ「完全決定法」についての統ft*理論

 古典的ニ財モデル------

松 野 — 彦

序

ペルヌーイ♦ ラプラス型の選好関数のパラメタを測定する方法を考察する。測定の方法は種々考 

えうるが，⑩ に r完全決定法」と呼ぱれる方法が用いられることがある。

この方法は統計的推定問題に対する一般的原理一例えば最小二乗法とか最尤法—— から導かれ 

るところのものではなかった。むしろ，そういった標準的方法が役に立たないという現場にお い て , 

実用の立場からあみ出されたのが完全決定法である。

従来の方法にとって代るこのような新しい方法が提出されたならば，その方法を統計理論的に吟 

味してみるという間題が生じる◊ この完全決定法が通常の推定原理に照し合わせてどのような考え 

方に基づいているのか，または通常の推定原理の枠外に位置しているのか，これらの点につ い て完 

全決定法の考え方を整理しなければならない。 >

また，この方法がパラメタ推定の方法として適当な方法であるかをも明らかにしなければならな 

い。すなわち，推定値として望ましい特性を持っているかどうかという間題である。この問題は， 

完全決定法による推定値の標本分布を導き，その分布の形状を調べるということによって解かれる。 

そして，この論文では完全決定法の標本分布論に関するいくつかの試みが提示され 2̂。）

* この研究は，灶村江太郎教授のセミナーで報告された力，、，その機会を与えられたこと，また議論をして頂いたことについ 

て迁村教授及ぴヤミナ一-のメンバーの方々に御礼中し上げたい。

特に，小尾恵-^郞教授からはこの論文ができ上がるまで，多くの指導をうけた。深く盛謝したいと思う。

論文の中の誤り，不jfe分な点は，当然筆者の資任である。 '
注（1 ) 完全決定法は，灶村江太郞f消資者行動の理論』,有斐風昭和 39年，第 5 , 6 章，及 び K. Tsujimura and T, 

Sato "Irreversibility of Consumer Behavior in Terms of Numerical Preference Fields,，， Review of 
Economics and Statistics, V o l.4 6 , (1964) pp. 305-319,に登場した。その後， 村 『消費溝造と物価』勁草書成 

1968ギ，灶村，黑旧昌裕5*日本経済の一*般均海分祈』筑摩書房，1974年においても利用，言及されているところの選好 

関数測定法である。

( 2 ) 完全決定法の統計理論的解明について，この論文では扱いきれない幾多の間題が残っている。しかし，この方法り良 

さについて今までなされてきた推測'に対する答は提供でさたと考えられる。また，完全決定法の含んでいる確-率論的仕 

祖みについてのS1解は深められたと,思う。
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一r三田学会雑誌 j 70巻 3 号 （1977年 6 月）

§ 2 では，計測の対象となる消費者選好の確率モデルが示される。それを推定するための完全決 

定法の手続きは§ 3 で与えられる。分析の範四がどの程度に及ぶかは§ 4 で述べられる。§ 5 , 6 , 7  

では，完全決定値と呼ぱれる統計量の性質が調べられる。§ 8 ,  9 では，完全決定法の手続きの中に 

登場する決定値のヒストグラムに関して分析がなされる。

2 . モ デ ル

2 - 1 構造:t 程式系，誘導型

完全決定法によって測定しようとしているのは，次の型の選好関数で、ある。

( 2 .1 ) / ニ ( 《;l +  <7l)h (び2 + び2)ゎ

これは2 財モデルのペルヌーイ，ラプラス型選好関数であって，( h , び2は各財の消費量であり，パ1, 

お, は 未知バラメタ。消費主体を家計としてパラメタひ1, びパよ, 世帯人員数情によって次の 

ように動く。

び1=«11 + ぴ12讲》 . .  . '

び2 = び21 + び 22"?.

収支均等条件は次のように書ける。

(2-2 .a) M i + M 2= 1^

ただし，ク1 , は各財の価格， は支出総額である0 制約（2 .2 .a ) の下で効用/ の極大条件は，

(2.3) + €(12̂れ+ (h) ニN h 0 x 2 i  +  oczzfn+.fh)，
(3 )

以上より，支出額， ニヴ決定の構造方程式系は，

(2 .2)

(2.4)
1 r ；i? r

、1 一 、だ2,

0 0 0 0 11
ド：I'I

22
之3
ズ<1

[ z s )

ここで

1̂ 2

(2.5) だ= [? \  デ2 な?"4] ニ [ 一び11,-^0(21,一び12， トび 22]，

2 ' =  O iも ‘" ス5] =  [/>1 P2 m jh  "ゆ2 Y ~\.

で期間に渡る時系列データ， [丑 / ィ =  E m , Zrt , ", ^6f], t  = l , …，T , を使い， バラメタ

注（3 ) 完全決定法は， （2.1 )以外のi i でより多くの財についての選好関数の測にも用いられる。冗に,習慣形成を考慮し 

たモデルをも対象にしている。その点では，ここでのモデルは一'番简なものである。 （2 .4 )は r消費者行動の理論』 

ポ6 章の-お典的モデルである。 、’
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選好パラメタr完全決定法j {.coy、ての統計理論 

«'==D3バ]が完全決定法によって推定される。

完 全 決定法 の 標本特性を調 べ る た め に デ 一 タ 発 生 の 確 率 的 モ デ ル を 次 の よ う に .定 め ス

( 2 , 6 ) [ i 一 幻 = [さ/ さ]ス** +  [ 1 ] .

すなわち，限界効用均等式に搜乱項U tを含んだシa ッ ク モ デ ル と す :!で》

ル一 1であるなb ぱ，次の誘導型（需要関数）を得るb '

=じ '1 ]之‘' + " .t= n z . t + v . t，

2 - 2 内生変数の分布

携乱項めと外生変数z . t の確率的性質を次のょうに設定する,

l i t〜N ゆ び2),

め と U sは独立，
(2.8)

は繰り返される標本抽出で一定， ,

Z : は位数5

.誘導型( 2 , 7 ) と 仮 定 （2 . 8 ) に よ り ， 内生変数の分布を得る。

( 2 . 9 )ぐぺほパー : : S  '

- E . t と は 独 立 ，

ただし, (o=(jリび+ i y .

■ 以下で現われる極々の統計量は，ど，レの何らかの関数として表わされる。これら統計量の標本分 

布を導くには，も と の の 分 布 （2 . 9 ) 力';基本となる(。5)

分布（2 . 9 ) の共分散行列は特異行列であり，E u は，確率1 で，E z tの線型関数（回掃式）とし 

て書ける0

( 2 . 10) E tt  =  +  O)''̂  (  —0；)  (^2^ —

= ミ5t 一 ̂ 2t，

すなわち，収支均等‘式にもどった。（さ.9), ( 2 . 1 0 )より，内生変数すベての分布を書き出すと，

法 （4 ) 完全決定法の採用はより複雑な現実を前提としていると考えられるが，ことでは簡i)iなシg ックモデルを仮定する- 
( 5 ) 理論-t：デ ル （2,4> と同様に確率図式も静学的なものである。動学的確本国式にするには， 習慣形成を含む理論-もデ 

ルか，系列相閲を舍む揽SUJiを考えれぱよい。，そのような旧式での標本分- 論は, 非常に難しいものとなもう。

'57 (311)



[三旧学会雑誌J 7Q巻:3 号 (1977年 6 月）

(2 .11)

E 2T

E±t
z^. —  hz.

メ2. ' Eii 、 NiZnzf o)It ) ,

ただし，25./ニ [ズ51…■2'5ァ] ‘

2 - 3 識別性

確率構造方程式系（2 . 6 ) のパラメギもr の識別性を考える0 制約 i) iり収支均等式

にはス6«が係数1 をもって入り，限界効用均參式には之5 t は入らない，の下でパラメタA ?■は識 
C6)

別可能である。

モデルは更に制約i i i ) 収支均等，式の提乱項は恒等的にゼロ， i v ) 収支均等式のゼロ制約，及び
( 7 )

れ1"制約，を含むが，i) i i ) だけでグの識别には充分である。

3. 完全決定法

完全決定法と呼ぱれる限界効用均等式の測定法を提示する◊ モデル（2 * 6 )第二式の外生変数ス:U
( 8 )

." Z "には高い相関が観察される。そしてこの多重共線性による最小二乗法の推定値の不精確さを
( 9 )

避けるということが以下の方法を採用することの動機であった。

3 - 1 推定式

完全決定法の基礎になる完全決定値は携乱項を含まないで本の限界効用均等式を使う。

■ ( 3 , 1 ) Eitニ. P Ezt +  T'乏.t,[= 1 , ..，，T,

ここで ;g . /ニ ! 観 察 値 丑" , E仏えt が与えられた時，未知パラメタはA U , ド2, ?*3, 7*4の 5

注 （6 )  T. C. Koopmans, H. Rubin, and B. Leipnik, "Measuring the Equation Systems of Dynamic Econo- 
mics" Chapt 2 in T. C. Koopmans(ed.) Statistical Inference in Dynamic Economic Models, New York: 
John W iley and Sons, Inc. (1950)による。この時，( 2 .5 )より叫 も識別可能であるが，/9iル個別には識別不能 

である。

( 7 、‘ R..Stone "Linear Expenditure Systems and Demand A nalysis: An Application to the Pattern of 
British Demand," Economic Journat, V o l.64 (1954), pp. 511-527,では，制約 iv) も考慮した最尤法が試みら 

れている。更に網約 iH) も使った最尤法については，R‘ W. Parks ^'Maximum Likelihood Estimation of the 
Linear ExpemUture System," Journal of the American Statistical Association^ V o l.66 (1971) pp. 900- 
903 ,を参照。

. ( 8 ) この点については『理論』第 5章又は 6■物価』第I5章を参照されたい。また，観察誤塞と多重共線性がある時の最小 

ニ乘法の標本分力iは，K. Matsuno "Multicollineafity and the Exact Distribution of the Least Squares 
Estimators in the Error Model," Keio Economic Studies V o l.13 (1976) pp. 53-68,で導かれ't いる。

( 9 ) 古典的消費理論に対する習慣形成仮説のほ位を確かめる，という統評学的手法にはのりにくい仮説検証を行ないたい 

ということも大きな理由であろう。§3-4参照。 ■ ‘
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選 好 パ ラメタ「完全決定法j についでの絲許迎翰 レ

個であるから， ( 3 , 1 ) の中から5 本の方程式を取り出し，そ れ を ル r にっいて解く0 7、本のpb 

も，.，.…，な番目の方程式を取り，それによゥて解かれたタ，だの完全決定値をみ ,】. . .か ビビ ,^6ニ 

と書く。これは線型方程式を解くこととなり，

(3.2) [fe::::]

ただし

(3 .3) 玄む…ね= | l " i

ここで仮定( 2 . 8 )に よ り は 位 数 4 を持つ。更に，確率変数ぐ" …, E a t s は非特異正 

規分布に従うということから，( 3 . 2 ) 右辺,の逆行列の位数が落ちるのは確率ゼロでしか起らない。 

すなわち，仮率の下では完全決定値は確率1 で存在する。 ‘
. • »

3 - 2 完全決定値(jp集まり

T 本の方程式から，非復元で， 5 本取り出す方法（組み合せ）は，

通りある。従って完全決定値[ら1 ... ね はA'個ある。が個の決定値を[bt, c \ l  [ろ2, C '2 ] ,

’…り，[ゐが， が〕と表わすこともある6 特にiV個全体を考える時には[わ„  c \ ] , " = 1 , ..." . N と 

いう添え宇を用いる。

3 - 3 決定値のヒストグラム

iV個の決定値は5 次元の直交座標空間に散らばるクトルである。 5 次元の完全決定値空間にお‘ 

ける決定値iV個の散らばり方は，ヒス'ト，グラムによって表示できる。

5 次兀空間のそれぞれの軸を/(，一 1， …，5, 個の区間に区切る分点を

(3 .5) [zife  hk], k ~ l , …，K,

とする。これによって作られる各軸の区間をんもニ[らもら+1),んた- 仏 も ン ん ん ニ [もん，ら*+1),

一々1 , ....... , 乂》一 1，とする。んも，…，ふの直積をノも. ‘，&5とする。これは全部で / ( 三!!（/(，一 1) 個

ぁる。 ' • ' 1 、

'矩形’ ゾ …A8に落，ちる，すなわち，

( 3 .5 . a) iikiくb nくiu(i+i,4 &2^ < 4 *2+11 ....... , ん*5くり4nくらjts+i

となる[ろ„ Ci„.-C4„]の個数をM l…A sとする6 矩形 / 上に高さÂ Ai..,Asを取り棒柱図を插 

ナぱ，.それは/ / 個の決定値の散らぱりを示すヒストグラムがとなる。

-— 59 ( 3 1 3 }  ----
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6 つめ軸の内特定の一軸，例えばわ《に関するもの，をとってこのヒストグラムを描けば因1 の 

ようになる。づ ^元だけのヒストグラム，今は仏と書く，は完全決定値 の m arginalな散らはり

区間分けの中で特に定めておきたいのは，線 棘 正 ， に分ける方法である。すなわちヒスト 

グラムだを作るのに, ’

Hit 4 i，.イ.51]ニC一の，一*^，".，一の]

("3.6) [̂ 12 42..イ 52] ニ [0，0，’..，0] ，

[il3 i:23，.ベ53] ニ t> , ①，."，

と定める。その結果できるヒストグラムは，決定値 [むmど"]をその個々の要素が正であるか負で 

あるかにょって仕分けした状態をまわすことになる。例えば2 次元について描けば因2 のごとくに 

なる。 4 っの棒柱の高さは（レ ら ）が （+ , + ) , け ，一) ，ト + ) , ト 一 ）である決定値の個数

を表わす。

(10)
3—4 決定値による検疋

§ 2 に提示した古典的仮説との比軟において"習慣形成仮説"が 

考えられる。習慣形成仮説に基づいても，そこに含まれるパラメ 

タの完全決定イ1̂1が数組得られるゎけである。両仮説によるそれそ 

れの完全決定値の安走性（集中度）を比較してみる。 雨者の安定 

性をくらベて，より安定鹿の高い決定値を生む仮説の方を採択す 

るという梭定の方法が考えられる。この時，安定度とは直感的な

"Iirrevci‘sibmty>^" 'section V を參照。
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選好パラメタr完全決定法j についての統計理|命 

ものであるが，§3—3に述べたヒストグラムの^^中度であるとも解される。

ヒストグラムの作り方は，矩形ム1…* 5 の取り方に依存する。前述二つの仮説のi t 較においては， 

完全決定値の符号による安定度が重視されていた。これは，ヒストグラムを作る時に(3 .6) の意味 

する区分で， を作ったことになる。

3 - 5 決定値によ5 推定

iv個の決定値を，何らかの方法によって一つに縮約するととによって，最終的なクr の推定値が

得られる。例えぱみ1 •..もI の単純平均（groupedまたはungroupe4),中央値, 最頻値をとれぱよい。

ま際の分析では, 次の方法が取られている。〉まず，上述の符号による安定度を吟味した上で，一

番集中した符号，例えぱ（6„ Ci„.-c^„) =  ( + - h --------),を満たす決定値を選びグループを作る。こ

のグループに属す決定値の個々の耍素，例えぱゐれ，を見，グループ内でのヒストグラムを作る。こ
(12)

のヒストグラムの最頻値級に属す決定値をもってタの最終的推定値とする。？v . . r 4 についても同様 

である。 、

4. 問 題

以上で，理論モデルとそれを計測する方法としての完全決定法を提示した。この完全決定法の統 

計理論的な性質を吟味するのであるが，以下の分析は, 次のような範回において行なわれる。 ,

度々ふれてきたが，完全決定法は古典的仮説と習慣形成仮說を比較するという目的をもっている。 

しかし，ここでは古典的仮説のパラメタ推定方法としての完全決定法を考える。従って，習慣形成 

仮説モデルとの関連は取り扱わない。また，檢定法としての考察はしない。

.完全決定値から最終的な推定値に至るまでは幾つかの段階がある。そのつど，極々の統計量が登 

場する。分析は，それら統計量の内の幾つかに限られる。そして，次のように大別できる。

0 個々の完全決定値の標本分布を導く。例えば特定の[ら1.W5ビ《1..ィ5 ] の同時分布，btト の 

周辺分布， ねの肩辺分布を導びく。そしてこれら標本分布の特性を調ぺる。

iり ATf旧全体の決定値[わ1 ci/]…[かJ t f / ] の中に含まれる確率的仕組みを検rt'する。最終的な推 

定値に至る過程でiV個の完全決定値を一つのヒ'ストグラム集約させたが，このヒストグラムの性質 

がき察される。

法（1 1 ) rji論 節 6章 P .141を参照。

(12) 最少頻度級にぼけ秋定値が使われてもいる。とのように，逃ぱれた最終的推定値は,さらにモデルの予測能力のテス 

トにいられる。そしてチストは，ホ典的仮説取独のテストではなく，古jKiめ仮説と習慣形成仮説の対比という梓組み 

で行なわれる。すなわち，習惯形成俊説にも，最多及び最少頻度による最終的推定値がえられ，その插定(ffiによネ予細 

力が-i!r典的仮説によるものと比政される，。この意味で，最多頻戯こ閲ネる描定値と最少頻度に関する推定値両者を使い， 

独々の角俊からF3仮説を対比させようというのがWJ論J!その他の义赦における分析力法である。

— 6 1 (316) ——
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- 5 . [ み‘1'..ひ ビ の 標 本 分 布

- つの決定値[わ" .. .ねめ1..ィ5 ] の標本分布を導く。〔わい"5 め1…a ま，（3 . 2 ) で定義される< 

eの中の内生変数にっいての制約（2.1のを使えぱ，次を得る。

(5.1)

こだし

( E 2 t A 一Cf!，，，ね
1 = ム 1 ...ね -I

、 1 -

、 ■
(5 .2 )  … ニ ：/ I

しスィ5'

こ こ で [ £ ：2ビ ‘.£：2【5 ] の 分 布 は 〔2.11) よ 

'Er‘

~ EztB
(5 .3 ) iY(Zti""57T2’ ) ,

( 5 . 1 ) より [五2tl...丑2 t5 ]か ら め 1，，. ( 5 ]への変換のヤコピアンは’ .

( 5 . 4 )  J  ( [ £ W . .丑2 ^ 5 ] : ひけ . . . 1 5  e V ぺ 5 ] )  ニ ( み ぃ ( 5 + 1 ) 一6  I る 1 . " ひ ！，み' 1 . . . ' ® ト 1 .

5 . 3 ) と （5 - 4 ) から [も め 1.,.ひ] の標本分布の確率密度闕数（か ゅ を得る◊ 整理した結

ををかくと？

. ( 5 . 5 )  /1 (ら I ゾ X 5 T I?

♦ 1 4 [ " ト 總 ァ ' - i ] H 紫 お ク の " n [ パ ト 織 - リ }’ ゎ 一 ]

上の導出は任意の（いム）につぃて成り立っ0 (5 , 5 ) 式は化…ねの要索の周辺分-布を導くのに 

利用される。

6 . みi i . w g の標本分布

• ' . ’ . . . .

特定の完全決定値ぺクトルの要素であるわ'1...ひの標本分布を導き, その特性をぐする。

6 - 1 分布海出

売全決定値の定義（3 .2) よ り に つ い て 解 く と （クラメルのム式) ’ 

Xj

れ乂を侧してある。また/*ひ，め=0, レー1. ■
' —— 62 ひ16) —
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(6.2) = (-1 )^ +^

(2*10 )により（6 . 1 ) を書きかえると，

( 6 . 3 ) . ，ぎ ゴ な ?‘fg ス 5"/(ら：1...<5+1)

ニ I る1.，.《5 1 I (〜1".«5+1) '

ここで（5.3) より

(6 .4 )  5 X シ り 〜 ム i 冗2,

行列式の性賞を使うと次のように書き改められる。

(シ 5) 2  ^2= i る! ‘，，《5 I •

さらに行列の性質より，' ' ニ[ 0  0 0 0 1 〕として，

(6*6) LI ( Z ' みj...fg)-i/ j る

故に

(6 ,7〉 S  も义ゎ i?2い I み•,..,」， I る ダ び V . ぐ :t . . . t s ) -v \

( 6 . 3 )の変換のヤコビアンは, -

( 6 . 8 ) ゾ ジ * わど？: : み'；！..ィ 5 ) = 1 Zt^...t^ 1 / ( ろ'+ 1 )2 ,.みfi ,..ね：5p — l.

であるから（6 . 7 ) よりん…ゎの t > .d . fを得る。整理した結果は，

( 6 ‘9) / . (の

~  ( f r f )  » ■

この p . d . f は r と独立であり，後と め ： ミび2/ ' ( Z ’か * Zt^. . . t^~^iに 依 存 以 下 で こ

注 （1 4 ) この式ではも么の添え字を落してある。以下，注書きせずに漆え字を落すことがある。ま た / , (め= 0 ,み=  一：!. 
( 1 5 ) 分布を書きかえるならぱ，0 3 + 1 )と/<，む…<,/0?+1)，に依存すると言ってもよい。そ の 時 /<，n ." W (/3 + iyは誘 

導 型（2 .7 )に対する最小ニ染推定値の（耍素の）標本分散でもある。

分 布 ( 6 .9 )は，サンプルサイズが5 の-時のま接最小ニ乘法の壊本分布セもあるし， またその時の間接最小二乗法の 

壤本分布でもある。サンプルサイズが5 の時は，両推定量は恒等的に等しいためである。

サンプルサイズが，一*般の大きさの時にも間接最小ニ乘法の標本分;がとして（6 .9 )ぐと同型のもめ力，、得られる時があ 

る。その處については， A. R. Bergstrom, "The Exact Sampling Distributions of Least Squares and 
Maximum Likelihood Estimators of the Marginal Propensity to Consume/* Econometrlca, V o l .30 

(1962) 480-489,及び，佐和隆光f直接最小2 乘撒2量と誤差分散との関係についてj『季刊理論経済学』Vol. 17(1867) 
65-69を参照。 ，

63 ひ/?0 【，•）【*イ / /  I ■ |，，，|

こ と で ホ し 5は ， 行 列

選 セ パ ラ メ タ r完全決定法 j についての統計理論 

2̂<1 

■̂ 2«6
の E s t iに 関 す る 余 因 子 で ， 例 え ぱ 次 の よ う に 書 け る 。
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の分布の性質を調べる。

6—2 分布のモメント

分亦^ 2 のレ次のモメントを求めるには， •

(6'10) { じ + し } れ’ト も - ト  ひの

が存在しなければならない。’ しかし，この積分はさ1 に対し存在しないところのものであろ。 

従って，完 全 決 定 値 の 標 本 分布はいかなる次数のモメントも持たない。

6—3 分ホのモード

ヒのょぅに，分布はそのモメントで特徵付けられないから，他の特性をみる。

方箱式

(6.11) db

は解

( 6 . 1 2 ) み=  - { l + + ( P + l ) ] 土' ^  1マ+ 1 1 / l + ^

をもつ。右辺第二項は, ~ ^般にゼロでないから&かィ5 のM /"は一山分布て'ある。ます一 つ̂のモ 

ドの跟離, は パ の 減 少 関 数 ，〔び2 の減少関数） ル - 1) の増加関

数であることもわかる0

6—4 分布のメディアン

/>.ん/ ，んのメディァンをも 1‘..け（またはひ智略） とすると， それは次の方程式をむ の  
. ( 1 7 )  

満たす。

(り.丄3) i .  W + iT m

これは次の条件'に'変換される。

ぶぐ:C

1 1M+ II
p r+ 1

(6*14) 5 フ ^

『；̂ミ等数学教；& ^部訳 !i卷‘ P- 246参照)。コーシー分ズ!̂ の'* メ
注 ( 1 6 ) これは一シーの積分走现による（例免ぱスミルノブ

( 1 7 ) ^ ；6 o ル> » ,ル> 0  従ってね 0  と腺ってもよいC

6 4 (5 iS )

tm tm



選 好 パ ラ メ タ r完全決定法 j についての統 It■理論

すなわち，基準化された正規分布についての積分に；！着する。猿分の下限，一' ! ' ,は負であるから，

( 6 .1 4 )を満たす上限についての制約を得る。

(6.15) 0く} ( 徵 - 1 )く① . '

または，

( 6 . 1 6 ) 一 1くん

こ れ よ り，個々の完全決定値みか . .i s は —般に は /3 に つ い て の メ デ ィ アン不偏推定値とはならない。 

わレ. がメナイアン不偏推定値, も1…ひ= ク，であるため に は ， （6 . 1 4 )よ り ，

(6 .1 7 1 dx-

でなけれぱならない。これが成り立つのは一

という自明な時のみに限り〜はタのメディ 

アン不偏推定値となる。

が与えられた時にメディアンんi.'.fgと 

目,の関係がどうなっているかを見ることができる。

( 6 . 1 4 )の積分の上限を.Vとする。従って，

0 0 又 は /̂ 2 =  0 の時に限る。 すなわち， び®: 

図 3

( 6 . 1 8 ) ス: f ix

る1..，かは既知パラメタであるから未知パ'きメタび2を決め 

ると;Mが決まる。 を与えることにより正規分布表よりズの 

値がわかる（因3參照)。そして（6 . 1 8 ) よりも1…ねの分布 

のメディアシん1...ヶと 3̂の関係が読みi れる。それを表1 

にのせる。
' . ‘ ご '

6 - 5 分有のグラフ

完 全 決 窝 値 み の / ».ふ/ のグラフを図4 , 図5 に描く。 

この/ はパラメタ/3 とめに依存するから , A ダ"を 

糖々に与£ 分布の园を得る。パラメタの与え方は表2 に示 

す。 8 つ の 分 布 产 … ‘/ (8), 力';描かれているが, 例えは: /  

は /3==0,6?Vパ2= i / i 8 の時の完全決定値のかん/ である。

図4 には， / け，から / W があり，ルを一*定としてII'の

65.(<3.ゾめ， . ，.パ .-

- 1 .
1—
0 X

V-

V 表 一 1

スら…fg

4 0.162ター 0.838
3 0.229^-0.771
2 0.364(8. — 0.636
1 0.710/8-0.290
ソ2 0.972/9-0.028
ソ3 0.999/9-0.001
1ん ( « 〉ん

表一 2

X Vi« Va V. 2 V 2

0*67 / ひ〉
yc2) y o ) メ (‘〉f m

0-3 一 y*<e) ~
0 — f a ) — —

一 0 '4 — * - —
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週好パ ラ メ タ r完全決定法 j についての統計理論 

値とわ4 J の変化の関係が読める。 /̂ 2ニび2 l\Z^t^...t, Z t^ , . . t ,y H であったから，旧4 は, り jS, 

Ztt—t aを一"定としてわ，d ' f とぴ2 の関係を示すと同時にii) i?,》 を一"定としてp . d j と Zti...is 

の関係をポすものでもある。ま軸下の矢印0 ) は . / 《'̂ ) のメディアンの位置を示す。

次の事柄は図から読み取れる通りである。

(イ)二つの山の内， ( またはび2 または/ / ( z ' z ) —1り力'レJ、さくなるにつれ左の山は消えて行き， 

右側め山に確率があつまる。

(ロ）パ2 が小さくなる'につれ, 左山のモードはより左へ行き，右山のモードはより右へ行く。

(ハ)右山のモ ー ド の 高さはが小さくなるにつれ，一度小さくなり，そして再び大きくなる。す 

なわち/ …/ (6 )の右の頂上を結んだ線を引くならU 字型をしている。

図 5 には， / W , / W から/び > がありf を一定にした時の;3 と の 関 係 が 読 め る 。但し， 

右山と左山のたて軸のスケルは異なる。次が読みとれる。

(ニ)/3が （一1へ向って）小さくなるにつれ，ニつの山も_ 1 へ向って行く。そして山の高さも高く 

なって行く。

(ホ)メディアンと右山のモードは共にi 3 と 一 J の間にある。

(へ) # が大きい程， とメディアンの差は大きい。

の標本分布

§ 5 で完全決定値（ぺクトル)，[ゐ…fgV«i...<5],のt > d , fを得すこ。§ 6 ではその要素であるか 

の P . d J を得すこ。次 に = の要素, 例えばらの標本分布を導く。

7 - 1 分布導出

ら1.W5, Q i...7sの （同時）P,d,f,ム、である（5 . 5 ) と … の （周辺）t u l . j \ h、である（6.9)  

を使うと， が与えられた時のeか. . の条件付き分布のわ、d , f を得る。まず/ 2 を書き変え

( 7 , 1 ) み)= ★ (ボング(，か力★ゎ+ぴ

問題の条件付き分布は，（5 * 5 )と （7.1)より '

(7 ‘め  /3 0M の . (2冗) —

1

注( 1 8 ) との節でも，み，C, Z の添え宇れ…ら ☆かゥてに省略することがある<

-— 67〔5ぷ*0 一'
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‘ レ ぶ 雄 ゅ - ( ト ヵ ト 1.

ただし玄ミみ1...«か (3.3) .とこセ行列式め性質

( 7 .3 )  \ Z ^ Z \ ^ \ 7 J Z \ l \ Z ^ Z y H

を使えぱ，

(7.4) /3ニ(270-2|^^資^  ( 玄/玄)-1 |-各

: 錯 づ 徽 ギ 〔ゅ -r n ^ M

ニ ぺ TV守 霞 ザ 力 - り

の要素，例えばcik‘‘.f5 ,の （周辺）条件付き/ は （7.4) から

( 7 . 5 ) 仏cx 1の ニ - ^ 1 ^ 2が ) '
' . . ：'■ ■ : - -■，-.... . ‘...： - ' - .  - - 

ただし

( 7 . 6 ) ぜ ヨ . ひ = び2 [ 1 0 0 0 〕（玄 '玄)-1

次にこの条件付きt ) A . fとみレ.‘《5 の />.ゴ• / を使えば（も1...«5ご"1.‘，《5)の （同時）かcl, に戾すこ 

とができる。後の利用に都合が良いように整趣した結果，

(7 .7), / . ( . ,  ‘糾 ) - 3 ' ,
2it (>1ザ)て

* . t - •

ゾ を ^ ^  ，

. . • 吻 （叫 ） (資 '
.■ — ' - - . • ■ , - 【' ァ ' ■

ョ ー 乂 み :  ̂一 1 . .
.

ここで最後の式は定義式でC は / 5 の定数項，A とが何を示すかは明らか。.この同時分布かもみ

を糖分で消せば目的のらの標本分ホが得られる。 ‘
, ( 1 9 )

にっぃての積分をした結果 ...けの t h d . fは

注(19) / . ( c Oニ { J ー ン じ 1 } C{ふ ) e x p ~ A ( )  ex p B [ム ) db

e x p - A ( ^ ^ ] e x p  B [ ^ ^ y t

—I \ 。" - 5- y 。|  C 5 exp—As'  ̂ exp B s ds

68(<?22)

iH l i

'4
I

i
!

ま



選好パラメタ[完全決定法J についての統計理論

(7 .8) /«(も) か ポ ) 4 ( | ^ + お - J

r a + o r ( . l ) (き + お ’。の

^  r a ) r ( - i + n / / 2
(が;̂り

導出過程からわかるように，一般にらか .‘《5 の t> 'd .fは （7 . 8 ) のパラメタ？V めL2 をそれぞれ 

な，(Pm^=o^y^[.(Z^zy^のm 父m の要素] で置き換えるととによって得られる。ん び2, ん . . . ,5に 

依存してタ?V ，，r 4 とは独立な/U / . / ( 7 , 8 ) の性質を次に調べる。 ；

7 - 2 分布のモメント .
f  ’

分布 / 6 のレ次のモメソトを求めるには，項別積分の各項について次の豐の積分を計算しなけれ 

ぱならない0 ； ' ' ■

rレらイ̂ '

^ CQ—s')exp—A(̂ —syexpB(r~s')ds-{- \ s exp-r'As^ exp B  s ds

 ̂ 5 e-/ii»{e-5s+e5s} ds

S  B^i r
- - 2 C J ] ぺ̂ ^  \  o S * « + i e - ^ W s

- c v  かド m + x >
ム ~ A ^

r ( i+り r ' l 、バ®’
=CM-*S —

\

1

/

b

_

2
a

1
2
2
1

法(2の
m ) r ( * + り//'

この / >♦</ . /は，一般に, 確率変数X とドが <

( [ の ぼ 》 ) ） ’ ; :
に 従 う 時 の へ の か ぶ . / としても導びける。

このように.（期待値がゼロでない）二つの正規変数の比<p分布を議論したもりには次の文献がある。R. C. Geary, 
"The Frequency Distribution of the Quotient of Two Noi^mal Vatiates/^ Journal of the Royal Statis-^ 
tical Society, V o l . 93 (1930) 442-446, E. C, F iellw ， "The Distribution of the Index in . a Normal 
Bivariate Population/^ Bioinetfika VoL 24 (1932) 428-440. G» Marsaglia "Rati6s of Normal Variables 
and Ratios of Sums of Uniform Variables," Journal o f the American Statistical Association, VoL ね 

(1965) 193-204. '
間接最小二乗法との関係で，これら比の分柳こ注0 ，整理したものにはR, C. Basmann, "A Note on the Exact 

Finite Sample Frequency Functions of Generalized Classical Linear Estimators in Two Leading 
Overidentified Cases," Journal o f the American Statistical Association VoL 56 (1961) 619-636.及ひ‘ 
Basmann "Exact FinUe Sample Distritmtions for Some EcononietHd Estimators and Test Statistics： 
A Survey and Appraisal/^ Chapt, 4, Ffcintiefs o f Quantative Economics, Vol IL Intfiligatpr and 
Kendric (ed*) (1974) North Holland.

— " 6 9 (5 ^ 5 )  ■ *I.，'-
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(21)

しかし，レさ1 に対しこの無限積分は存在しない。

故に，完全決定値らの標本分布はいかなる次数のモメントも持たない。

7 - 3 分布のゲラフ 

p d , f  ( 7 . 8 ) 自体は，X, y  が

(7.10)

に従う時の

1 
0

-̂

-
、

♦-
- 

\

0 
0

( 7 . 1 1 ) ら =：色 | —

/«

の分布としても導びける。そして ' ョ(さ+ め/ ( " ^ + ツ) の分ホのグラフがM arsaglia〉によって与

えられているご1 .は《の定数倍であるから，M a r sa g l iaのグラフの縦横軸のスケールを別とすれば, 

ズの分ホ図はそのまま，C lの分布図と読める。

その図によれば次が観察される。

(イ)パラメタの値によって分布の対称性，非対称性が現われる。

(ロ)パラメタの値によって分布の一*山性，！:山性が生じる。

7 - 4 その他

7*1=0という（n u l l )ケ ー ス に お い て の ■は簡単になる。この場合においてi h d . f  

は座標ら 1 ...ね= 0をモードとする左右対称な-一山分:11?であることが示せる。らの性質はMarsaglia 

のグラフに見られる通りである。

8. {み1…ゐが}の性質

個々の完全決定値の特性について考察してきた。完全決定法では個の完全決定値全体が問題と
. ( 2 3 )

なる。以下では，完全決定値ぺクトル[み《̂ »̂〕の内特にみ《を取り，その全体，すなわちみが },

の確率的構造を調べる,

注 （2 1 ) 注 （1 6 )を参照。

(22) Marsaglia 前揭論文, F i g . 1 . p . ゆ7‘
‘ ( 2 3 ) 以下の{み1"*̂ »が} に 旧 す る 分 析 は に つ い て ，更 に は { [ み に つ い て も 同 様 に お こ な え る で  

あろう。
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選好パラメタ r完全決定法j についての統計理論

8 - - 1 制 約

もともとの確率変数E u … E i t 五21...五2 r は E21… E z t から成り立っている, （2 .10)。 N O T )  

個のみ„ はr 個 の E W を変換したものである従って {み1…ゐi v } は本質的には：T 個の確率変数か 

ら成り立っているはずである。

( 6 . 3 )で bn (ョみfi...(5) を生じるところのゴ レ5 を次のぺクトルにする。

( 8 . 1 )  ^ i ! ' « = O " 0  も< ;モレ3  0 - 0  dl[V..t, 0 " ，0  も レ s O . - O ] ,

これはI x T のぺクトルで, も(ね fgは f'番目の要素。ん…みがに対応しdi…cIn がある。すなわち, 

これにより（6 . 3 ) は，

(8 .2 ) .  ff„£'2 .=  |Z«l/み《 + 1 

という記号で書かれる。

上の< 4 を並べて次の行列をつくる。

(8 .3) び

1

d'T  
d' r+i

d/ ‘

D \

ここでんをどのように並べても白由であるが, 

をする。

A は非特異であるようにする。こので次の変換

(8 .4)

'ズ1

Xi、 X.j* 'D\Eか 、

ふ
r̂+i

、の '2ん ,

Xif /

これはE 2 .からふ，义2 への特異变換であるから,

S  r+i'.’gT+ir

( 8 . 5 ) 又2= ぴ

£ m  … gNT

確率1 で, 

み

と書ける。そして（2.11) より 

( 8 .6 )  X v - N [ D 'み交

(8 .2), ( 8 . 5 ) よりiV個のみ„ 全体は次のように書ける0 

い ■ - 1,

(8 .7 ) b>p'

Xi

\ Z t

, ir+ i= ( I も +il j  1,

— ™ 7 1 (5 2 5 )

I
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(8.8)

び 湖 ニ 1:

このように{み1，"力が} は，（8 . 6 ) に従う：v i. . .ユ-ぺの分布に支配されている。または, U h …M のう
, . ，■‘ , い》. . ( 2 4 )  . . . . , い. '，.

ち自由度のあるのは適当に選ぱれた{み1，••みr } だけである。

8— 2 :分布導出 , - '  - .  ' ; ' マ ‘，‘ レ 、 -

'独立，なr 個の決定値，例えぱろ!…みr , の分布は（8 .6) に従う X t の分布56、ら被換される。こ 

の 時 変 換 （8 , 7 ) の ヤ コ ビ ア ン は ， . . ' •

(8 .9 ) =  • … ，( は V )も ゐn与 1，
. . '  . . . , . . . .  .

この変換によりG h …b r ) の は ，

(8.10) (み1 , ." ,ゐァ）= 冗" ( ね -ホ

ぺ  ま )(f?お)，い - 1，‘

( 2 5 )

ただし

1 '1ん1 Q '] ri^ ii 0  ']
(8.11) \

、 0 IZri
\

、 0  1みし
■ M - \

{も..如 } の内ら…ゐr は （8 . 1 0 )に従って分布する。 は对角行列でないからみ1"，みr 

は独立にならない。ただし完全決定値み71とゐ《' が共通のぽ本点を使っていないのなら，そのニつ

に限っては独立である。この意味では独立なものが1^ 1個ある。（8 .1のに従ってみ1 . . . V がその

値を定めると，残 り の …l ) N も （8 . 8 ) によって自動的に決まる。従って（8 . 1 0 )は.

全体をま配する分布である。

9.  {ろ1 . . .みが} の ヒ ス ト グ ラ ム   ̂ • し

完全決定法においては，完全決定値をヒストグラムに組む段階があった◊ §.8 までには特定の決 

定値，み《，及び決定値の全体，U h …b n h の性質を調べてきた。そして， これらP 性質を使って，

注 ( 2 4 ) 従って，完全決定法においズN個すぺての決定値を使う必要があるかという問題カリi i P る。樊際にはiV個すぺてを使 

った場合と，一部ナンけを使った場合がある。後者の例としては, 5 つの隣D合った標本点による決定値（標本点# ニ1， 
…，で を c ircu la rなものと考えれぱこれはr 個ある）だけを使うということになる。 ‘ ；； .

( 2 5 ) いずれかのみ" がー1 の時，/，ニ 0. .‘ ,

-— 72(326 ) —

なな⑧Aめ ☆ミィ.だ めが .̂ぉ せ:ザ!赞だtf-テ‘‘ャけォ凝■な̂
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の変わるさまは図4 よ り読みとれる（§6— 5で特に(ィXロX̂、)を参照)。説明のために図6 に よ っ て ， 

iV個の変化するp ' d . f をまわす。各 p .d .f ,  M b n ) は完全;決定値み《を作るナ<;めの5 本の方程式に 

対応してい る 。 またはこの5 本の方程式に関する外生変数に対jtgし て い る 。

/3 ,び2 は母集団で固定されていても，各 ihd.f, M P n )はパ ラ メタみに従って（モ - ドで貝■た）分 

ホの位置をかえる。完全決定法 の 途中段階でヒ ス ト グ ラ ム を作るというこ と の背景には，{ろ1...みat} 

が同一の分布からの‘(独立な）抽出’ であるという推Mがあったと思われる。しかし図.6,,または 

その元にある図4 よりわかるように{ろ1…ろが} は同-^の分亦からの抽出であるとはみなせなくなる 

みn は/2(みn ) の. （右山の）そ, ' - ドから神出され易い。 み1…ゐがま立であれは’（み1".みが）の同時 

分布としてもこれが成り立つ（但しら，".，b s が独立でないことは先にポした)。そして抽出された 

{み1•"め,V )が適当に区分けされた軸上でヒ ス ト グ ラ ム を作る。例えぱ図6 の例でA/■ニ 6 とし，更 に 区

7 3 ( 3 2 7 ) —

選 好 パ ラ メ タ r完全決定法 j についズの統計理論 

決 定 値 の 作 る じ ス ト グ ラ ム の 構 造 を 調 べ る の が 次 め 問 題 で あ る .。

本 来 こ こ ' の ヒ ス ト グ ラ ム は 'V個 の べ ク ト ル { [ら ^̂ 1'〕. . . [ゐ,^^;；/ ] } で 作 ら れ を 多 次 元 め も の を 考  

えるのである力 ' ; , ] ^ 下 の 兮 析 は 一 次 元 の {み„ } にセ> い て の ヒ ス ト グ ラ ム を 対 象 と ホ え 。

9一 1 ヒストグラムの構成ン . .

のヒストグラムがどのような仕組みになっているかは, 次のように説明できる。

個々 -の決定値ら, .のレベルで見ると，それは（6 , 9 ) の （周辺）/u l/,/ズろふに従っているふ 

の P. d . f を特徴付けるパラメタA び2 は iV個の f iC b n )について共通である。 ただしパラメタ 

l \ Z n Z v ) 1了は/2(ゐ1)，...，/ 2(みが）毎にすべて異なる。すなわちiV I®のや.ゴ•/",/2 (ろn)‘.は分布型は 

同一̂でも，そのパラメタは同一でない。そしてパラメタ/ ' または.y«„2) の恋化によって

/2 ( 6 i )

因 6

M ろ2〉 / 2 ( ろ3)

IK

/ 2 ( ろ4) M ろ5) /2 ( 6 n)

-

-

--
-
J

-

3

1
 

i

f

i

l

i

e

l

l
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分けを，ら1ニ一のも2 =  0 1̂3 — ̂ とする< 5この結果できる 

{も…みj のヒストグラムは因7 である。

どんな値の{み《} が生じやすいか，そしてどんな型のヒス 

トグラムができやすいかは，W K )  .，，/2 (み;の} の各モードが 

いくつになるかに依存する。仏b n )のモードは/«n2 ( または ‘

Z n )に依存していたからiV個のモードはiV個のによって 

決まる。従って, …Zi v}の （観察結果としての）散らばり一。 

状態がヒス！' グラムの形状を支配することになる。

右山のモードの位置は（6.12) より

(9,1) -{l+★ び+ 1 ) } + ^  I帕

で与えられた。例えぱ {るI.，*るv } の内，半分のん力 v ( 9 ，l )

図 7
4

2

も2 ,ろ3,
も1 , b'4 ゐS, 06,

を 一 0 . 5 近くにするようなもので 

残りの半分のんが（9 . 1 ) を 0 . 6 近くにするようなものからなっているとする。この結果できる

ヒストグラムは， 区分けにも依存するが， 一0 . 5 と 0 . 6 に最頻値をもったニ山分布となる（確率
(26)

が 高 い )。

' 実際にはIh…l)Nは® 率的にも関数的にも独立でない。従ってこの非独立性のもとで，どの型の 

ヒストグラムが生起しやすいかを輝べなければならない。これが次に述べる"ヒストグラムの標本 

分布" の問題である。

9 - 2 ヒストダラムの標本分布

一般の球入れ実験を考える。区別ができるバ個の箱と区別できるだ個の球がある。そして球を箱 

に役け入れる実験を行なう◊その結果として生じる球の区別できる分配方法がガ通りあるとする

(9.2) Rや t r y 韻 ^

(27)
で あ る 。

完全決定法に関して言えぱ, 箱は{みのじストグラムの階級区間h k に，球は完全決定値

法 ( 3 6 ) とこでのモデルよりも城張された習慣形成キデルに関しで，完全決定値ヒストグラムがニ山になる填合が報告されて 

いる。廣應義塾大学座業W究所 r最近にぉける消費財の需要関数の推論■J昭和51年，補論3 参照0 なぉ，個々の完全決 

定値がニ山分布になることを§ 6 で示してある。しかし，ここでの議論で明らかなように，個ノ<の 決 定 想 の d . f ( 0  
ニ山性と決定値のヒスレグラAりニ山性とは直接関係がない0 決定値の > . ゴ. がたとえ一*山分布であってもヒス 

トグラムはニ山にも三山にもなりうる。 '
C27) William Feller, An Introduction to Probability Theory and Its A pplications"  VoL I, John Wiley

and Sons, New Y o r k ,邦訳（紀か国星書店) p. 5 5 参照。 ，

  7 4 ( 5 2 5 ' )  - -

* 穿が他 'i•'離*ぼか跳な:赠魄辦線まぇ热V な?'’々嫌縱嫩て，ま,ぉゅ，⑨ハ
辦 が 儲 き 軸 '制 域 嫩 :セ ;̂ ，̂ ^ 然 ち 輪 せ 政 知 を 致 、̂

件，
斗:j嫌ニ-̂;お̂ホ5許な;:S冗旧、辟湖ぱ■：

-

ま、

: i



、 i V  ノ

ががs の取りうる"値" rjでの個数を示す。

も i i3 = B , iu  =  oo, T —7, J

 ----- ---- てなる）確率

て ニ  r トグラ▲ ぃを。队てか♦ ，め)

—■- 7 6 ( 3 2 9 ' ) — -

の t ストグラムならぱ" 多次元の球入れ英験，

20

1 0

K i —X 二み?1 1= — cx>, 

図 9 の f)で‘，7}输 で あ る 。

7}1
21

0 • 0
A P

図7 は ％ と見なせばよい。

Vニ2 1 ,ならぱ描 き 得 る ヒ ス ト グ ラ ム の 型 は

り3

20
Vi

19

0 1
0

Vr

Ij2r

• •  •  a i r
L^r

. . . .

，般にガ  1 はi?個の値 fh…rfuを取りうる。現実の 

得られる。そ し て各 r )rが傳ら:h .ス f j .——

り2 5 3

2 1

0

, 0

回服りの抽出では{/Qx" ♦力b ) の内の"~**'ハが

(28) 計理論

対する 0 そ し て B=IS^

今， / ( 1 - 1 ニ2, ^ .=  -0 0 ,  ’レ 0 , レ CO, r = 6 , 従 っ て が- 6 と す る と ， 描 き 傳 る （生じ得 

ヒ ス トクラムが1 の型は図8 の7 種 類 ， ル ‘.か す な わ ち （9*2) を使ぃ，

因 S

力I %

6
Ve V?

、 5 6

4

。 0
0

00
1

2

• … o r l 0

/ ? -  f K i - l  +  N - V

I
ii

因 9

V2

J

,

1
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(9.4) Pr{がl =  ニ 1, …，ん 2  段ニりr} =  l

が問題となる。このように確率‘変熟，H i の離散里標本空間h v v りみ}上に定義される確率分布

( 9 . 4 )ボ、"ヒストグラムH i の標本分布" である。

» — 3 ヒストゲラムの分 解 、 ’ 、 ） ：;

{みJ...ゐが} は，自由度のある {み1‘，.ろr } と.，それらの関数として書ける {ろr+ i" •ろが} から成rr/て 

いた0 そして { む !… む の作るヒストグラムH i は{み1…ゐr } のヒストグラム’ (^と （ゐr+ i.，•ろr } の 

ヒストグラム?̂，の合成になっいる9 それは，以下に述べる意味で:の ‘合成，である。

§ 6 - 2 と同様に?̂ は, ，

(9.5) P  =

通 り の 型 …9^ ?を取り得る。？̂は， … ；，

(9.6)

通 り の 型 を 取 り 得 る 。図 9 の例でいえば， と \ ^ ( p i " ' ( p q )はそれぞれ，.図 1 0 ,1 1  

のように書ける。この例によって説明を進める。

因 10

♦2

B

14

0 0 1
oo / 1 B  ^

6 1 0.

：

^ 2

13

1 0

ズ1, '■3.P

m  1 1

F2«

ホ 36

0 -  0

fp
120

14

0 0 
1

' , ^

み1…ゐ7 が ん を 、生じるような値であるとする'。すなわち， ' " )

(9.7) 一0 0く 1>1、…，b 7 < A  

であると，この時Ih…1)21は （8 , 8 ) に従ってある数値を取る。（9 . 7 ) が満たされても-が得られた 

としても， み8…ろ21 がどの領域に落ちるか一概にいうことはできない。すなわち, 例えば,んニ 6 

でみ1 > / 4 の時とみ1ニ1 で d i < A の時ではh の対ほ;す？)値は代わる。そして， 一 oo<ろ1<パと 

いう条件だけではみ8<パになる力、，A ^ h < D , 等々，になるか不明である◊ 従ってもI が与えら

— 76(5 助 — ■
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還好バラメタ「完全決定法J についての統言十理論 

れたという条件だけでは, はめL...めI2 になるか不明セある（確率的である)。

上の譲論より，⑦ニ03^が与えられた下での条件付きヒストグラム？ が定義できる◊ そして 

は ^̂ 1，‘‘め2 0 という値をとり，その条件せき雄率

(9 .8 )  P A  巧‘ す ニ ◎ニ4>P)t (1 = ト . Q ,わ= 1 , …，P

が定義される。同様は周辺確率

(9 .8 )  Pr{0=^(pp], p - l t  •••, P  '

を持つ。 • ' 、

そして园9 においてり1 はもを作るみ 1…ら と n を作るむ8…h i とから成り立っている。 こ 

れを 、' ■ .

(9 .9 )  'nt=^i'X9t

と書き, v x は < k と < k の合成と呼ぶ。同様にり2 はんとの合成であるか，または< k と n  

の合成である。これを

(9 .10) >72 =  i4>i X <p̂  +  (^2 X ^i)

と書く。以下これを繰り返えし最後は，

( 9 . 1 1 ) 5?253 — ̂ 38 ̂  9̂ 120*
* ' '

各り；• がどんな合成であるかは， つ一つ吟ホしなけれぱならない。

このようにヒストグラムH iを分解した結果,.’そ の 標 本 分 布 は 筒 単 な 場 合 に つ い  

て，次のように書ける。

P  = ニ P  r\ ◎ニ <f>i\、P  i \ W =  <Px\,

(9.12)  Pr{H^=y]2}—PT[^ — ̂ \ ) ，/ M  ザ 1 ん= ぐ + れ =  \Pr{^W\*2=<h), .

P r { i7 ：l =  57253}="fV{<^=i^30} . =

以上のような意味でじストグラムH tは0 とF の合成である。そして/ / i の標本分布を得るには0  

の標本分布とのぽ本分布を得る ‘必要がある◊ 今のところ，次のようにの分#^形式的に導 

びくととができる。

■■ ■• ( 2 9 )

9—4 {み1".ろ2>}のヒストダラA の分布

{ら…みy } のヒストグラム0 は, P 個 の 値 を 取 る 力 ' ; , 特定のみP は各区間の棒柱の高さ， 

A'か，ズ2り，" .X ic ipで特徵时けられる（ルのケースについては0 1 0を參照)。すなわち，

〔9.13) -一00= il lくbれ、み/2,  , bjxtp^hi

h 2 ^ 0 j X i p + i i  ........., み/ ; STiり+ A ’2 »  くら3

> ± (2 9 )ヒストグラムを作るのに側数的に）独* な {み1...ゐW だけを使うのであれぱ（W注 (24) ) , ことでの議論でこと足 

りる。そして??̂の分布の議論は必要なくなる。 ’

一 ■— r  1 1 ( 3 3 1 ^  — ~

■ Sだ て '

Ij

I
!

i

i

u
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? ^ b j X t p +  • • • + - S T K 1 - 1 J / J  ........., ゐか くらぬ

であるようなr 個の決定値が得られた時，これはヒストグラムが得られたことを意味する《

( 9 . 1 3 )が生じる確率は，（み1…ゐ? 0 の同時分布/7(み1 ,…，M ,  (8.1の，より

( 9 . 1 4 ) し … 5 \ … \  A C A a … みか) パ〜！…錢 /rし K i - l/ii A i ム 2 In

ヨprob

ただしムをは区間 [もft,らfc+i].

(J)pが得られる一つ̂のケースが（9 . 1 3 )で示され，この中のjぐ，：h は数 { 1 ,，.，，T ) の中を動く 

{ 1 , T ) を 1<1個のグ ル ー プ に分け第 一 グ ル ー プ に は Xipの数Ji，，，jズ1P, 第二グ ル ー プ r は 

の 数 ノ メ ;irip+X2；p ,等々，が入るようににる。この時，この分割の仕方は，

T !  ■(9.15)

( 3 0 )

"tp-

通りある。このT!IXxpf…X k ' ! 通りの分割に対応した添え字ん…/ r を持つ（9 . 1 3 )は，すべて 

をもたらす0 従って，

(7.16) prob
• •

こ こ で 総 和 は TV/xか.'…ズ/ぐび• '通りの { 1 , …，で} の分割すべてを尽す。

例えば，因10の例を扱うと， .

(9.17) / \ ゆ = も} ニ M K  …, b̂ d dh".dbi,

x / X ゐ1 , . " , ゐ7) d b i，.，db>i,

：l t I t J t

\  ダ. ‘ \  B ，ベむ1，‘..，み7) d b i - d b r i .  .

以上0 の標本分布導出の道すじを示したo 但しこれを実際に行ない，例えぱ（9 . 1 7 )を針算し， 

0 の標本分布の特性を吟味するには, 大きな困難があるように思われる。さしあたり数値計算の方 

法によって吟味すろこと等が課題となろう。

10. 結 語

ここでの課題は，選好バラメタ評測のための「完全決定法J について統計学的解析を行なうこと

注(30) Feller前海書，邦訳p. 53参照。 •
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遍好パラメタr完全決走法」についての統計理論

であった。 ，

その内容を要ね?しておく。

U)完全決定値[み ご ね … か. に関してその同時標本分布を導いた。

{ii)完全決定値みら… の標本分布を導びきその分布特性を吟味した。みか.ィ5 個々のレベルではiS 

の適切な推定値として考えるには無理があるととを示した。

脚完全決定値らみ..ねの標本分布を導き，その特性を調べた結果，決定値個々のものはの 

適切な推定値とは考;t られないことを示した。

以上は個々の決定値に関する吟味である。完全決定法ではiV個の決定値をヒストグラムにする手 

続きがある。それに関する分析は次のようである。

(iv) {み1 ."ろが} には独立なものがT 個しかない。従ってiV個すべてを利用する必要があるかという 

問題が指摘された。

{V}ヒストグラムの標本分布という概念を提示し，この分布を導くということを指針として，ヒス 

トグラムの確率的構造を考察した。

fvi}従来,完全決定法による最終的推定値は個々の決定値の標本分布特性を受け継ぐであろうとい 

う推測があった。しかしながら以上の考察に関する限り，この推測は成り立ち難いように思える。 

少なくとも，個々の決定値から最終的推定値に，る過程にはこのような推測を許さない複雑な確率 

的メカニズムが存在することが解った。

<追記>
本稿は，第15回六甲計量経済学会議で報告された。その際，雨宮僮スタンフォード大学教授，★田誠都立 

大学教授より有益なコメントを得ることができ，厚く御礼申し上げたい。現報告に取り入れることはでき 

なかったか，’今後の研究の指針としたい

(廣應義慈大学大学院経済学研究科研究生）
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