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存 在 問 題 の 再 考 察

福 岡 正 夫

1 競争均衡の存在定理は，すでにト*プリュその他の学者の手によって標準的な形態が確立さ 

れており，当該の間題のみに限ってみるかぎり，ほとんど譲論を加える余地はないように思われ 

しかし，その後にi 辰した安定理論や比較静学分析の成果とあわせて考えてみるとき，われわれは 

なおつぎに述べをようなひとつの問題が若干の解決を要求しているのに気がつくであろう。それは, 

ドプリュ一式の存在証明が価格シンプレックスの全域を舞台として行われ，したがってたんに資 

の均衡倾格の存在を証明しているのに対して，安定分析や比較分析が立脚しているある種の仮定， 

たとえぱ粗代替性の仮定のごとき，は厳密に正め均衡価格を含意している，という事情から生じて 

くる。すなわち，もしドプリュ一の定理によって存在が保証された均衡価格)ir;たまたまシンプレッ 

クスの内部にではなくその境界上にあったとすれぱ，上記の理由から存在の議論と安定の譲論との 

あいだにはすき間ができ，われわれはそのギャップに何らかの架橋をはどこす必要に迫られるので 

ある。

ぎ実この独の問題は，久我淸氏や二階堂细包氏によってかなり早い時期に注目され,いずれの場

合も粗代替財の享例ないしはr一般化J された粗代替財の事例について標準的な不動点定理には依
- ( 2 )

拠しない別個の存在証明がそれぞれ独立に企図されたのであった。そのさい開発されたいわゆる 

E xtrem ization  M e t h o d はそれ自体はなはだ魅力にぎむ新考案であるが，ではそれによってオー 

ソドタクスな手法による正の均衡価格の存在証明が破産を宣告されたかといえばかならずしもそう 

ではなく，後者もまた興味を誘うopen q iie s t io i)たることを失わない。われわれは本稿において 

はこの残された間題をとり，あげることにし，むしろ不動点定理を用いてどれだけ間題に肉薄できる 

かという見地から，その可能挫を採索してみたいと思う。

注（I ) G ,  Debreu, Theory of Value, 1959, esp. Ch. 5 . 福岡正-失 r鏡♦ 海'海の-#在j , 『経资学ゴp報JI 敏W巻* 1970.
( 2 )  K. Kuga, "Variation Patterns of Excess Demand with Respect to Prices： A Consistency Problem", 

Economic Studies Quafterly^ V o l.15, N o .1,1961/ cHtto, "Weak Gross Substitutability and the Existence 
of Competitive Equilibrium^, Econometrtca^ July 1965, H. Nikaido, "Generalized Gross Substitutability 
and Extremization", in M. Dreshei*, L. S. Shapley and A, W. Tucker» ed., Advances in 0ame Theory  ̂
1954, ditto# Convex Structure and Economic Theory, 1968, §18. 2, ■ ■
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r三田学会雑誌j 70巻 2 号 （1977年4 月）

2 まずドプリュ一式のアブローチを復習するととから始めよう。いま各消費者r 0 = 1 , 2 ,

" 0 についてその消費可能集合Xずへの需要関数ダ (A  n O が定義できるような価格，所 得 （A  

" 0 の集合をSr’ で，また各生ま者ぶ（Sニ1 , 2 , …，りについてその生産可能集合F ® への供給関 

数 が ( / 0 が定義できるような価格☆ の集合をT " で書くことにしよう。すると，各生産者の利潤 

関数が ( / 0 はそれぞれT " を定義域とし，したがって消費者の所得ニかT +  2 ヴ (ダ)（ここ 

で - は初期保有量ぺクトル，ル®は生産者5 からの利潤配当率）は n を定義域とする、/>の関数

となるわけであるから，c rョ T "、0?，m̂ Cp-)-) e S^r } と定義すれぱ，消費者の需要関数 

Or,n\p')~)はクを定義域とするのみの関数 ^ ^ / 0 となる。そこでさらにC三nc»- 

と定義することによって，すべての消費者，生産者の需要関数• 供給関数タ•(だ) , 0 ズjめ が C から 

XT、F *への関数として定義され.，よって社会的な超過需要関数i ? ( /0 さ21ダ(め一 2 が (が)一け}が 

同じくじからZミ2  — 2  7® — {ぶ}への関数として定義されることになる。 とこで-fが各消奴者の 

初期保有量の総和をあらわしているととはいうまでもない。

さてこの段階で種々の仮定か;活躍し々合めることになるが，まずいわゆる欲望非飽和(non.satidtion) 

の仮定と無料処分（free diさposaりの仮定から力> 0 となり，またグ ( / > ) ,が ( / 0 め ☆ に関する'ゼロ 

次同次性によって力の填準化が可能となるところから，力f C の / »についてはすべて閉半直線(0, P) 

が価格シンプレックスP ョ{力\p>0, T,Pi = l } と交わる点のみを" 一1 次元の超平面上でとりあげ 

ていけばよいことになる。しかしこれはぞ'(が)，が ( / > )な ら び に を C n p からそれぞれセ， 

y および2 ■への.関数と考えるということであって， C n を/^そのものとすることはまだ許され 

ない。というのは，たとえぱ i h が 0 になるとき財?•の消費需要が+ 0 0 に漸近するとすれぱ，そめ 

財については需要関数が定義できないし，また生産の場合には / > > 0 であってさえ供給関数が定義 

できないことがありうるからである。 そこでドプリュ一はしかるべき仮定かんずく消費可能集 

合の下への有界性と，生産の非可逆性ならびにr無何有鄉J の不可能性) の下で，実現可能なXr, P  

すなわちXす, が有界となることを証明し， をそれぞれ内部に食む超立方体i c について 

ョr * n / Q ：定義することによって，こ れ ら コ ン パ ク ト な へ の 需 給 関 数 ぞ *(め， 

^ * ( /> )を考えたのであった。

このような工夫を講ずれぱ，C に眼定されないどんな/? € P に対してもが ( / 0 が定まり，したが

ってがか）が定まって，O e：r，の仮定の下では斤*(^)さ0 , ま た ぷ " の仮定からわゲく 
I ^

px^ のようなぶr がホに含まれることになって， 上と同様すベてのわe P

に対してグ⑧が定義される。よ っ て れ へ の 関 数 グ (/0,が(/0を考える力、ぎり，それらの

定 義 域 は か ら P そのものに拡張される。そこでP と え ミ f  ■— ま — {：? } との直積集合

からそれ自体への写像を構成し；その不動点として均衡点が存在することを証明したのち，

そ れ が f » をもとのX T , y*に戻した場合にも均衡点たりつづけることを示す，というの；̂；̂，

   2 (^128^ -



ミ だ ゆ ;と"̂旧てジェムね;:以シビぶゆミホ'̂サレぶはよ:がド-"̂‘:，?•".が'.，;ぶね'̂ :-:"̂;̂⑥々 ほ̂な仏ぽ̂ 靈̂
い "̂  . ' - I , ，. . -' I .

存在問題の西考察

プリューの存在証明の趣旨であった。

上記のす佳論はきわめて巧妙にっくられていて，コンパクトな 'Y**, f « への眼定は，すべてのい 

アにっいてダX /O ,タ* (/> )を定義する目的以外にも，なおつぎのような一石三鳥の狙いに叶ってい 

.たと解することができよう。 .

( 1 ) X " を 文でに限定することによって，雕入可能集合のコンバタト性が保諷される。 Xぐのまま 

セは，あ る か が 0 になをと購入可能集合め :# 界性が失われ， したがって最大値宾理を用いて需要関 

数の上部半連統性を導くことができなくなる。

(2 )グ (力) のコ ' / パクト性がいえないと，EQ })が么のなかで閉111合となることを主張することが 

できない。

(3) X^\ Y * がコンパクトであれば，当然么がコンパクトとなって，角各の不動点定理の場となる

のコンパクト性が用意される。

ところが前節でも述べたごとく，粗 |'^替性のような仮定が課せられるゃいなゃ， ドプリュ一のァ 

プロ…チはっぎの点で不都合が生じてくる。すなわち粗代替性の仮定は厳密に正の均衡価格を必 

襄とするが，上記の手法は均衡価格がゼロの成分を合む可能性を排除しえず，したがって均衡価格 

.がシンプレックスの境界上にくる場合には，‘ 矛盾が生ぜざるをえない。そこでこの矛盾を解消する 

ために, 以下に掲げるいわゆる「境界条件J ("boimdary conditionつを課し，均衡価格を正ならしめ 

ようとすれぱ，こんどは义r を超立方体i n こほめ込む議論と矛盾を来たさざるをえなくなる。 

われわれは以下本稿では，この困難をっぎの基本方針で克服することにしたいと思う。

( エ）価 格 シ ン プ レ ッ ク ス 内 点 の 集 合 を - 

P'^={ p \ p>0, Z p t - l )

，と記し， ？の 境 界 P \ i ^ 。は す べ て グ ( / 0 , が ( / 0 の定義域からは除いて考える 0 すなわちダ (A), 

がか） はびの上でのみ考 え て い く こ と に す る 。

( 5 )  P の境界上では境界条件として

P \P O 上の任倉の一点ダに収束するどんな；̂̂列 {/>**}にっいても，各 ⑩ハ 

( B ) カみ任意にズむを選んで点列{ズ^'**}をっくれぱ

li.m li めひニ +00

(3)
を仮定する。

とれらの構想の下で , を ， を/ ( に含ましめる譲論にはいっさい頼らず，厳密に正の均衡価格

注（3 ) ' このような境界条件の意義について.は H.  Nikaido, Convex Structure and Economic Theory, 1968, pp. 323- 
324, K, J. Arrow and F. Hahn, Qemrat Competitive AnalysU, 1971, pp. 29-30,および福间正失1*市場めお 

の安定性I J ,  T 三W学会雑誌J , 1973律2 .  3 月号，pp .  14-15参照。 : ' ， .

3 (129 )
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の存在を証明するというのが，次節以下のわれわれのプログラムである。

• . •
• ■ ■ ■ . 園. - . . .

3 はじめに需襄関数グ (力）がどの / » e C n P ° に対しても定義され，コンパクト値かつ上部半 

連続となることを示しておこう。 .

♦ ^  •

補助定理1 X Tが閉かつ下に有界であれぱ，が' ( / 0 はどんな p e C n p D に対しても，か 

ならず非空，コンバクト値かつJ ;部半連続となる。 ■

証明

まず購入可能II治を定める開数rX》）；s{A-M/>A：r 7T®(/))}が，すべての/jfChPO

に対してコンパクト値となることを示す。定義からすべ'ての5 について;?) fア® /であるから，尔等 

式かさか r ぐ n^(pyの右辺は有限で一定である。 そこでガを非負の成分のみから成るベ 

クトルダと負の成分のみから成るベクトルズゾ'の二つの部分に分ち，クもまたそれに応じてタト 

と‘/>ー に分割して，左辺の資の項はすべて右辺に移すとすれぱ,

P h A：/  ^  con stan t +  j p_ |

を得る。 ところがが下に有界という仮定から，あるが• に つ い て と な る 力 、ら, I 力- ズJ" j 

= I P-' bJ  I となって，結 局 /> +ズゾは丄から制約され る̂ことが知られ，p>Qであることを考慮し 

て，ユV は上に有界となることが分る。よってA；y は上にも下にも有界であり，したがっでr ( / o  

はま然有‘界。またデrか）が閉であることは自明である。 ; ‘ '

と，うして購入可能镇合 r x / O がコンパクドとなれば，選好の速続性からrep) にはかならず最 

大元があり，力つそれが閉巢合をなすことは明らかであ▲4o) よってグ(めはコンパクト値となる 

つ ぎ に • パ n t 义’の仮定によっていわゆるァロV - の反例が除かれるかぎり，r x / o の連続性が . 

導かれることは，すでにドプリュ" によって証明されているとおりであ；̂5。）そこで著名な最大値定 : 

理が使えてゾ / 0 は上部半連続とな : ^ 6。） - ：

- . . . . '  . ^

以上の帰結を考慮すれば, その目的のためにホを / ( にはめ込む議論は不要となり， C n /^ oを

ア° に拡張してよいかに見えるが，突はそれが許されるためにはさらにもう一つのスチップが必要. 

でぁる。

それはP したがってT " のなかに含まれる/ »でなければ利潤関数冗g ( j/ )が有限値に:確定すると
.     ~    ， ■

注（4 )その諷则こついては，たとえぱW. Hildenbrand andん R Kirman, Introduction to EqtdHbyium Analysis, 
1976, p. 43 鬆照。

( 6 )  Delm ni,7’/びりび i)p. 63-65, Theorem <1) 参照。

( o 〉 f e 大fiffeffliについ'"Cは，W. Hildenbrand, Core and Eqtiilibrium of a Large Economy, 1974, pp. 29-30, 
Theorem 3 および Corollary 参照◊  '

4  il30 ') ‘—
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■ 存在問題のぽ考察

はかぎらず， したがって購入可能集合 ?̂ r (^ )が定義されるとはかぎらなぃとぃう一•点である。 そ 

こでとの点を解決するためには，生産可能集合に何らかの仮定を課し， f o に含まれるすべて 

のかに対して利潤が確定するような方便を講ずるのでなくてはならなぃ。

离 は c n P 。に含まれる☆につぃてさえ，が ( / 0 と t t K /0 は定義されるものの，が (グ> がコン 

パクト値になる保証は何ら存在しでぃなぃのである。

われわれはこれらめ点を，端的につぎのきわめて簡単な仮定によって処理してしまおうと'まう。

■ •• - 
.

( U ) 生産可能集合は上に有界

. ' ■  ' . ，,' . '\. . , ,  ■ . . . , ，： . ‘. . ，.

この仮定は媒模に関する.'収獲不变性さえ除ぃてしまう点できわめて政ぃ仮定とぃわざるを免なぃが， 

解釈のぃかんによ*^ては自然であるとも考えられる。なぜなら一期間あたりの生産で無暇の摩出を 

行うことは到底可能とは考えられな '̂ 、’からである。

ひとたび上記の仮定を課すれば, 供給関数がか ) がどのA e ? レに対しても定義され，かつコン 

パクト値となるととはほとんど自明であるが，念のためその上部半連続性の導出をもかねてつぎに 

その証明を与えておくことにしよう。

補i助定理2 7 ^ *が閉knつ上に有界であれば， が ( / 0 はどんな力f がに対してもかならず

非空， ’コンパクト値かつ部半速統とな 'る。
. . . . . . . . . . .  . ： _

証明 .

あるい PもにつぃてグC /0 が定義されなぃとすれぱ，矛盾が起こることをきず示す。

享 宾 ぃ ま あ る に つ ぃ て ，ど ん な を 選 ん で も / ，と な る よ う な が : 

のなかにあったと仮定してみよう。.‘ 5^*は閉で上に•有界であるかち， それはかならずどの 

につぃても: となるようなをみずからのうちに含んでぃる。そこでこの5̂’てを用ぃて上記 

の 、,S ☆ゥぎのよ.うなラ® に特定化することにし，ここでy® の非食の成分につぃてはそれらはす
■ - I

ベてがの非負成分にひ i しく，また負の成分につぃては記の非黄成分とともに生産可能性を満 

たすのうちそれぞれ絶対値におぃて最小なものを逃ぶとすネ。これを分りやすぃように：̂+*, 

ター* にまとめて書けば，

が = タ+« ， .

y j ^ y j  for a ll yJ,  such that G V ，タ-*) e P  

のようである。するとが閉であるところから，かならず 

f  € K* '

となるが, をのようなデつぃて利潤を針算してみると，つくり方から明らか^^  ̂

f)y">P デ
"一-一 5



「三Ifl学会雑誌j ァ0巻2 号 （1977年4 月） ■

を満たすよチなダ* 'は の な か に は 存 在 し な い 。 これはもちろん不合理であり， よってが (/>> 

がすべての / について定義されるのでなくてはならない。

つ ぎ は の有界性であるが, それは仮定（U ) により上に有界であるから，下に有界となる. 

ことを示しさえすればよい。

い ま の な か か ら 在 意 の • -点タ * を選んで, それをふたたび非負の成分と，の成分の二部 

分に分割する。もし が ( / 0 が下に有界でないとすれぱ, そ の な か か ら 点 列 を 選 ん で {ツ_む} 

がー0 0に向う成分をもつようにすることができる。 すると / >は厳密に正であるから , ん•ツ+SWさ 

ん /? 一:Vし*'*->ー00で，結 局 / 0 0 となり，これは f)yかが有界め一 定̂値という事実r 抵. 

触せざるをえない。 ■

利潤関数 / »デは線型したがって連続であるから，が ( / 0 が閉となるととは明白である。

最後にが ( / 0 の上部半連続性をいうためには，P。から点列{A**}を選んで点がに収束させた'と

き， が ( / 0 から任意に夕® を選んでつくった [ y M について適当な部分列が選べて，それが
(7)

が (が) のある点に収束することが示されれぱよい。普 実 （ッ**"}は明らかに有界点列であるから，収

束する部分列がとれ，し た が っ て 便 宜 上 そ れ を と し て ，その極限をタとすれぱ，この ysひ 

がかならずが (ダ）の元となることがいえる。すなわちいまかりにそうでないとすれぱ，ある）; 

y * についてがタ！> が>>か となるから，十分に大きなリについては />'"タ* >カ'*ツ*'*となり, 他方_)<む 

は が の 最 大 元 で あ る か ら ，これは矛盾である。

4 前節までのところでが ' ( / 0 およびが (が）がのすベての点について定義され，かつロン 

バ ク ト値となること，そ し て か ら へ の そ の 写 像 が そ れ ぞ れ 上 部 半 連 続 と な る こ と が 確  

立された。加えてそれらが凸値となることも， X，， の凸性と選好の凸性が仮定されれぱ，通常 

の議論とまったく同様に導かれるから, あえて立入るには灰ばないであろう。そしていうまでもな 

くこれらの性質はE (ip)についてもそのまま成立し，したがってあとはZ をコンパクトにする工夫 

さえ除けぱ，角谷の不動点定理を適用するための条件がことごとく出撤ったと考えてよいわけであ 

る。 .，

そこでZ をコンパ ク トにする考案であるが，それについてはさいきんグランドモ ン が 「貨幣経済

の短期均衡」について採用した手法をいささか修正して準用するのがもっとも使利であ;!>8。)

まず p o の非空，コンパクト，凸 の 部 分 银 合 列 を と っ て ，それらは非減少すなわち 

P ^ czP ^ a  C.P'' C.........

注（7 )  Hildenbrand, «>/>. pp. 24-25, Theorem 1 参照。

( 8 )  Jean-Michel Grandmont, "On the Short-Run Equilibrium in a Monetary Eccmomy", in J. H. Di*6ze 
ed" Allocation Under Uncertainty: Equilibrium and Optimality, 1974, pp. 225-226, Appendix, Theorem 
1* また Hildenbrand and Kirman, op. cな‘，p p ,162-164 をも参照せよ.。
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で,かつ

P OCUP "

であるとする。以下ではこれらのP '^の上でそれぞれ超過需要関数どC / 0 を考えるわけであるが，

そのゥくり方から /^で で あ る か ら ，いうまでもなく E ( f ? )の諸性質はそれらについ't はすべ

て満たされている。こうして，像が写される么については，だ</0が P'"上でコンパクト値であり，

かつその写像が上部半連続であること，ますこがコンパクト集合であることから， E o n がづ

ツパクト棠合となるかこれをコンパクトかつ凸の集合のなかに合ましめて，後者をクとすれ
(10) .

ぱよい6

すると M a ) を，所 与 の れ Z - に対してがを最大にするの元の集合と定義することによ 

って，QQ), z \ニ MOOxECfi)による？*̂乂ズ*^からそれ自体への写像を構成することができ，ここ 

でQ は角各の不動点定理め条件をことごとく満たしていることが分る。よってこの写像には不動点 

cp\ 2^：} €qcp% 2 * 0 が存在し，したがって i?" € M o n ,  z" e E u n が成立する。 .

ところが /r  e m o t ' ) は，定義からすべてのP € P，に つ い て と な る こ と を 意 味 し ， 

他 方 Zリ6 B(p，) は弱いワルラス法則パ ^ 0 が満たされることを意味するから,結局以上の議論 

からわれわれは
! . . .  ニ’ .， ■ . •

( 1 ) すべやのわ€ P '"についてpZリ' 0  

という帰結を得たことになる。 '

さてここでレを大きくするときに，列 f } が有界となることを示しておこう。まず{パ}につ

いては，( z ^ ' j c Zであるから，それは仮定から明らかに下に有界である0 . またその上への有界性も，
, . . . .  , . . .  .. . . .

つぎのような推論をつうじてただちに明らかとなる。事実いま / >として" 個の成分がすべて1/ "に

ひとL いベクトルを考えれぱ，わe P O c ? であるが，つくり方から{?*^}は非減少列で，し力、も /

C U P * -であるから， 十分大きなすべてのリについては/ となり， したがって前記の結果か

ら/>パ ^  0 となる。そこで，もじ2 " が +  00になる成分を含むとすれば，はかにかならず一 00になる 
- •

成分をも含むのでなくてはならず, これは上記の下への有界性と矛盾する。

ひ *^}の有界性はア ' \ のつくり方から明らかである。

こうして{/)% パ }は有界点列であることが明らかになったから，われわれはそれから収束する部 

分列を選ぶことができ，したがって— 般性を臾うことなく {が, パ }そのものを当該の部分列i して

存在問題の西考察

注（9 ) この定理については，た え ぱ Hildenbrand, op. dt., p. 2 4の Proposition 3 参照。:なおペルジ;i も同じ定现を 

証明しているが, 丑がコンパクト値という条件が脱恭しているので，要注意。

(10) 取 / 0 は凸であるが，取 / "*0 は凸になるとはかぎらないことに注意すべきである。かのもっとも愤联なつくり方と

してはりの凸包をとれぱよい。 . ， ，
( 1 1 ) これらの論  1Cついては G. Debreu,’"Market Equilibrium*' Proceedings of the National Academy of 

Scimces of the U. S. A., Vol. XLII, 1956, p. 877 参照。 ：'
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( 2 ) l im ；?** ニ2* , lim  ニ/ >*

と書くことができる。

以下ではこの（/ ) * ,タ）が港衡点となることを示すことにしよう。まずP  (境界を含む）を考え 

て，それから任意に一点/^をとれぱ，その》について lim  tt'*ニ/ ? で，し か も と な る よ タ  

な点列レ ':}が存在する。事室 , 当該の力を中心として任意の€ 近傍を選べば, アゆ /̂ <̂ の閉>^であ 

るから，このS 近 傍 に は か な ら ず の 点 P’ が含まれる。そして P o は U Pリの条件を満 

たすから，かならず />'€/^ひに収束するような点列{7rつがあり， 7 T " fP。とすることができる。 

とこるがe 9 とり方は任意であったから， e - > 0 として上の命題が成立する。

すると前の議論から7Tンリさ0 となるから，禅眼においても 

, (3) 0

となり，ここで力としては/"からどんなクを選んでもよかったのであるから,順次に単位べクトル 

を選ぶことによって

(4) 2 * ^ 0

を得る。

つぎに/)*がかならず / ^ 0に含まれることを示すことにしよう。いま / >* であったとすれ

ぱ，境界条件( B )か ら れ ■£：(が0 につい'1：は

⑥ lim  Z ス{*̂ .ニ+00
U—>00̂ —1

となる。ところが>2*はつくり方からこれらのズ*^の極限点であったから，（5)は不合理である。な
• -

ぜなら(4)と下への有界性とを考えあわせれぱ， はいずれの方向にも有界とならねぱならないか
> .

らである。 よってが= はかならずP の内;^となっているのでなくてはならない。■ " • ■ ，

最後にが^ が均衡価格であることは，が =  2*ニU m ズリ，Z" € E ( y ) で， かつ£：’のグラブ
I；—>00 リ一K30

が の な か で 閉 じ て い る こ と か ら ，

(6) Z* € E(p*) . ' . , .

となることによって明らかであろう。

5 以上のところで，われわれはつぎの存在定理を確立したことになる<

定理.通常の仮定

は閉かつ凸で,下に有界 

す べ て め c X ^ に対して {ど e I } および

X すは能和点をもたない

义* ならびズデ+  ( 1 —び）ズ*■//"ンダ/, 0 < び< 1

C int

'  o ( J 3 4 ' ) ------
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存在間題の再考察

は閉かつ凸で，0 e y*

r n ( - y ) = { o ) ,  ( F s s y * )

y つ0-«{2) (■&は非食象限）

にさらに加えて

P \ P ^ の点に収束するどんな点列ひ'めについても，各

( B ) んで点列レむ } を つ くれぱ 
n *

lim  2  ズf*">■ニ

( U ) ヤ り よ 上 有 界  

を仮定するならぱ，厳密に正の均衡価格をもつ競争均衡点が存在する。

から任意に を選

(12)
この定理のIE明が前節で立脚した（/>■*, - e O の存在定理は， 基本的にドズリューのつぎの定理

r を/?がにおいて0 の頂点をもつ閉凸維とし（たギしr は線塑部分空間ではいものとする）， 

厂をその極雄とするとき，T C i P からZ への写像 E ( P ) ゼ、

( i )非空，コンパクトかつ[5]の像をもつ.

( i i ) 上部半連続 ,

脚 ズ e のようなすべての<2について之 ^  0

の三条件を満たすとすれば，かならず r n だ と な る よ う な 'が r n P が存在する

に負うものである力ドプリューのこの定理は，よく知られたゲルこ二階堂の定理を*-般化した 

ものであり，後者は前者のでを■Gに,したがって r を 一 ^2に特殊化したものにはかならない。 これ 

を分りやすく 2 次元の場合について図示したものが第1 図, 第 2 図である力t, 要するに前節でのド

第 1 図ドプリ

法(12〉 Debreu, op, dt" p. 877, Theorem. *

9 (J55)
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プリュ一二グラソドモン流の証明の骨子は，ここで:T を T 1 ( =：P c ……c:T'^こ……と拡大していき, 

それに応じて/'を つ r 2〕‘，.… と縮小していって，その極限において後者を非正の象 

限に限定する手続きのうちに見出されるのである。 このような手続きに対応して，価格調節関数と 

しては所与のクの下でがを最大化するタイプのものが採用されるが， 他方同じ目的にしぱ

しぱ用いられるか+  m ax ( <々?ゎ0) I S  [/)  ̂+  m ax (Jizゎの ] タイプのものは，写されるp を P*"
メニ 1

に含ましめるとはかぎらないことから，このさいは使用できないことに注意すべきであろう

6 - 最後に選好の単調性の仮定をつけ加えれば，境界条件（B )そのものが帰結として導かれるこ 
’ (13)

とを示しておとう。

いま _ p \p 。上 の 一 点 が に 収 束 す る 点 列 に 対 し 各がo n から選んでつくられる点列{^：̂*»} 

のなかに，無限大に帝散しないものがあったとしてみよう。すると，それを同じく { ズ̂**"》と記すこ 

とによって，十分大きなa ンパ ク ト參合5 をとれはS 当該の. を5 のなかに含ましめることが 

可能となろう。ゆえに{ ズハ}は収束する部分列をもち，後i者を便宜上やはり{ 广}と書くことによっ 

て， lim  }ニダroとすることができる。そのとき, もし： グ (が）となっているとすれば，不 

合理が生じるから，明らかに証明は終了する。なぜなら選好の単調性の仮定の下では， もしある 

か。が ゼ と な れ ばが ( J ) "は存在しえず，したがってぞりは空集合とならざるをえないから 

である。 ■

ゆえにあと議論が残るのは，プ O fダ (/>。）となることの狂明のみであり，これを示すには，r m  

から任意の义r を選んだときにurcx^^-)さが(デ）となることを示しさえすれぱよいわけである。.そ 

こでいまw*"。- が jT+2«<?r®7r*(ダ）と定義して，がズrcw*"。の場合とがズ*•ニ??f o の場合とを分 

けて考察する。まずがA；デく?■。の場合には，十分大きなについては / が成立つから， 

そのような-リについてはxT € r ( p ' ^ )とならねぱならない力' ; ,他方定義から Xむ は T Q O の最 

大 元 で あ る か ら が さ が ■(ズ' % ゆえに選好の連続性によってが"（ズが）さWゾ:0 となる。ゥ 

ぎにがA；ら W /0の場合については, j T f i n t  の仮定力、らがゲくn f oとなるようすS：ぶ’をズデの 

なかからとることができるから，当該の ’ズデと こ の と の ifll結 合を ：》：ぶ= ぴズ^ +  (1 —£0 0 <び

< 1 とし，びを1 に近づけるととによって， を满たしつつズ**に収束する点列 {ダn を 

つくることができる。ゆえに十分大きなレについてはグズひすなわちズレ )"f ( /» - ) ,となり， 

定義からどの《についてもが■(>*■'0 ^ が" 0 0 となる。そこで1^とびについて極限をとれぱ，ふた 

たび選好の迪統性の仮定からがXギび）̂ が" 0 0 となるのでなくてはならない0 

よ っ て い ず れ の 場 合 も が ■(が）力成立ったことになり，証明は完了する。

法(13) Hildenbi*and and Kirman, dp* cU‘, p p ,151-152.
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なお粗代替性を結果としでもたらす事:例としては， 従来コフンダグラス型の効用関数の事例が知 

られているが，その場合に境界条件が成3^つことは，当該の事棟が選好の単調性め事例めスぺシャ 

ル * ケースに当たっているところ力、らただちに理解されるであろう„

' (経済学部教授） ,

存在問題の^^考察

l l ( i 5 7 )
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