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Convex Analysisのニ，三の進展について

丸 山 徹

序

凸集合に関する解析学的な諸成果のうち，とりわけ最近のfe済分析に深くかかわりのあるものに

焦点を絞って，これに解説と展望を与えることにしたい。そこで，以下の議論を大きくふたつに分

け，まず第- - の部分では線形位相空間の非空. コンパクト. 凸集合から成る族を，他の線形空間に

埋め込む問題をとりあげる。もしこの埋め込みが可能であるならば，非空 . コンバクト•凸集合は

ある線形空間の点（つまりベクトル）とみなすことができるわけで，たとえば，非空，コンバクト.凸

柴合値の函数はべクトル値の一価函数として扱うことが許されるであろう。つぎに第二の部分では,
既に数理経済学の進展途上で顕者な役割を果してきたC arath6odoryの定理，Shapley-Folkman
の定理，そしてLjapunovの凸性定理を論ずる。これらは一見散発的に見えるかもしれないが，支

はひとつの基本原理から比較的容易な推論を通じて導出され，数学的には共通の理論構造を有する

ものと@うことができるのである。この基本原理と称するものはここで新しく得られた結果で，お

そらくさらに多くの応用がありうるものと思われる。

本稿でとりあげられる諸定理が実際にどのように用いられるかについては，紙数の制約によって

詳しく論ずることができないが，とりあえず，D eb reu〔 5 〕，H ildenbrand〔10〕などを参照して
( 1)

いただきたい。

既に述べたどとく，本節では，線形位相空間における非空• コンパクト• 凸集合の族を，いまひ 

とつの線形空間の中に埋め込む問題を考察する。 この主題に関する研究は，古くはB r u im 〔4 〕に

注（1 ) 本稿の一部はKeio Economic Research Projectの⑩究会（19?6年6月10日）で報告され，また火眼会セミナ 

一ではすべての内容を講義することができた。これらの機会にご意見を寄せられた諸氏は感謝したい。さらに，南雪道 
央教ね，G. Debi'eu教授，W. Arveson教授との討論にも，いくつかの点で負うとこるが大きい。
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f三旧学会雑誌j 70卷 l  (197がr: 2月）
まで,さかのぼるように思われるが，完全な肯定的解決はスゥCC一デンの数学者Rがsti力m 〔17〕に 

よって与えられた。A r t s t d n 〔2 〕，D eb reii〔5 〕による集合値函数の積分論は，この成果に立脚 

するひとつの21要な業績と言わねばならない。 、 .

以下， 本稿において考察の对象となる線形空間はすべて実線形空間である。

を実線形空間，A およびを F の非空 . 凸部分集合，びを実数とすれば，

. A + J3) 0̂ /I 
はいずれも凸集合になる。ここで

■ バ ニ {.r+_y/.rey4,ツe/?》
び ニ { び }

を意味することは言うまでもない。便宜上，ドのすべての非空，凸參合の族をCon" F と書けぱ， 

加法演算"+  "は， '
， : ConvV X ConvV—-^ConvV 

なる形式を満たし，またスカラー（ま数）の乗法演算"，" は,
. . : R X ConvV—— > ConvV 

なる形式を満たしているわけである。これらの代数审算について，次のような法則が成立すること 

は容易に確かめることができるで、あろう。

r  01  + ゆ +  C ニ A +  O S + C ) (結合法則） .
2、 A+_B=：ど (交換法則）

3。 び（X + i? )二びA + び (第1分配法則）

4° aQfiA) = Cafi')A 
5。 1 • A ^ A

ここで, ■
A, B, C e ConvV t a , e R

である。r ,  r から，

C o t w  F は " +  " に関して可換半群を成 ■fg。）

しかしながら，‘0? m ；ドは線形空問ではない。なせ，なら，Com;ドが線形空間となるためには，さら 

に . .  . -
(イ） "に関する群の公理 

(ロ） 第 2 分配法则んg . ( び+ ; 3 )乂ロびパ+明

注（2 ) 本稿で用いられる代数学上の讚概念，とりわけ飾論上のそれについては，たとえぱ，浅鞍 • 永尾〔3 ：) あるいはボン 
トリヤーギン〔15〕第 1 章などを参照されるのが右益である。 ，
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Convex A n a ly sisのニ，三の；I#:展について 

が満たされねぱならないからである。ただし，次の，突に注意しよう。

’ び，iSが同符号であれば,
(ぴ +  タ）ノ1 ニび/

A € ConvV\ び, j8 eR
が成り立つ。

( その理由）仮に《, タ> 0 であるとしよう（び, i8 < 0の場合にも同様にすればよい。）.すると任意の 

M；e O + - ) / l に 対 し で .
tl；ニ ( び.+  ■

を満足するズf ンが存在する。ゲは線形空間であるから，もちろん

. ニびズ +  ズ f び•/! +  P ノI
( «  +  ^')Ac. a A +   ̂A  . (0

.逆に， a パ+  の任意の元をのとすれば， 

v= (X x-h p y
を満たすようなズ， が存在する。び，> > 0 であるから，び+  ;8=?^0。ゆえに ’

びズ+ - タニ（び+ 声) ズ+ ^ ：̂ ^ タ}。

^4は凸集合であるから，

"ニ《ズ+ - ：V e (ヴ. + ./9)yl
‘. . . a A \r  ̂Ac. (_ct +  iQ)y4. (U)

(i), (ii)を併せて所望の帰結を得る。 以上。

び， タが異符号のとき， ± 記の関係が一般には成り立たないことは明らかであろ.う。 （たとえぱ 

，び= 1 , j8ニ ー  1 として読者自ら確かめられたい。）

そこで白然に生じてくる問題ぱ次のようである：すなわち，加法演算と^ 数.の乗法演算を保存す 

る仕方でCow" F をある線形空間の中に埋め込むことが可能であるホ否や。

この問に対•して，本質的に重要なすべての鍵を握るR^dstrbmの定理を述べよう。証明の中で, 
細かな計算ホ確認する筒所については，<  >  つきの番号を付し，すべて証明のあとにまわすこと 

とした。蓋し誕明の道筋を見失なうような煩雑を嫌うためである。

(3、 ，
定理1 (RAdstr5m) i) (M  + ) を可換半辦とし，恼約法則

/1 +  C ニ J5+C ==^ •/! ニぶ；/ 1 , i?, '

法（3 )  Rfidsti-om 0-1X
— 99



r三田学会難誌j 70卷1号 （1977年2月）
(4) .

か成り立つものとする。このとき，ある群Gと，

<piA-VB)-=(p(iA)- .̂(p(iB)\ A, Bc M
は injective

を満たす写像^^:ル/"— とが存在し， によって，MをGの中に埋め这むことができる。 .

U) M上に非資実数の乗法が定義されており, それが次の諸条件を満たすものとする。すなわ. 

ち，任意のび，ク^ 0, 任 意 の に つ い て

a. «  0 1 + i^ )  =  « メ1 + « i5
b. (ff +  #  )y4 ニび _4+/5
c. a  ()9yl) = a  A
o f . 1 ，■/! ニ

このとき，G上にスカラー乗法を定めて，Gを実線形空間とし，任 意 の 任 意 の ん tMにつ. 
ぃて ■

(p{aA) = a ip (yl)

とすることがセきる。ただし厂：M—" は i) で得られた埋め込み写像であるン 

m ) さらにM•上に距離5が定義されており, それが次のような請条件を満たすものとする。す 

なわち，任意のびさ0 , 任意のA が について •

e. 5 (iA +  C, /?+C) ニ (5 04, B)
f . か(びA 'び⑦ニび5 (yl,E )
g . 加法演算0 4  + ゆ , 非鱼実数の乗法（びぬはむこよっ :t 定まるM の位相に関して迪続: 

である。

このとき，G上にノルム|j .IUを定め，任意のA ガ に つ い て -
d ( A ,  B ) ~  ii (p ( / I ) — (pCB^W a  

とすることができる。

誰明） り Mの元のpair 04, ゆ，(C, D )の間に， • ‘

A + D — B-\-C
なる関係の成り立つとき， そのときに限って.

By 〜 (C, /))

と書くことにすれば，ニ項関係"〜"は同値関係になる0. そこで藥合M x M を, この"へ̂"によって: 

定まる同値クラスに分割し，たとえぱG4, B) を含む同値クラスを

〔A ゆ

注（4 ) ただし，M が有限半辟で簡約法則を満たす場合には，樊は.M が# になる。この点については,ほ好*永) " 3 ) P .10.. 
を見よ。
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Convex A n a lysisのニ,.三の禅展について

,> 書くことにしよう（図1 を参照)。そして，このような同値クラスの総体をG とする。すなわち,

G ={C A  BMA, B^M)o  
，次にG のニ元 [ A ② ， [C, / ) ] の間に加法演算"+  "を

[ A  5 ] +  [ C ,の]ニ [A + C , 5 + D ]/ 1 >-で定義すれぱ，これはw ell-d efin edで，(G, + ) は可換群•となる。，.(単位元は〔0 ，0 〕；〔A  B} 
め逆元は 0 5 ,パ:！である。）

そこで写像̂ ' ：M 一 G を 

<p •• A  I— y [_A+P, P ]
ここでP は任意に固定されたM の元 

.と定義すれぱ，明らかに，ん 仏 M について

.95レ1 + だ) ニア.C^ ) + パ  jB) -

:が満たされ, . またこの写像^̂ は in jec tiv eである。したがってM は，̂oの下に加法演算を保存して 

心の中に埋めまれる 0

U ) 次にG上のスカラー（実数) 乘法を以下のごとく定める。 

ot[：A, B]==[aA, aB]  i i a ^ O
« [A , i? ]ニ \(x\A] if«  < 0

.この演算がw ell-d efin edであることも容易に確認することができる。，

G上の加法演算については既にりで定めたが，これと上のスカラ*-乗法の演算提則の下に， G 
'は線形空間r なる。 ； ’

そこで, び^ 0 について

3̂( びi4)二び <p0 4 ) for A c  M
.'を示をう。

^ a \：A+P,  F I (定義より〉
. *— [^aA+aP^ aP2

— - 1 0 1 —

，



[三由学会雑誌J 70卷 1号 （1977年ぐ月)
ニ [ «  バナ/V i^
ニパびん

. • . 

かくして， は非負の実数乗法を保存する。

Uり 最 後 に G上の賠離るを

K C A  [C, i^ ])=  <5(yl+A  i?+C )
と定義すれぱ，これはw ell-d efin edである。そこで記号を単純化して

. [ A  i5]ニ; [C, i )]=タ
とぉき，

\ \ x - y  Wg- pCx, y)
< 5 >  '

と定義すれば， II，IUは線形空間G上のノルムである。条件ぶによって， G上の代数演算はII, IIロ- 
について連統となり， したがって， (G, II，II G )は線形ノルム空間である。 このように定義された- 
II . " 0 を̂；ついて

 ̂ ( A :ゆ  ニ II (ん — <p ( B )  II ロ 
の成り立つことを示そう。 ，

II p (A)-~<p(B) II0 :
= /< レl+ /^  P ] , [ル /^ ■? ] ) (定義より） . ■
ニべか P + P , B + P + F )  、

ニ5 0 4 ,ゆ  による）

以上で定理は完全に証明された。 （IE 了)，

< 1 >  (ん iJ)〜0 4 /,£ ') , (C,の)〜(C ',£ K )としよぐすると定義にJ：って，

[ん 5] + [C,の]:= [>1+C, i?+£)]
[パ' ，/?つ+ [c ' ,p q  =  o i '+ c ' , f i '+ i y ]  '

である力;,.ととで •
01' + (7 ,S '+ /) ')〜01+C,_B+Z)) ‘

を示せばよろしい。しかし，（ん我 )〜（v4',が ) , （C,の）〜（び ,Z ) ')力、ら 
パ/ +  ガ= yl+Z?/, (7 +のコC+Z)'

となり，したがって

/!'+ j5+(7+Z> ニ パ + ZJ'+
(yl' +  C , 〜 (>4 + C, B+D)

よって，この加法筋算はWeli-deflnetU (っまり同値クラスの代ま元のとり方には無開係であるo> 
<  2 > いま，んパ / e M にっいて

i.e. レl+ /^ /^ ]ニ01'+/^i^]
が成立り立っとしよう。すると -

— 102 —



(_/l + P ,/0  〜0 4 '+ P ,P )
ゆえ, ，Mの可换性を利用して，

れ  P + P  ニ れ  P+/>。

f海約法則によって ，

A — A^o '
よつて 0̂は in jectiveである。

< 3 > 惋単だから読者自らチ; タクしていただきたいが, 例として第2分配法則を示しておこういろい 

ろなヶ" スがあるが，たとえぱ《>0, /3<0, a + j9 < 0としてみよう。（他のヶ一スも同様。）

(« + め [ん 5 ]

ニ[ (一《— め 仏 （一《— め4 ] (定義より）

ニ[ (一 —タ) j6+ft(_/4-トZ?), (—0£—j9)■A+rt(v4 + jB)]
==[一/9j5+けん—̂ A+ocB^ .
ニ[一/3jB, — jSi4] + [aA, «5]
=/3 [ん 5 ] + « l；んガ ]

< 4 > 仮 に （んゆ〜 (ス' ，が ) ，（C,Z))〜( C ' , i X ) とする。定義によって 

p(J,A,D\, [C ,£» ])= < 5 (^ + i), B + C )

条件e により， ，

/0([んお] , [C,£>])

ニ 5 ( ( A + ぶ' ） +  (<7+Z)) +  A ' + の'，0 4 '+  i?) +  (C + Z K ) +  S ' +  (7)

そこでパ+_B'ニA'士お，d + zyニq /+のゆ £ ,
. パ [ん i?], [C ,の])

ニる 0 4 '+ £ K ,が +C 0
= P(1>4',5'], [C',zy])_

ゆえに， 5 ね；well-definedである。

< 5 > (い） II • II 0^0 は自明。

(ろ） [1レ1,5] II ロニ0 とすると,
II [ん 5 〕 II 

= II.[ん 5 ]  -  [0,0] II G .
= 8  (1/1 + 0, i?+0)

るは距敏であるから, ス ◊ したがって’

，[ん巧 = [ん乂] ニ [0,0]。 ？

(は） びさ0 とすれば，

II « [ん巧  II G 

= II \_aA,(xB^ II び ，

= 5 (びん《ゆ ,
ニ《ろ(ん 5) ( / による）

~ a  II [ん 5] ||’《。

« < 0 とすれぱ, ' .
II び[ん ij] II 0 ,
II [一ocBf — aA^ II a

103
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=  5{~ctB,  —a/1)
ニI « Iべ ん め < /による）

=1« III [^4,5] II 口 ，

(に） 三角形の不等式。

11[んパ]+ [(；,の]||ロ 

ニ II [れ  G,5+Z)] II G
= d(A+C,B+D) 、

^d{A + C,'B+C) + d(D-hC,B+D)
ニ <5(ん ゆ +5(C, Z>) ( e による）

ニ II [ん jB] II G+ II [C,Z)] II 口 .

以上，かなり煩瑰な手続きを経て，M をGの中へ埋め込む操作が完成したわけであるが，推論の 

構造そのものは非常に単純なものである。この証明を注意深く読めば，次のふたつの事実もただち 

に了解されるであもう。

iK M )は線形を間G において，原点を頂点とする凸維である。

は € }を張る。 ’

さて，定理 1 を用いてCc?加を線形空間に埋め込もうとすると，それは一般には不可能である。 

なぜなら，可換半群ドにおいては簡約法則が一般には成立しないからである6 たとえば，図

r三B 学会雑誌j 70卷 3■号 （1977年2月）

2 'を見よ。 

ぱ, '
ダ= = R 2とし，A をその第1 象限， をそれよりもやや広い維，C を第3 象服とすれ 

A, B, C e Com V^
また明らかに

か  C = i?+ C  ニ F
であるが， =7̂i?。つまり简約法則が成り立たないのである。

そこで，定理1 を用いるためにほ， C o n " V よりもいますこし制約のきつい集合族を考えねぱな 

らないことがわかる。この間題に具体的;̂ょ解答を与え^ ものが次のレンマ1 , 2 である。

  104-----
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Convex A n a ly sisの:z i , さめ進展J*こついて 

レンマ1 F を線形ノルム空間，ん B, C をその部分集合とし, とくにだは閉かつ凸で,じは

有界とする0 このとき，

A + C d B + C  = >  A a B  
証明） まず a e i 4 を任意に選ぶ。任意のもe C について， - 

G~hc± € A'\'Cc.B~\-C 

であるから，

3 bi€ B , 3 C2 € C such that « + c：i=&i+C2 

同様にして， ,

ヨゐ2 e B, 3 CacC such that a+Cz=b2+Cso 
一般に，

な+ c* 二= dfc+ Cjt+i
が成り立つように{みた}, {Ck+i}をそれぞれ5 およびC の中から選ぶことができる。すそと，

n n2  (<2 +  ル) = 2  (み A: +

i.e. n a+ Zlcjt= YLbk+ YlCk *
たニ；t k ニ1 fc ニ2

であるから，

I  n 1 1^=-jr2J bk +
ガは凸集合であるから， -

Z n ^ ^ H b k  e Bo ■

仮定によりc は有界であるから，

• 1 . 15一 ご れ +1 ニ 0，S一lim 'fi^i ~M—too ff—>oo
ゆえに, .

n-̂ oo
ガは閉集合であるから，

aeBo  (誰了）

レンマ1 からただちに, '■■■

レンマ2 ダを線形ノルム空間，y l ,ぶをその閉凸部分集合レGを有界部分集合とすれぱ，

A + C ニ5 + G  ニ => バニパ

そとで, 線形ノルム空間ドのすべての非空* コンパクト♦ till集合から成る族Com》O m ; V ( c  
Com^F)を考えると，これは定理1 のり，i i ) においてM の満たすべき性質をすべて有すること
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r三a 学会雑誌j 70巻1导（1977年2月)
になる。 ——

.レンマ3 (Comp Com V, + ) は簡約法則の成り立つ可換半群で，さらに定理1 の U ) にお

ける条件a、ろ，C, d のすべてを満たす。

‘ . \
次に，Comj) Com V 上に，定理1 の に お け る 条 件 & /,  g を満足するような蹈離を定め

なけれぱならない。このような跑離としては，H ausdoi'ffの距離5 を採用するの'が最も自然な途 

であろう

いまX, を線形ノルム空間（ゲ, II • IIv ' )の非空部分集合，ダをの一点とし，

vCx, Y)==inf \ \x—y  || vy*Y
V び ，y )= s u p  r/Qx, y )

と定義するとき，この)?(X, r ) を，A■との間に定まる H a u sd o r ffの準距離という。

このりを基礎として, F の非空• コンパクト集合の族Cow力y 上に次の仕方で蹈離5 が定まり，
■ (6)

これをH a u sd o r ffの距離というのである/ すなわも，X, Y e  Comp について，

d X X ,  Y ) ^ M a x { v i X ,  r ) ,  vC Y,
または同一のことを別の形で表現することも力きる。いまS をF の閉単位球とするとき，

5 (X , F ) ニ in f{；{さ 0 /X + 2> S z)r and F + ；̂S;d^ }。 .
ここでd の注意すべき性質を当面の必要の範囲でまとめておけぱ次のよう.である。

レンマ4 CV, II，II r ) を線形ノルム空間とし，ドのすべての非空•コンパクト部分集合から成 

るWiComp F上のII，IIドにもとづぐHausdoi•がの距離(5が与えられている。

り 任 意 の A  Be Comp V , 任意のびさ0 について,
d i a A ,  二び504, BX

め 任 意 の At, Az, Bt, Bz € Comp V について， 

d ( A  +  ̂ 2. ^ 1+ ^ 2)^   ̂ ( /li ,  5 i ) +  .5 (^2, 
iiりりおよび 5 は Comi) Com V x Comp Com V 上 で 凸 で あ る 、

i v ) 任意の.A  B € Comp Conv V および任意のC もComp V について，

( 7 )v ) 任意の. A  B e  C o m p Vについて， 

d(coA, .coB)Sd<iA, S')
注（5〉 ここでは前後の関係からグをノルム空問としたが，より一般には，V はに距離空間でありさえすれぱ，ヮやタは 

走義される。 ’
(6 )  (F, II ♦ Ii v ) と ね V, 5 ) とのM係については，とくにM ichael〔13〕pp. 161-166も参照されたい。
( 7 ) ここでCO/4は集合>1の凸包を示す。

(8 )  iりおよびY )の証明はP rice〔16〕に鱼う。
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Convex A n a ly sisのニ，Elの進展について

(8)|E i )  i ) りの定義によって， 

f) ( / I , E) ニsup inf Ii x —y II v
■nOxA. aB )—sup inf II —びタ II ドニび sup inf || x —yWv’ x̂ A ŷ B V ‘ B
.’，▽(びA  aff) = ayCAy B)

n ) も Cん，.ャ2 e ん，yt  e Bi, yz € B s , を任意にとると，

II C'Vl +  ATg) — (^1+ ^ 2)11 V ^  II ^i~  JVi II V +  I! ^2— II K -

で(ズ1 + ズみ•^1+* 2̂) — で パ1)+  ワ(ズ2 ,パ2)。
これから容易に所望の帰結を得る。

iii) i), i i ) より明らか。

i v ) ぶをF の閉単位球とし，次の4 つの関係を考える。ここでスぐ0; 
( 1 ) た )/? (2) J3+/^S;^A
(3) A + C + ；{S〕5 + C  (4) j5 + C + ；1 わ  A + C。

d の定義から，

d (A,  5 )  =  inf{ ^  0 / (1)および(2)が成り立つ} 
d <iA+C,お+ C ) ニinf{ yj S  0 / (3)および(4)が成り立つL 

ところで，（1)(2) = >  (3 )(4 )であるから，

d ( A  B ) ^  d CA + C, B+C)o 
逆に，レンマ1 により，（3 ) (4 )= >  ( l ) ( 2 )ゆえ，

d CA, ゆ  $ 3  (A +C , B + C ),
v ) 任意のA；e y lについて,

37(も COゆ ' COゆ。

iU )によって, りO , COゆ は F 上でズの凸函数であるから，

"(も coB)^7^(A, c6B)o 
. . . 7̂ (じ0ん 0 )ゆさゥ(ん (20ゆ。

また，i?c;co5ゆえ,
V (.A, coB^fr)(A, B)

Tf} (coA  coB)詞 CA, B)
同様にして .

り(coA  c o ^ )^Ty(B, / I ) ,
d (COん  <；0め シ ( ん 13X

任意のズさC0ルこついても，

(証了）

レンマ5 赃離空間 (Comp Com V, 3 ) は定理1 の Uり における条件ん / ,  g を満足する。
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証明） e はレンマ4 の i v ) より，また/■は同i ) より明らかである。したがってここではどだ 

，けを示せぱよい。

い ま Conv F の点列{A»}, {B n )が，

5 (A n , A ) —— *■ 0 as w->oo 
d (J3n, B)—— 0 as n->-oo

where A  B c Comp Conv V 
を満たすものとしよう。レンマ4 の U ) によって, •

dC A n  +  Br,, A + B ' ) ^ d C A n ,  A ) + 3 CBn, B X
ゆえに，

d Z?„, A + B } —— 0 as ."->00。

すなわち，Com/) Co'w F 上の加法演算は5 について迪続である。

次に， C om ;1 / の点列M „ } と，非 負 參 数 の 点 列 が ，

3 (ん ，A ) —-> 0 as n->oo
where A e Comt> Conv V 

an—— > び.^ 0 as n^co
を満たすものとする。

ろ(びけパn ,ぴバ）

さ d ittnAn, anA) + d (びnA <xA)

ニ ぶ（A„, y l )+  d ianAy aAy (レンマ 4 の i ) )

ここで右辺第1 項については，もちろん 

«n 5 (.An, A )  > 0 a s  " -> 00。

第 2 項に着目すると，任意の《> 0 に対し，十分に大きな" をとればK  一《| < S が成り立つ。 A
( 9 )

がコンパクトであるから，ある0 く/(< o oが存在して，十分に大きな" については

り(び otA)
=  sup in f II anX —a y  1| r  
^ s u p  II (び„ ー び)ズ n K 

A

=1 OCn-a I Slip lU  II K
くらK。

でO A び"パ）についても同様であるから, 
<5 (びnズ, c(A) —— ► 0 as n->oO(, 

かくして,
.注（9) Dunford-Schwartz〔の p. 51,Theorem も
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Convex Analysis _のニ，三の進展について 

8 (a„v4„, «>4)— > 0 a s  n->oo^
、 （証了）

以上の譲論から， Com; F については，定理 1 のすベての条件が満たされていることが判:
明したので，次の率理が成立する。

- •  ' ■' , .
定理2 (Comp C om  V の埋め込み）Comf) Conv V は，次のような仕方で,ある実線形ノ

ルム空閩CW, Ii • II w ) の中に埋め込まれる。すなわち，埋 め 込 み 写 像 を Com； V - ^ W
とすれば， '

i) (p(^A^B)~ (p04)  + ^ (B)  ； A, B e  Comp Conv V
U) 9  ( « i4 ) = び9>04) ; e C om  K, « ^  0

iU) d QAy ゆ  ニ n s®CA)— 0̂,(ゆ  II u / ; i4, B € Comp Com V
iv) K C fw //) Cり朋T O はにおいて原点を頂点とする凸維であり，ごれは！̂を張る。

こうして，線形ノルム空間のすべての亦空. コンパクト，凸集合から成る族は，代数的•位相的

性質を保存して，いまひとつの線形ノルム空間に埋め込まれることが明らかとなった。ここでわれ.
われの当初の目標は一JtS；達せられたのであるが，実際にこの定理を適用する場合には，もうすこレCIO)
詳しい情報があると便利である。そこでニ，三の恼単な命題を述べておくこととしたい。

m  ( 7 ,  I I ，11 K )が完備けなわちBanach空間）であれば，<：Comp Com  V, d ' ) も完備であ: 
る。

誕明） { A j i }をComp Conv V の C a u c h y列とする。よく知られているように， が完備な
(U)

らぱComp V も完備となる力、ら， _
ヨ ノ 1.e Comp V  such that d A )-> 0  as "~^oo。

そこで/ 1が凸であることを示せぱよろしい。まずすベての" について， 

d (<?0 A, A ) ^  d (CO A, A ny+  d CAn, ^)o  
んは凸集合であるから， レンマ4 のV ) より，

d (CO A, An).^ d 04, >4„)。 '
ゆえに, すべてのMについて

■ . . .8 (CO A , A ' )^ 2 d (A ,  An)
よって）：..，

d (CO A  ニ . ，

注(KO Debfeu〔5〕pp. 362-363をも参照されたい。

(11) M ichael〔13〕§4 を見よ。
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すなわち，

r三B 学会雑誌J 70教 1号 (1977年2 月）

C 0パニん ‘ （誠了）

[2 (F, II，II y ) 力'河分であるならば，CW, Iい IhK )もまた可分である<
' (12')IE明） が可分であれぱ周知のとおり V も可分であり，したがて C(wゆ Conv V

Comp V もまた可分である。そこで{ / U を Comi) Com  V の可算獨密な部分集合とするとき, 
可算集合

{ Bm7i^^CAjn^ —^CAn) } , "ら f l—1 , 2‘......
.がIゲの中で稍密になることを示そう。

まずPFの任意の元をとするとき，定理2 の i v ) より，CoMp Conv V o ^ A ,  A が存★して， 

B=<pCA：)-<pCAX 
{An] は Comi) C om  V の中で獨密ゆえ，任意のs > 0 に対して，

.タ 04, Ap') <-^ ,
ろ(̂ 4, •/!々 ）

を満たすん，Aq € { A n )が存在する。

II B —Bpq II ly 
ニ " （̂(んー^ *̂<̂ ))，(ぺん ) ー̂ ん ) ）II jjr 
ニ II +  Ihj/
^  II — <p(̂ Ap') II nr -f- II 95(A) —  cp(̂ Aq') II \Y

- d iA , Ap)-\- d (A', Aq) (定理 2 の i i i ) による)
' <  e o ,

' (証了）

(T, II • I I k )が完備であるならば，CCcmp Con" V, d ) も完備となることはm で示したとおり 

であるが，（1̂ , II • IIv ) が完備であっても0 ゲ，11• IIt v )が完備とは限らない。しかし，任意の線

形ノルム空間はあるB anac|i空間の掘密部分を間として等長同型（isometrically isomorphic)
(13)

に埋め込まれる，という事実が旧数解析学ではよく知られている。したがって，

m (WV I M U ) はあるB a n a c h空間の獨密部分空間として，务長同11に埋め込まれる。

かくして, Comj) Com V を B a n a c h 空間の中に逝め込むことが可能となり，線形ノルム空間 

の非空，コンパクト♦凸镇合を値としてもつような集合値旧数は，B a n a c h 空間の中に値をとる-価

注(12) Michael〔ゆ § 4を見よ。

(13) Dunford-Schwartz〔6 )  p. 89 の Theorem,および Yosicla〔21〕pp, 66-57。
no
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Convex A n a lysisのニ, _ ニの進展について

のべクトル値® 数とみなすことができるの力ある。したがってこのような場合には，たとえぱ,集
(14) (15)☆値® 数の積分をB o d m e r積分として取り扱いうる途が開けてくることは，.もはや明瞭であろう。

, .

しかし，この点についての体系的な班梵は，稿をあらためて論ずべき大きな課題と言■わねぱならな

本節では話題を変えて，Convex A n a ly s isの譜定理のうち，経済分祈に広くその有効性を認め 

られたいくつかについて考察する。これらの定理については既何とおりかのIE明が知られている 

が，輩者は新しいひとつの基本原趣を通じてその証明を果し，従来？一見散発的であった諸定理に 

理論的な統一を与えたいと思う。

まず諸定理め"generator"とも称すべき基本原理（定理3 ) を確立することから始め，つづいて 

その応用にうつることにしよう。

1. ひとつの表現定理

以下の議で用いられるニ,三の数学上の概念について簡単にここで復習しておくことが使利で 

あろう。

定まゲを実線形空間，/ ( c F をその部分集合とする。点 ゎ€ . K について

わ ニ t X + ( 1 — り

for some y  e K  and / e ( 0 , 1 )
= »  X -  y  ニ  i> . ' - -  '

が成り立っとき , / >はiCの端点

定義ゲを実線形空間，/ をその凸部分集合とする。集合 s c l k について 

t — f)y € S
for some x, y   ̂K  and / e ( 0 , 1 )- ' . .= »  X, y e S

が成りなつとき，S は /ぐのextrem e s e t であるという。 ■
たとえば下の図3 において，三角形の場合は3 つの頂点が端点であり，また3 辺はいずれもexr

注(14) .. Bochiier 積分については Dimfofd-Sclvwartz〔6 〕Chapter 111および Yosida〔21〕pp,132-136 を見よ。

(15) Debreu〔5 〕。またArtstein〔2 〕はゲとしてR"を考える場合には，RMstriimの定理を用いず，より浦単な 

地め込みが可能であることを示した。とくにTheofem 3 .2を参照。
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r三a 学会雑誌j 70卷1 ♦(1977年2月:) 
treme s e t である。他方，P3の場合は円周上のすべての点が端点になるo

く因3>
, »

また1 点から成る藥合ひ} 力、；extreme s e t になるための必要十分条件はが端点であること

も明らかであろう0
« . . . .

定 義 K を実線形空間，/ ( c F をその凸部分集合とする。Are/( に対して，ッe F が 

x ± t y  C K  for sufficiently small t >  0
を満たすならぱ，ダをズにおけるf a c ia l  d i r e c t io n とぃい， a:における facial d ir e c t io nの全 

' (16)
体を fa c ia l s p a c eと 呼 ん で と 書 く 。

translation of K

個 4>
これらの概念は単純な図によって容易に理解するととができる。図4 を見よう0 点 は 閉 じ た  

凸集合/Tの境界上の点であり，また A / /はダの内点である。ずるとム(ズ' 1 / 0 は原点0 を通る直線 

/ であり，ム(ガ/ I / O は全空間となる。. ’
X が凸集合であることを考慮すると，任 意 の についてふ0 ^ 1 / 0 は1/ の線形部分空間とな 

る。図4 の例においては， '
dim ム(ガ I / 0  ニ 1
dim J人X" I / Q - 2  

力ある。さらに，ズe /ぐがi t の端点であることは，

dim /'(ズ I 7 0 = 0

注( 1 6 )この概念についてはArrow-Hahn〔U  pp. 389-390および渡部〔20〕p. ：L3 を参照。
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Convex A n a ly sisのニ，三の進展について

と同値になることもはとんど明白であろう0

さて，次のレンマは解析学で周知のものであるが，重要であるから一^応証明を与えておくことに 

する0 ’

レンマ6 (Krein-M ilman) Fを局所凸，H ausdorffな線形位相空間，/ (ごFをその非空• コソ

バクト，凸部分集合とする。このとき/0 こは必ず端点が存在する。

B . ， ’
証明） の非空，コンバクト，凸なextrem e s e t のすベてから成る族をざとすれば，/ ( e ぎゆ

免

<j> o
> にi s合の包含関係による半順序さを与えれば，半順序構造 .(あ は Z o r n のレンマの諾条件

を満たし, したがって，きは極小元5•を有する。 .
そこで， S がただ1 点からなるextrem e s e t であることを示せぱよい。意に反して，>5が相異

なる2 元び，みを有するものと仮定しよう。すると，V が局所凸，H ausdorff，であることから，
'  (17)Hahn-Banach.の定理により,
3A eF* such that . A ( め.く A (ろ)。

( こ こ セ は F の双対空間o) S はコンパクトであるから，A はぶ上のある点クで最大値なをとる。

いま . -
■Si 二ぶr iA - i (び）

とおくと，i> e S i であるから，5 i★ん ま た ゆ え ，

5■が 。 （*)
さらに, iSiが>5の extrem e s e t ,したがってiTの extreme s e tであることと，*Siがコンパクト♦ 
であることも明らかであるから，

Si e (**)
( * ) および（* * )はの極小性に矛盾。

Sニひ}。 （t r r )

以上ですベての準feが整ったので，われわれの基本原理して，新しい表現定理をひとつ述べる 

ことにしよう。 ’

定理3 V を局断凸♦ H ausdorffな線形位相空間，K c V をその非空• コンパクト♦凸染合と 

する。このとき任意の連続線形作用素 ’

法(17) Dunford-Schwartz.〔.6〕Chapter* II. 3,.とくに p‘ 65, Corollary 14.
——  113 —
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r ：K— >R«
について'

T ( I O = T { x  e K /d im  L(xUO^n}^

証明）r ( / 0 〔r { ^ € / ( /d im  L(x  I K ) ^ n } だけを示せぱ十分であろうゐ（逆の包含関係は自明。） 

そこて

ッ fT X /O c R れ

とすれぱ， 、

T~^(y：) n K
は, iTの非空，コンパクト. 凸集合である。よってレンマ6 から，この集合には端点ズが存在する< 

いま >2卖0 なるれL(乂| / ( ) 'について，

T ( z ) ：̂0
を示そう。

意に反して，T O ) = 0 と仮定する。パ £ (れ / 0 ゆえ 

■ W =  x + tz € K  •
W'sx — tz € K

for sufficiently sm all ^>0„ ..

r三旧学会雑誌J 70巻 :I号 (19?7年2 月）

7 X 0 = 0 と：Tの線形性から，

したがって,

T(w')^Tix')=^y
T Q w ')  ニ  T O O  ニ

w, M；’ e T - i ( » n /(。

また明らかに，
1X--^QW-i-wOj w キW'o 

これはA：が の 端 点 で あ る こ と に 矛 盾 。

ゆえに，

r : " ズけり- ^ R«
は in j e c t iv eである。よって，

dim L C x \I O ^ K

2* 表規定理の応用

(諷了）

前節でIE明した定理3の応用として，Cai*ath6odoryの定理 , Shapky-Folkinanの定理*Ljapynov
~ ~ -114-— -
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p き

Convex A n a ly sisのニ，三の進展について 

:の凸性定理を順次証明することにしよう。これら3 つの定理はすべて，ある非空，コンバクト，凸 

集合の，連続線形作用素による像を調べる問题1<̂1帰着せしめることができ，そこで定理3 の適用を 

迪じて解決が図もれることに注意したい。

Caratheodory の定理

定理4 y lをの任意の部分集合とする。このとき，任意の -r € c o A は の W-ト1 個の点の凸
(18).結合としてまわすことができる。 

証明） Afを C 0 /1の任意の元とし，それは

k 'X ~  ̂  I Xiy
.  、

Xi e A, cXi^O, l](Xi =  l .{ニ1 .
.と表わS れるものとしよう。 ここで一般性を失うことなく々> " + 1 としてよい。いま

• ' k ./ぐニ{ (も，も，  ，ん) p iさ0,. んニ 1}
，と定義すれぱ, は の コ ン パ ク ト ，凸集合である。さらに速続線形作用素で：Rし一+R'*を

T  :.(ス1,ん  ，タfc) I— Xi
‘とすれば，定理3 によって

T ( / ( )ニr { ( んも ，‘… , み) /dim L ( a , ん ••••••, XOUO^n)
である。しかるに ' '

dim Zズ(も，ん， ，ん）|/ ( ) ^ "
ならぱ， .

#{€/；?{キ (証了）

Shapley-Folkman の定理

定理5 2 , ……，ゐ）を R « の非空部分集合とし，

た^ € COXMi. 重ニ1
，とする。このとき，‘

k and #  (t/X{iiAi} Sn
' I ニ1 (19)

を 満 た す ズ ニ 1 , 2 , ....... , ）々が存在す名。

注( I S ) 本稿とは與なった手法の証明が，たとえぱR o c k a fd la r〔IS〕 p . I 5 5 に示されている。

( 1 9 ) この定理の別証はたとえぱAm >w-Hahn f l j  pp. 392-395, Theorem  8 に与えられ'^いるが，われわれの証明. 
の方が恼単で貝■とおしがよいように愈われる。またこの結来f c * 脚して，コンバクト级合の非凸他の度合を評イiHiする就 

み は Shapley-Folkm an-Starrの定理として知られでいるが， とれについてはAtTo‘w -H ah'n〔.1J pp. 385-400, 
S t a r r〔19；) および波部〔20 ) に詳細な取り扱いがなされているので、，本稿でとく つけ加えるぺきことがなW 均翻 

分析への応用の；!Hi型的な例としてはA n w v 'H a h ii〔1 j Chapter 7 , 福岡〔7 〕およびS t a r r〔1 9 )等を参照されたい。

■— ■11り -
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証明） まず， ’ 、

k -

を満たすVび C0ル 0*：= 1 , 2, ....... , n ) を選ぶと，各 は A の有限個の元の凸結合である。そこで-
各 ：̂»̂ に対応する，これらの有腺個の元の集合を伤とし，

K=coBtXcoBzX *••••• xcoj5a,

と定義すれば，if"はもちろんRm*のコンパクト，凸巢合である。また（ズ1 ,之2 , ....... , 么A) e / ( につい.
ては,

dim LCCzi, Z2, ……，Zid 1 /0  =  Ed im  X (v i  I co B{)i=：t ♦
となるととに注意しておこう。

さて，連綺線形作用素r  ： R"た > R ^を ’ '
-- k ，i  . (も, も,  , 么fc) j i-i

where ；arf で R», ' ニ 1 ,2 , ....... , k
と定義すれば，定理3 より，次 の 条 件 を 満 た す X2,  y xO  e / ( が存在する；すなわち,

k . . -  . ‘
ズニ t

かっ

dim Liixu Xz,  ，ズa) I /()
jfc ' ................. -  .

=  Sd im  Lixt\coBi')

-タん ,
したがって，

#  {//dim LiXi I coBd  ̂  1} ̂  w,

っまり

# { びdim Lixi I coBOニ0} ^ k — "。 
dim !<A；t|co5 i )ニ0 のときは，ズi は co5 f の端点であり，よって

X ic B i d A i ,  (証了）

L ja p u n o vの！!1性定理

定理D (X, i - 1 , 2 , …'.V  « を ncm .atom ic,び-有限な測虔空間とする。いま可測^ 間：

(ズ； 上のぺクトル値測度/^を

パ(め ニ（/ソ1(族) , 'パ2(き) ，. .，/メ"(ぎ))；

~ ~ -116
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Convex A n a ly sisのニ，さの進展について，

(20)
と定義すれば, K ^ ~ ) は R™の :3 ンバクト，if!]藥合である。

証明） 有界な実可測函数どに対•して，

T \ g ) ニ ( J J  ^ g d f t ^ , , / ズタか n )

，と定義する。また

レニ/̂ 1 +  / 2̂+ ‘•♦"•+パれ

とすれば， 可測空間 ( X  F ) 上の測度である。すると，

ど 1 ニめ a.e. 0 )  = »  '/Xめ）= ? 、(热)
であるから，T は と い う 形 ま の 線 形 作 用 素 と み な す こ と が で き る 。

(X , i = l , 2,.. ........, n はぴ- 有限で，しかも，

,!M《乂, i = 1 ,2 ,  ‘.•...，n
‘ （21)

であるから，R a d o n -N ik o d y m の定理により，各パぃに対•応して，次のような条件を満たすみ

，ひ0 0 が存在する。すなわち，

V ニ j  hi dv  -(/ニ 1 , 2 , ......., " ) ，.
i.e. dU iニ hidv ( i  = 1 ,2 ,

したがって,
T < j g ) = ( ^ J J  ^ g h d v y  ........, J ^ g h n d u ^

, _  ‘ （22)
，と書けることになる。ゆえに，r  : リ) 一 " は* 弱位相について連続な線形作用素である。

そこで，

K ^ ig eL -C v-)  \ 0 ^ g ^ l }  、

とすれば，KはL ~ 0 ) の閉単位球5■の凸部分集合である。閉単位球S は★弱位相についてコンバク
(23)

トであり（A la o g luの定理)，また

g €  K  <=^ 0 ^ J  / • g d u ^  J ^ f d v  ■
for ev ery  n on -n egative  f  c L^(y)

であるから，K ほS の O 弱位相について）閉部分集合。ゆえに/ ( は*弱位相についてコンパクトで

.注(20) Ljapunov〔11〕力♦、原論文。その後Lindenstrauss〔12〕.によって* ,,その誰明が著しく簡略化せられた。ここでの 

証明も基本的にはLindenstraussのそれと敏似のものであるが，定理3 を明示的に利用する点がちがっている。また 

Herm es-LaSalle〔9 〕P a rtし 8 の参照も有益であろう。

この定理の証明は数学的にやや難しい概全を用いる必耍がある。それらについては，たとえぱHaltnos〔8X実旧数 

論)， Dimford.Schwartz〔6 ：), Yosida〔21〕（旧数解析学) 等を# 照していただきたい。

またこの結果を;nいて，集合^̂ 画̂数の愤分に闕するいくつかの重要な命翅が導出されるが，それらについてはとりあ 
えずDebreu〔5〕，Hildenbrand〔10〕などを参照されたい。

(21) Hahrios〔8 〕pp. 128-130.
(22) d-有限な測庇空問においてD* ^ が成り立つことについてはDunfor*d‘Schwartz〔6 ；)

Theorem 5, * 位相についてほ Yosida〔21〕p .125 を見よ。 、，，’
•(23) Dunfoi^d-Schwartz〔 6 〕p. 424, Theorem 2. „

 1てア -
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ある。r は線形かつ, * 弱位相について連続であるから，7 X K ) はR "のコンパクト，凸集合とな 

る。最後に -
TCK) ニ 

を示せば誰明が完結する。

いまを可測集合の特性面数とすれぱ，

Xe € K
で, しかも乂£ はの端点ゆえ 

dim L (X s|/O =0o  
他方f  c K が特性画数でないとすると，

(24)
パ(■£)>()
r さ f  る1 一  r onE  

を 満 た す と ' > 0 とが存在する。そこで

M  ニ Zs•た'(レ）
とおくさ，M はム《0 ) の線形部分空間で， -

M c L ( /  1 K \
fKぬ 〉Q で （X, %  Hi') / = 1 , 2, ，" . ，，，n  は non.atomic であるから， 

dim M  — oô
定理3 により， ,

n K )  ..

ニT V f / ( / d i m  ム(/I のさ"}
ニT { f  e K /  f=XjE for some
ニパ(料）

(証了）
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