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比較静学と定性経済学

福 向 正 夫

^ ( 1 )
1 目リ稿においては，ランカスターニゴーマンならびにカークたちの所業に負う定性経済学めニつ

の流れを概観検討し，そのさいの結論として，安定性を仮定しない定性体系の可解性のためには,.

係数行列のサ’ィクルに正のものがあってはならず，かつ十分な敦のゼロま素が含まれねぱならない

こと，また安定性を導入するにしても，-それ:をもっぱら定性的に規定する，合には，やはり同種の

きびしい条件が満たされねぱならないこと，を知った。われわれが当面する多くの経済保系はこれ

らの条件をかならずしも満たさないから，それらをぽ和'^る方向に議論を拡張することの望ましさ

については，疑念の余地のないところであろう。そのような活路として前稿で言及しナこ第二のァプ

ローチは，定性的安定性ではない通常の意味での安定性を導入し，そうした上で係数行列が正のサ.

ィクルをも合む場合，そして体系の相互連結性がより緊密な場合にも，.何らかの可解条件を得るこ

とができるかどうかの探索を企因している。このような考察は，安定条件が若干の量的情報を含む

ところから必然的に純粋定性分析の境界線をこえ，定性，定量双方の混合システムめ分析に及ぶこ

とになるが，純粋定性分析の限界がすでに明確となった現地点においては，当然に踏破されるべき

研究領域を形成するというべきであろう。すでにこの方面の研究も，カークおよびその協力者たち 
V (2)

によ0 て手を變められており，われわれが以下本稿で展開するところも，彼らのル' - ト，マップに 

忠実な再述と彫厥を試みたものにはかならない。

2 上記のプログラムにしたがって，本稿で'分析の対象とする係数行列のクラスは 

=  I B c Qa, は安定行列}

のように定義される安定な定性行列であり，' とこでQパは行列A と同じ符号め元素から成る行列の 

集 合 （定性行列）をあらわしてい:^。前稿の後半で導入した定性的安定性（Q 安定性）の棚;•念は， 

のすベての/3について安定性を要請したものであるが，ここではもっと緩く， ィであ 

って，しかも通常の意味での安定性を満たす5 の巢合のみに考察を限定するわけである。

注（1) 福岡正失r比較静学と定性経済学I J, rさffl学会雑誌J11976年10月号。 

( 2 ) 文献につ、ては，上掲論文の脚注( 8 ) 翁照。



合両者のそれぞれ対応するサイクルはまったく同じ値をもつ。そして非鱼行列めサイクル力H -ベて 

弗負であることは自明である。

他方，v4のサイクルがすべて非食であるときは，それとザイクルが同値な非資行列ズがかならず 

，あり，正則な対角行列のの下でX = Z )ズ/ の関係が成立する。そしてぎ|̂負行列は，っねに任意の- 

正則対角行列を用いて森嶋行列に変換可能である。

っぎにA 力t r ed u ceされた森嶋行列であるとほ， X  ニ/!* 一 I で, A * が森嶋行列,かっすべて 

の /についズび> び" * であることをいう。そのとき，上記の補助定理1 にもとづき，ただちにっ 

ぎの補助定理を導くことがで、きる。

' ち、
補助定理2 パが分解不可能で，かっその対角元素がすべて資であれぱ, A は red u ceされ 

ナこ森嶋行列であるか，さもなければ長さ2 以上の食のサイクルを少くとも1 個もっかのいずれ 

かである。

証明 ‘

仮定の分解不可能性から，•/!め長さ2,以上のサイクルのなかには非ゼロのものが力、'ならず存在す 

るのでなくてはならない。そこで，それらの非ゼロのサイクルが倉のものを含むとすれば，いうま 

セもなく定理の主張の後半部分が成立する。ゆえにそれら非'ゼロのサイクルが正のものぱか，'りがら. 

成るとすれば，すべての i にっいてぴ>  I an I となるように正の数びを選び， _/1*==/1+び/と定 

義することによって，ルi *ニ《«  + ぴ> 0 となり, 乂* のサイクルは長さ1 めものまで含めですベて 

非負となるから，さきに証明した補助定理1 から 4 * は森嶋行列となる。そして上記の《の選び方 

と A * のっくり方から，A が re d u ceされた森嶋行列で， くびとなっていることは明らかで 

‘ぁる。

■ . . ■ . . , . ■ ■ ■

3 ことでいよいよ本論に入り，まず前稿の場合とは対照的に， が 1 個もゼロ元素を含まない場

合にほ何がいえるかを考察してみよう。なお下記の定理C0条件は，v4が ！2 x 2 の場合にはトリヴィ

アルに満たされるから, 以下ではもっぱらw>2の場合を前提して，論を進めることにする。 ’

( 6 ) ^

定理1 j は安定な行列で，どの/ , ゾにっいてももプ:5^0,力、っその対角元素はすべて資で， 

あるとするb そのときA が安定性の下で定性的に可逆となるための必耍かっ十分条件は,それ

が red u ceされたま嶋行列となることである。

■

IE明 ■

比較静学と定性経済学 n ■

注（5 )  Basett, Maybee, and Quirk, op. cit„ p. 550, Theorem 3.
(6 )  op. cit,, p. 552, Theorem 5 .なお証明については L. Bassett, H. Habibagahi, and J, Quirk, "Qualitative 

Economics and Moi-ishima Matrices," Econometrka, April 1967, ,pp/227-2か.參照。.
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必要性。ぶが安定なら1^1キ0 であるから，そのすベての余因数パの符号が確定しているC と 

ころでバ" の展開式は .

( 一1 ) びれ<2：11.''*び4_1,レ:iflf+i.f+i… ノ+1,/+I，"fif"n 

(一1)2 a jk なk iA ir，， ^ J-t.J -1  ̂  j + l j + l " *̂ k -i ,k -ia *+l,it+l*''d -an  

のようにあらわされるニ項を含み，ここで第1 の項の符号は（一l)n -2+isgnfiパ，第2 の項の符号は 

( 一l ) « - 3+2ggnの で あ る 。ところ力;，われわれは安定性の仮定に矛盾することなく，対角元 

素をその絶対値において任意に大きく，他の元素を任意に小さく選ぶことができるから，もし上の 

ニ項が相異なる符号をとるとすれぱ， の符号は不定とならざるをえない。よってすベてのパひ 

が定符号をとるためには，すべての ,キノ☆キ《について

(3) sgrv びパニsgn « バ <7"

となるのでなくてはならない。

つぎに s g n びけ=sgn  antakj, s g n びパニsgn « プん- «んィである場合は, s g n び" =sgn  aju sgn 

<2プ*ニsgn ajcj, sgn «A；eニsgn が満たされるのでなければ矛盾が ;^ じるから，すべてのソチ；に

ついて明らかに

(4) sgn «< > = sgn  aji

よって補助定理2 の場合の要領でびを選びニA + « / を つ くれぱ,ポは森嶋行列したがって 

は r e d u c eされた森嶋行列となる。

十分性。*4 *は森嶋行列であるから，（1)(2)の関係をつうじて，それはプロべニウスの正行列

(5) A：

At,

■A*i

に転化でき，後者にういてはぴをバすしたがってル=の最大特f t根より大きく選ぶことによって

■^n 一 a l  —
(6) l A * - a n

■ A*i n̂n 一 a l
<  0

(7 )
が成☆：する。ところが(2)から

となるから，（6)(7)を綜合して

注（7 ) Debreu and Herstein, op* cits, p. 602, Theorem IIL

- び' - în
-1

1 O' パfi 一 a l , -
-1

1 0’

A*i v4jn -  a l 0 一/ —i4すj Ain 0 一/
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(8) sgn

■ yl* 一びI -1 * 參• ♦• * •
■一 • • ■ A » ♦ ■,ii.a»

十.......十
« *» •

- yljjj ^nn — al

+  … ，" -f. 
ニ
« •

• • • «

を得る。
' . •-

さて定理1 は，>1が正のサイクルをもち，しかもその迪結性がもっとも緊密な場合についても，

:定性逆行列が存在しうることを尖鋭に示すものであるが，以下では一歩退いてその仮定をやや緩め,

-バの元素のなかにゼロのものが海っていてもいい場合に議論を拡張する。ふたたび《> 2 の場合を

:前提して，つぎの定理が成立つことを証明しよう。

( 8 ) . 
定理2 A は安定な行列で，分解不可能であり，かつその対角元素はすべて負，そして長さ

2 以上のサイクルのなかには正のものがあるとする。そのときが安定性の下で定性的に可逝

となるための必要かつ十分条件は，それが re d u ceされた森嶋行列となることである。

定理そのものの証明に立入る前に，それがもとづく重要命題を，二つの補助定理の形であらかじ 

め誕明しておく 0

‘ 助定理3 ぷは安定な行列で，その对舍元素はすべて資であるとする。そのときが安定

性の下で定性逆行列をもちうネためには，同じ添数i  , ゾをもつ非ゼロのチ - イソoXjけ れ (fy 

なかに異符号のものがあってはならない。

iqi

証明

余因数の展開式にあらわれる二つのチレインant およびd i h びんん...

::が互いに異符号であったとする。そのときi?, C c Q a を選んで，それぞれ

hiu ニー 2 0’ニ 1 ,2 ,.. ......, w) 、

( 9 ) 1ろ" 11 ニ I 〜 21   ニ 'ろ V  ト 1

I Ctj^ I = 1 Cj^j^ I   ニ I ごプパ I ニ1

.とし，他の非ゼロ元素は絶対値において十分小となるようにすれば, B もC も優対角行列となるか 

:ら，B, C € S a である。 , .

ところで , C の上記のつくり方力、ら，B ju てパの符号は，それぞれその展開式中のチイソb " i  

<b、iぐ…， ……<̂プパを含む填が支Saするが, これらのチ:nインが異符号であれば,それ 

らを含む項もまた異符号となることが容易に確かめられる。よって

(10) sgn Bjt 丰 sgn 0^

>i( 8 )  oi>‘ cit,, p. 554, Corollary.
( 9 〉 op. cU，t pp. 552-553, Lemina 6,

wmm
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であり，sgn| B  Iニsgtt I C |gtOであるから 

な》 C - "ホQb -̂

となって，パが定性逆行列をもっという仮定と矛盾する。

(10)

⑩助定理4 A は安定な行列で，分解不可能，かつその対角元素はすべて負であるとする。

そのときが安定性の下で定性逆行列をもつためには，長さ2 以上の非ゼロのサイクルのなか 

に異将号のものがあっではならない。

証明

帰譲法によるとし，. A が 負 の サ イ ク ル が と 正 の サ イ ク ル 《( カ-> め を と も に も っ . 

たと仮定しよう0 以下ではこれら二つのサイクルがり）2 個以上の添数を共有する場合，t iO l個の- 

狐数のみを共有する場合, . （iii)何ら添数を共有U ない場合，の三つを分け，け)(U)の場合はいずれもポ 

合理が生じ，かつ(iii)の場合はありえないことを示す。

(り上記のサイクルに共通の添数が少くとも2 個あったとして， そ れ ら を t としよう。 いま 

パ に '0 いては i — S — t j を い -^ t X  t i -> s ) に置き換えて， i ')aji，

二びが（s ->ズ）びが（ と記すとし, 同様にaCp-yq^agp c o n う も び び ）びな；p =  <?p( 5 - > す）’ 

a p ( J - > s ' )と記す。するとこれら力i與符号であればA f  ii、A u のいずれかが同じ添数をもつ異 

符号のチェインを含むことになり, 補助定理3 からA は定性逆行列をもちえないことになって，仮. 

定に反する。

(U)つぎに二つのサイクルに共通の'添数がただ1 個 k のみであるとし，添数をつけ変えて負のサイ

クルを《12<?23........び 正 の サ イ ク ル を ?̂ゐ,；：+ 1 «；̂+1ス+2."".^2けとする。ふすこすこぴB  , C をQ  Aか

ら選んで，パはすべてのZ’についてみ" = 一 1 , 非ゼロのろij (《キi )は絶対値において十分小とな 

るように定めるとしよう。するとおは優対角行列となるから，B c S a であり， s g n 场f = ( 一1)«一 1' 

( i  =  l , 2 , ......, " ) である。他方C については，みを除くすべての/についてニー  1 , そして，

i ^̂12 i ニ i ご23 Iニ……ニ I Cftl i ニ 1
0-0

I (̂ k,k-\-X IニI Â+i,fc+2 I ニ ニ I ら"ft.lニ 1

と定め，またごA：たなちびに他の非ゼロのは絶対値において‘十分小となるように定めるとす 

る。するとC は優対角行列とはならないが，その主座小行列式のnested sequenceが存在して，
( 1 1 )

次の主座小行列式の符号はそれぞれ（一となることが確かめられる。 ゆえにフィッシャ

注(10) op. cit‘, pp. 553-554, Lemma 7.
( 1 1 ) ニ I ,2, •‘.，"，h - l までの主座小行列武については，対角元素の積の?fが、その値を雄するから，（一1)< の符号をと 

ろことは自明。/ぐ次の主座小行列式については/ それをポ1列について展開し, Cl, …，" o t iが負であることを考慮 

すれば，（一1 ) (一1)い’ +く一1)け* (一 1 )+  other terms すなわち(― !)* + ( —I)*"* CAA+other terms とな

り，ふたたび（一1 )Aの巧がそり符す];■を決する。/<；+1次以降《次までの主座小行列5̂；については，それをそれぞれ 

後の列についで展f)Hすれぱ，その符巧が-^ウ前の主座小行列式;の符号に一 1をかけたものになることが明らかとなる。

6

•I
1

I
I I
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(12) 一  

ッラ" の定理が援用でき，あ る 正 の 対 角 行 列 に 対 し て は 安 定 と な る 6

'こうして上記のようにつくられたB 、E はいずれもS a に含まれるが，上に見たようにBu 0  

符号がかならず（一1 )"ー1 となるのに対して，E iも の符号はCfc* と他の項との相対関係に依 

存して不定であり，，したがって 

⑩ E -^  Qs-i 

となって，不合理が生じる。

制最後にパのどんな負りサイクルとIEのサイクルのあいだにも共通の添数がないとしてみよう。 

いま任意の負，正のサイクルの添数をつけ変えて

^12^23 -^r-l.r^Zri <  0 ' .

ロ r+l,r+2....—：1,5 な《.r+l >  0 . . .

とする。

すると分解不可能性の彼定から，どの《’ e { l , 2, ...... ,■ r } ,  j e { r - h l , "....，ぶ}についてもきゼロの

チ :^ィ ン が存在しなければならず，しlbがっていまもしそれらのi ，メについてパ :?bOで 

あるとすれば,非ゼロのサイクルびびメ  f があって，をの添数のなかに上記の二つのサイクル 

の添数と共通のものがあることになるこれは明らかに矛盾である。よってその種の可能性が起き 

ないためには

の f ニ0 fo r a ll i e {1,...... , ダ} ,  Je { r + 1 , ニ…" ，5}

となるのでなくてはならない。

ところでdさを考慮にいれれば分解不可能性の仮定から/6{ 1 , rh  / e {5 +  l , の の fが

すべてゼ ロ と なることは不可能であり，また同様の理由でレ{ r  +  1 , … 5), … ，n } o

( h i がすべてゼロとなることも不可'能である。ところが当面の仮定の下では,後者を認めれぱ決し 

て前者を認めることができず，したがって矛盾が生じることを以下で示す。 . . ■

ま ず レ+ 1 , , 5}, メ6{ ぶ+ 1 , ……，n ] の の f には少くとも1 個は非ゼロのものがなくては 

ならないのであるから，添数をつけ変えでその非ゼロ元 素 を け1 'とする。そしていまソf { l ,

… •, r ) につん、てある fZs+iパが非ゼロであったら矛盾が生じることを示すことにしよう。 前の議

論と同様，分 解 不 可 能 性 の 仮 定 か ら  , r ) から 5 + 1 に向う非ゼロのチ;^イン

を選ぶことができるから，そ れ に を か け た サ イ ク /レ +  を考えれば，とれ

はそのつくり方から当然非ゼロである。他方同様に非ゼロのチ:̂ インび( r + l - > s + l )を選び, そ れ . 

に上IBの 非 ゼ ロ 元 素 , r + lをかけてサイクル<3!(グ+1—>̂5 + 1 )び5+1,ド+1をつくれは，このサ.イク 

ルもまた非ゼロであることはいうまでもない。こうしてこれら二つのサイクルはともに非ゼロであ

法( 1 2 )プィッシヤーニプラーの定理については，福岡 r市場均衡の安定性Blj, fさ111学会雑誌J 1975年6月号，p . 10☆錢 

照6 ■ •



り，しかもともに同じ添数S + 1 .を含むから，それらはすでに見たように互いに異符号となること

はできず, ともに正となるかともに負となるかのいずれかでしかない。ととろが/ e { l ,  .....，ダ}で

ある以上， +  は似の資のサイクル^?155 « 23.fZj■-:l,r 6 Triと添数を共有するから,

+  と 《(r+ l*^ S  +  l ) f is + i , r + lとがともに正であることはありえない。 また同様に

« 0  +  l->S +  l ) び州,,+ 1 は(1冷 の 正 の サ イ ク ル と 添 数 を 共 有 す る か ら , 当 該  

の二つのサイクルがともに負であることもありえない。 よって帰譲法の仮定—— あ る ….グ} 

について《け は 偽 で な く て は な ら ず ， •

びS+1パ= 0  fo r a ll « c { 1, ‘，，..，，r]

が導かれたことにな ,る。

つぎに(10が成立すれば, ふたたび分解不可能性の仮定からi - ベてめ  , 5}, / f { s+2 ,

……, について《パニ0 となるごとはできず，そ こ で 非 ゼ ロ 元 素 を hc{r+l,……，りと 

してサイクル《a -> s + 2 )a  け 2,i . " ‘，，，r } ' )  t a i h -^ s  +  2')as+2,h (A f  { r + l , ……，ル を つ

くれば，まったく同様の推論をつうじ't , こんどは

’⑩  ds+2,i= 0  fo r  a ll i c{1 , ...... , r)

とならねばならないことが分る。以下類似の譲論を繰返していって，結 局 { S + 1 , … , n )  X {1, 

r ) のプロックの元素は全部ゼロとならねぱならないことになり，（1$とあわせて>4が分解不可 

能という仮定に反する結果が導かれた。

r三旧学会雑誌j 70巻 1号 （1977年2 月)

定理2 の証明

必要性。すでに補助定理2 として誕明したところから，パが長さ2 以上の負のサイクルをもたな 

けれぱよいわけであるが，これはA が長さ2 以上の正のサイクルをもつという仮定; ^ , 上に証明し 

た補助定理4 からただちに明らかである。

十分性。定理1 の十分性の証明は，j がゼロ元素を合んでいても分解不可能なら同様に適用でき 

る。

さて以上の定理によって，純粋に定性的な情報のみからは定性逆行列をもちえないが，安定性の 

仮説の下ではそれをもちうる定性行列のク7 スが明らかとなった。すなわち一般の次数の場合につ 

いていうかぎり，それは redu ceされた森嶋行列のみから成るクラスであり，換言すれば長さ2 以 

上のサイクルがすべて非となる行列のみから成るクラスである。こうして定性的に可逆な行列の 

クラスとしては，長さ2 以上の非ゼロのサイクルカtすべて食であるかあるいはすべて正であるかの 

二つのクラスしか存在しないことになり，正jTiのものをともに含む行列のメンバーは除かれること 

になる。

そこでつぎの間題は，このように安定性の仮定を付加した場合，非正のサイクルのみをもつ行列

I
j
m

III
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の定性的可逆性についてその可能性がいくぱくか拡大されうるかどうかである。バセゾト= メイビ 

一二カークは，この問いに対する答がノーであること，すなわちこのクラスの行列は,純粋に定性 

的な情報の下で定性的に可逆となる場合にのみ，安定性の下でも定性的に可逆とすS：ちにすぎないこ 

と, を明らかにしだ。つぎに彼らの定理とその誕明を掲げておく。

定理3 は分解不可能で，その対角元素はすべて鱼であり，.また長さ2 以上のサイクルの

なかには食のものがあるとする。そのときS乂に属する行列が定性的に可逆と5̂ぶるための条件 

は， Q メに属する行列が定性的に可逆となるナこめの条件とまったく同値である6

証明

A が安定で，定性的に可逆であれぱ，補助定理3 からその非ゼロのチ：>：イン《(^~^；‘）はすべて同

符号とならねぱならない。またすベての対角元素が負であるところから， バの長さ " 一1 以下
(14)

のサイクルはすべて非IEとなるのでなければならない◊

するとこれらの帰結と定理の仮定とから，パの長さ"のサイクルもまたかならず非正となること 
(15) ■ ' ■

を証明することができる。事実いま長さMのサイクルのなかに正のものがあったとすれば、とのサ

イクルのなかには入らない元素で非ゼロのものが少くとも1個はなくてはならない。なぜなら仮定

からA は長さ2シ シ I の貪のサンクルを少くとも1 個はもっていなければならないかちである。

そこで，そのような非ゼロ元素をいまa . i jとし，その U  にぅいて余因数パパを考えてみる

と，ル fの展開式のなかには（一1) an  n  d h hのような項と（一l y  a ( i l j )  II a k kのような

項とがかならず含まれている。ただしここで/ は当該の正のサイクルからとられたP 個の添数シム,

i p の集合をあらわす。そして ( H i と ゾ ）はいずれもの非ゼロのチ :r'インをなしてい

るから，それらは仮定からかならず同符号,，すなわち

⑩  sgn aij ニ sgn aQilj')

t なるのでなくてはならないo

ところで上記の正のサイクルのi i ,  , i p 以外の添数fO集合をゾ，その成分をip+i, . " " ' i i と

する。すると a U  J  i ) は当然非ゼロのチccインをなしているから，ル/ と J i) の積は非ゼロ

のサイクルをなす0 すなわち

⑩ cii} a < ij j  i)古ぐ

である。ところが仮定によってa<iUj)と<2(メ/ りとは同符号で,しかもそれらは非ゼロである 

から *

ゆ c i C i l a < i j j ■-

注(13) Bassett, Maybee, and Quirk, op, ciL, pp. 554-555, Lemma 8 および Theorem 6.
(14) op, ciLf p. 551, Lemma 4.
(15) op. cU‘, pp, 554-555, Lemma 8. '

一  9 —
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ゆえに⑩と⑩から ( h j びC / / り> 0 となり, これで長さ？?ー1 以下のサイクルがすべて亦正という 
^  C16)

仮定と矛盾する結果が生じた。 -

以上の譲論によってA のすベてのサイクルが非正，またすベてのチCCイ'ノが弱い意味で同符号と

なったわけであり，これはが安定性の仮定とは無関係に，定性逆行列をもつための条件にはかな

らない。

十分性。• S j C © パであるところから，ま明である。

， r三田学会雑誌j 70卷 1 号 （1977年2 月)

4 以上のところでA が安定である場合に，その定性逆行列が確定するための条件が明らかとなっ 

た。つぎの課題は, . これにもとづいて本来の目標である定性的可解性の条件を究明することである。 

しばらくのあいだ，A が安定でその対角元素がすぺて負という想定は銅たされつづけるものとする◊ 

まず最初にパラメターの変化が1度に1 個の均衡方舞式めみを動かす場合すなわちbk丰0, d iニ0 

(/ > ）々の場合を考えることにしよう。その場合にはの第々列の符号のみが確定していれば，完 

全な定性的可解性が成i することはいうまでもない0 ととろで、 が安定であればs g i i 1̂ 1 ニ（一 1 )" 

であるから，上記の条件はの第々行元素の余因数パ《 a ニ1 ,2, •，，…，n) がすべて確定した符号 

をもつこととまったく同値である。

. Aujcが定符号をもつための必要条件は，前節補助定理4 の(ii)の推論をそめまき援用することによ 

って容易に導くことができる。事実いま >1の長さ2 以上の，添数々を含む魚のサイクルが, . A u の 

ある正のサイクルと共通の添数をもったとすれぽ，（ii)の場合と同様，パjfcfcの符号の不定となること 

がただちに分る。よってAfcftが定符号となるためには， 記の可能性が生じてはならないのである。 

それからまたA u  O'ナめが定符号をもつために必耍な条件も，同じく前節補助定理3 ですでに示さ

れたところであるから，これらの結果をすべてまとめてつぎの定理を得ることができる。

(17) 1

宾理4 は安定な行列で分解不可能，かつその対角元素はすべて負であるとする。ますこb

は bkキ0, =  0 (Sキ め の条件を満たしているもの'とする。そ の と き ろ が 定 性 的 に 可 解

であるためには， ■

(り̂ 4̂の長さ2 以上の食のサイクルがA k kの正のサイクルと共通の添、数をもたないこと 

GOそれぞれの添数の対（ん ）々 についてレのどのチェイン a 0*->/0も弱い意味で同符号 

となること .

の双方が満たされねばならない。

他方Afci ( i  ニ1 , 2 , ……, ? 0 が定符号をとるための十分条件については，すでに前に述べたとこ

注(16) a HI}')は i-去，である以上当然提さは2 以上，ゆえに《 0ゾ/ ) は，in/ニ0 である以上换さは《—2 以卞であり, 
’よってそれに《/メがかかっても長さは以下である。

(ゅ … ~ v . - 1 。一
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ろから明らかであるが，一応一括して再述しておけば，つぎのごとくである。

定理ぎ8ン/!は安定な行列で分解不可能，かつその対角元素はキベてきであるとする。またみ 

ぱみたキ0 ,みf= 0  の条件を満たしているものとする◊そのとき ’

U)パが re d u c eされた森鳴行列であること '

の長さ2 以上のサイクルがすべて非正，かつ v4*i のすベてのチ;Cイ ン が

弱い意味で同符号となること

のいずれかが満たされれぱ，4 yニゐは定性的に可解である。
、

この定理から明らかなように，パ/fcftが正のサイクルを含む場合には，'結鳥森嶋行列めぎ例が完全 

な比較静学情報を保証する唯一可能なクラスとなるやあろう。 ‘ ‘

つぎにより一般的にみの成分のうちW描のものすなわちみi i , みi2,.… が亦ゼP•である場合 

を考察することにしよう。この場合にはもし必要なら方程式のま号をつけ変えることによって，

r  =  ly 2, ....... , S についてはゐ i f > 0 ,  ニS +  1 , •. .…，m についてはろ f ^ C O となるようにできるか

ら，4)^ニろの定性的可解性は，明らに i 4 - iの第/1列， 第ぶ IJが同一の符号のパターンをとり， 

また第メ《+1列，……，第し列が同一の，しかし第/1列，……，第列とは反対の符号パターンをと 

るとき, そしてそのときにのみ成立する。.いまこれを非資のサイクルをもつ行列の場合についてま: 

とめておけぱ, ， ■

定理6 •Aは安定な行列で分解不可能，かつそめ対角元ぎはすべて負で，かつ長さ2 以上の 

サイクルのなかに正のものがあるとする。そのとき4 y = ゐが定性的に可解となるための必要 

かつ十分条件は，行および列の適当な番号換えののちA ,  b が ん h に変換され，そこでA が 

☆で分割されるreduceされた森嶋行列となること，か つ ん を * が弱V、意味で同符号と 

なり，また bk+t,……，る„ も同じく弱し意味で同符号，ただしる1 , … ，k とは逆符号とな 

ることふである。

他方のサイクルがすべて非正である場合には， Ay 二ろの定性的可解性は，ろがたかだか1 個

り非ゼロ成分をもつ場合にのみ成立するに’すぎない。すなわち 

(20)
定理7 ルよ安定な行列で分解不可能，その対角元素ゆすぺて負で，か力長さ2 以上のサイ 

クルのなかには負のものがあるとする。加えて4 が定性逝行列をもつとすれぱ, - 4 y = みが定性 

的に可 解であるため の 必要か つ 十分条件は,ろの非ゼ ロ元素がたかだか1個しかないことであ

注（18) op. ciL, p. 558, Theorem 9.
(19) op. cU‘, p. 559, Theorem 10.
(20) op» cit.t p< 659, Lem m a10, p. 560, Theorem11.同極の定]511は >4カ’、<3安；̂̂性を满たす場合 1̂ついては,，すでに

証明されている。前搞定015参照。 ’. ，

— 11 ー~

、レ 、 .  '  • ， *  » , - • « * 、 線 》3?^,料 ，:‘;-が 秘 巧 ;な◎ - ゅズ^ ^

■.

——

j

T

j

c

-

-

i

j

パ

：

-V

こ

に

パ
i-—



雄 ;

る。

証明

A ~ ^の各列メ(りが互いに同じ符号のパク，- ンをもたないこと，すなわちすべてのi キj につい 

てかならずS g n り:jfcsgnルハとなるととをいえぱよい。

事実いまある（/, i ) の対にっいてs g n バ《りニ sgn A り）であったとして，一"般性を失うことな 

くそれが第1 列，第 2 列であるとしよう。つまり sgn ^ ( 1)ニ s g n バ<2> であるとする。すると^の 

余因数行列 [成/]において ,

⑩ sgn ylu ニ sgn ニ 1 , 2 , ......,め

である。定理の仮定の下においてはsgn =  であるから，时から明らかに

ゆ s g n ん2ニs g n ん1ニ（一 1デづ

となり, したがって《1 2 , « 2 1 が非ゼロの場合にはsgn y4i2ニ（一 1)れsgn «ia, sgn y4siニ（一 1)れ
(21)

sgn « 2 1 が成立つところから,

^  <212^0, ^21 =  0 

.となる0 ゆえに補助定理3 から 

軸 CL (2—>1)^0

となるのでなくてはならない。

ところで仮定の下では，補助定理4 からv 4 の長さ2 以上のサイクルはすべて非JE'となるから， 

«12«21>0となることはできず，したがって⑤から ?̂12，<̂ 21のいずれかはゼロとならねぱならない。 

そこでいま 2̂12ニ0, «2 1 < 0とする。すると分解不可能性の仮定から非ゼロのチェインfl(l->2) が 

かならず存在し，抛からこれは厳密に負とならねぱならないから，

⑧ <2 (1 —>2)<721>0 -

となって，矛盾が生じる0 よって二び 21ニ 0となるほかはない。

つぎにすべてのチ$ イ ン も ま た す べ て 0 となることを主張する。すると分解 

不可能性と相反ずるから，定理が成立することになる。 ‘

■いま非ゼロのチCCイン《(2 -> 1 )があったとして，それを ^̂ 2ら …… と特定化しよう。 

少くともび21^0で あ る 以 上 さ 0 でなくてはならず,したがって想定からび2むびM2…

< 0。他方分解不可能性から亦ゼロのチェイン^2(1->2)が存在し，そK はがから資であるかか

树  «2 ii  び（1 -> 2 )> 0 ,

ゆえに/ !のすベてのサイクルが非正である以上，これはサイクルであることはできず,よって 

at^t^ d i m iの添数 i i , 4,  i m のなかめあるものは<Kl->2) の流数のなかにも現われるの

r三田学会雑誌j 70巻 1 号 （19?7=^^2月）

注( 2 1 )前稿，定理5参照。
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' 比較静学と定性経済学II 

でなくてはならない。いまそのようにいずれのチ:Cインにも現われる添数のうち最後のものを/rと 

すれぱ，（̂の左辺は

⑥ び 2<1び - パr の rレ+1…のTTil a (1  ~ ^Zj*) CL (Sr —̂ 2)

と書け, ここで.シ+ 1から i r aまでにはダプる添数は現われないから， し》 f l ( W r )

は明らかにパのサイクルとなる。そしてそれはいうまでもなく非ゼロであるから，

⑩ ド+1… び（1■パふ）<0 

であり，よってと⑩から

ゆ   (I ( / r ^ 2 )< 0

を得る。他方勁からA r l Air^ '^O,し た が っ て の で あ る か ら ，前と同後の理由で 

^ M r + 1 * . . '，. « O W 2 ) > 0  

'がいえる。ところが想定から

0$ .<̂ 2も… .‘‘びfj■一 せ r+1，‘，. . .な*m l>0

であったから，00)の下では⑧と01)とがともに成立するのは不合理である。

こうして長さ2 以上の負のサイクルを.も'っ行列の場合 '"conjugate pairs c a s e "の比較静堂.- 

命題は導き出せるが, より一般的なそれは導き出せない。加えてv4が定性逆行列をもっという仮定: 

は，この場合, 安定性が満たされても満たされなくてもA が定性逆行列をもっための条件を意味す 

るから（定理3) , きわめて制約的であるといわざるをえない。したがって結局，対原理の有用性 

がいくぱくなりとも生きてくるケースは，すべて非負のサイクルをもつ行列すなわち森嶋行列のク 

.ラスに限定されるというべぎであろう。

5 ここで安定性の仮説と粒んで比較静学法則のもう一つの源衆となる最大化仮説について，その‘ 

定性経済学的含意を若干考察しておくことにしよう。最大化仮説というのは，いうまでもなく'当該-:

のモデルの均衡点がある関数の最大値を達成しているという仮説である。いま/ (み，X2, ."SVn,
. .

を連統微分可能な実数値関数とし，dfldoHミfudV 'ldxidxj三f i j  <ii, j ニ1 , 2 , …，n ) などと記せぱ，

/■がびニ《* の 下 で =  ：C2*, ，*, ^ n * )において最大値をとるための必要かつ十分条件は，-

よく知られているように .

⑧  エ2, Xji, ex' ) ~ 0  (Zニ 1 , 2 , ……，M)

S  2 / 5  hihj<0 fo r any h~ (ht,み2, W=?^0

が満：̂こされることである。とこでな0を前稿の均換?条件(1)と考えれば,《が变化したときの：V i の均: 

衡値のポ化は，前稿の(2)とまったく同様 ■

1 へを;̂ ?■ays ホ:̂ ;れ巧ぴ☆：ポ:がらもをV あ: を: ^ お: ねみぶび‘?ギそ;̂



.と略記することによって， に準じた

^]) A p  ニ b

—  ̂ 14

y j

yo .

び《メ daj

ttoj 0
A ,

'  L l  ■
* h  -

ろ。

袖
L f j

< 0

r三田学会雑誌j 70卷 1 号 （1977年2月）

^  [/ ^ 3
d x j
dot = - [/ぬ

を解くことによって，あるいは[/«力さO iプ] ョA  ~ \ _ f iT l^ [b i ]^ b ,  [ d x j j d a ] ^ l y j 3 ^ y と書き 

あらためれば，

0$ /Iタニみ

を解くことによって求められる。

/■が連続微分可能であれぱんニ/パが成立するから，バは対称行列であり，また$$からそれは負 

の定符号の行列である。したがっていま

/飞ムニ{/?|パ6 0 パ力、つ/?は対称で資の定符号}

と定義すれば，最大化仮説の下で^ ツ= みが定性的に可解であるとは，B レiVlA, C fQb，Dz=c (T) 

ときにスe 0 びとなることを意味しており, またそのさいA が定性的に.可逆であるとは， B e M a の 

ときにル■ l e Q x - iとなることを意味している。 、

つぎに制約条件に服する最大化の場合も，議論はこれとアナロガスで，いまf  ユ’2, ....... , Xny

び）と同じく連続微分可能などO i , X i , … …，Xn, a ) についてg ニQ の下で/を最大化する場合を 

考え_れぱ，それは周知のようにラグランジュの関数ムニ/ +>?どを，大化することと同値である。そ 

して dLjdxi^L i, dLjdX =  L I f さ2ム か 卢 Z>ひ. などと記せば, / " がびニa*, び= 0 に服し

つつ最木値をとるための必要かつ十分条件は，

Liら 2,び）： 0’ニ 1 ,2,……，め .

0》 Li(jc,も び）ニム *̂ =  0

0$ g  g  ム5,、 みゾく0 fo r  any ゐ= ( み1, …"•，ん0 # 0  such that f ] めみ (= 0  .

•のように書きあらわせ，びの変化に応ずるユ’も；r の均)後]値の变化は

承
L もな

0̂ 1
Ltj

gt 0

da
dX
da L l

を解くことによって求められる。したがって前と同様抛の行列とべ ク トルとを

XJ

(IX
dec

I
ぐ
J

：：



p »

を得る。

ここでA は制約条件どニ0 の下で負の定符号をとる対称行列であり，制約条件なしの場合の/1の

ダ次主座小行列式が（一l y の符号をとるのと平行してズニ衆 j のパの部分から？̂個の行

と列を選んでできるグ+ 1 次の縁つき主座小行列式はデニ2, , n のすべてにわたってC - i y
(22)  •

の符号をとるo 'それゆえ

んニ{B| かつ力は対称で制約条件の下で倉の定符号}

と定義すれば，制約条件つき最大化の仮説の下でふ：? ニみが定性的に可解であるとは，力e政 i, ceQb,

m ^ c のときに, をとなることをいい .，ズが定性的に可逆でするとは，仏 の と き に か I f

<?A-iとなることをいう。

以下，上記の最大化仮課の下での定性的可解性，可逆性の問題を，制約条仲なしの場合と制約条

件つきの場合のそれに分けて順次にとりあげていくことにしよう。まず前者については議論は倚‘単

で，/!が対'称で負の定符号であるところから，それは明らかに安定な行デIJであり，M ,iCん，よって

•Saについて成立つ定理はについてもすべて同様に成立つことが明らかである。したがって，対

称性からびプ ( ^ 0 であること， すなわちパの長さ2 の'^イクルは資とはなりえないことを考慮

し，加えて食の定符号性から対角元素び《はすべて負となることを考慮すれば， ふたたびパ> 2 の

場合については，定理2 の系としてつぎの定理が成立する。

定理8 A が分解不可能なら，最大化仮説の下でA が定性的に可逆となるための必要かつ十 

分条件は，それが re d u c eされた森嶋行列となることである。

またもしA が分解可能であるとすれば，カークニラッパートが示したように，定理の主張はやや 

一般化されて，んめな解不可能な正方行列の対角ブロック

比較静学と定性経済学II

A-

A

- 0 ん - .  . . ， ’
の形に分割され，各 プ ロ ッ クのがそれぞれ r e d u c eされた森嶋行列となることと改められる。

つぎにV Iタニ 6 の定性的可解性については，同じく前の定理6 が基本となり，それに準じてつぎ 

の.定理が成立する。 ’ - .

定理 2̂4) A が分解不前能であるとき，最大化仮説の下でA y ニろが定性的に可̂癖•となるため

法<"22) P. A. Samuelson, Foundations o f Economic Analysis, pp. 377-378.
(23) J, Quirk and R. Ruppert, ^Maximization and the Qualitative Calculus," in J. Quirk and A. Zarley 

ed., Papers in Quantitative Economics^ 1968, pp. 79-80, Theorem 1. ‘
(24) Quirk and Ruppert, op‘ cit,  ̂ pp. 80-81, Theorem 2 の Corollary.

——-  1け I ■ ■
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の必耍かつ十分条件は，行および列の適当な置換ののち， A  b が A , みに変換され，ここで 

A が々において分割されるred u ceされた森嶋行列となること，かつるゎ♦，" ，，，みjt力，端い意味 

で同符号となり，るjfe+i,……，i u が同じく弱い意味で同符号，ただし ~bi,……，~bkとは逆符号 

となること，である。

この場合もが分解 lit能であれば，定理9 の条件はややぽ和されて，A の少くとも1 個の分解不

可能なプロックと，それに対応するみの部分とが定理の仮定を満たし，他のみの成分はすべてゼロ
(25)

とすれぱよい。

転じて制約条件つき最大化の場合に移るが，との場合の定性的可逆性，可解性については，遺憾な 

がら以下に示すようなきわめて限定的な結果し力、主張することができない。まず可逆性については

(26) ^  r 4 ( 1
定理1 0 パニ！/ ^ で 《0 の成分がすべて非:ゼロであるとき，制約条件つき最大化の 

仮説の下でが定性的に可逆となるための必要かつ十分条件は， / Iが対角行列となることで 

ある。

. . . • _ .

証明

必要性。帰譲法によるとし，いまある i、j  (Jキj ) に つ い て で あ る と し て ， f を 1 に，

；を 2 に添数換えする。するとA は対称的であるから， ^721*0である。

さ て の よ う な 5 ニ[ - ^ 4 ^と ]を 選び，すべての ？‘ （/ニ1, 2 , ，" " ，，めについてろ" ニフ1, 

またすベ て の i 、j  i, i - 0 , 1 , 2 , …..‘， n } について非ゼロの I h jは絶対値において十分小

となるように定めるとしよう。するとZnよいうまでもなく資の定符号となるから， B e であり， 

また第 " + 1 行第 " + 1 列の元素0 の 余 因 数 ん I の符号は（一1 ) " となる。

同 様 に ご の よ う な ご ニ  を選んで，すべての/ (/ニ1,2, … ， めについて c"=^

一1 , I <̂12 I ニ i ご21I =2, I Cot I ニ1 , I C02 1=1/4, 他のすべての非ゼ ロ の プ 0 > ゾ）は絶対値において 

十分小となるように定めるとする。するとC は負の定符号ではないが，その r 個の行，列を合む縁 

つき主座小行列式の符号はすべて（一i ) r となるようにつくられているから，ご で あ る 。> こ 

ろか <5n+i,n+iニ I C  I の符号は（一 と な り ，したがってご-1乂 Q j r iとなって， は 定 逆  

行列をもゥことができない。

十分性。A が資の対角行列であれぱ, その余因数の展開式はいずれも同符号の項から成り，した 

がってズ- 1 の各元素は亦ゼロで，確定した符号をもつ。

注( 2 6 ) AlHiigham and Morishima, "Qualitative Economics and Comparative Statics," d. 46.
(26) Quirk and Ruppert, op. at,, pp. 83-84, Lemma 3 およぴ Theorem 3. Lemma 3 の訪iIJJJについては p. 94 

参照。
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比較静学と定性経済学II •

つぎに定性的可解性については，ふたたび " > 2 の摸合について

(27) r 4  1 y7„ 1
定 理 1 1 バニ で "̂ 0 の成分がすべて非ゼロであるとき，制約条件つき最大化の

仮説の下でが定性的に可解となるための必要かつ十分条件は，A が対角行列で，かっ

みがたかだか1 個の非ゼロ成分をもつことである。

証明

必要性。任意のシメ0’=̂ 力 に つ い て 65fメキ0 で、あるとして，^4-1のどの列も符号が不定の元素 

をもつことをいえばよい。そこで前と同様しゾを1 , ,2に添数換えすれば，A は対称行列であるか 

ら， チ0, キ0 である。 さて以下ではまずズ- 1 の第 i 列が符号不定の元素をもつことを， （i)

sgttび21ニsg iif lo i«な2 の場合と(ii) s g n «2i 卖sgnt?oiflo2 の場合と^̂こ分けて示すことにする。

( i ) 元 素 «1 2 に関する i の余因数足 2 は

⑥ ん 2 = ( - 1)1+2{ ( - 1 ) (22i<2on̂ 3̂3.....びn-l,n -l+ ( - 1) « 0 1« 02<^33........«jm +other terms}

めように書きあらわすことができるから，この点を考慮にいれて，いま力をQ x めなかからつぎの 

耍値で特定化する。すなわちみ11ニー2, buニー1 G 二2, …，n), I も2 I ニ I bor,1>1, そ  

して他の非ゼロのみfプ（《•キカはすべて絶対値において十分小となるように定めるとする。すると 

iSは負の定符号となるから， で， ’かつ⑧から，sgnん2= ( —1)1+3 ( —1 )，（一.1)"-® sgn .み21 

ニ（一 l )n + V s g n ろI 'a となる。つぎに同様にごをQ a のなかから選んヤニー  1 0 •ニ1 , 2 , ..，，め ,

I CoiI ニ |じ(《 ! ニ1,他の非ゼロのも ^ i ) はすべて絶対値において十分小となるように定めるとす 

る。するとC は 5 と同じく負り定符号となるから， であるが，⑥から sgnご 12ニ（一り1 + 2 

( 一1 ) ( 一1)»-2 sgncoi ^̂0 2ニ（一1)"+2 sgn C12 となる。 よって sgn a z i - sgn g。！ 6fo2 の想定の 

下では sgn i?i2 =sgn  C1 2 となって, 义 1 の第 1 列は符号不定の元素を含むことになる。

( i i ) 他 方 陀 n « 21关sgn 01« 0 2 の場合については，余因数パ13を 處 2 の場合と同様

◎  メ13ニ ( ― 1)1+3{.(一 1 ) び2i<2o2<̂ o3(?44". " .びれ《 + ル 1び03«22^44,.....び„„+other tefm s}

のように書きあらわすo その上でふたたびQ a のなかから力，（？を選び，それらにおいてん2 ,み03 

および Coi,Co3以外の縁の元素はそれらと相対的に十分に小さく，他の元素はすべてり)と同じ耍領 

で特定化するものとする。すると⑩から s g n 我3ニ（一 1) 1+3 ( ― 1) ( 一 1)« -3 s g nみ21sgnみ02み03と 

なり， sgn (5i3=K — 1)1+ソー 1〉れー2 sgn 0̂1 Cos となるから， sgn a^i^sgn あることを

考慮にいれれぱ，s g n 敦3れ g n ご 13となってふたたびル1 の第1列は符号不定の元素を含む。

つぎに J h iの第2 列に符号の定まらない元素があることも， まったく同様の插論をつうじて示 

すことができるから，反後は避ける。また第> + 1 列にそのような元素があることは定理10の必耍

注(27) Quirk and Ruppert, op. cH., pp. 84-85, Lemma 4 および Theorem 4. Lemma 4 の証明に'o いては pp. 
95-96 参照。 -
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性の部分ですでに証明ずみである。

それゆえあと残るのは，第3 列から第M列までの各列に符号不定の元素があることの証明のみで

ある6 'そこでこんどは余因数ふ, cyニ3 , ...... , f t ) を⑩や斜になぞらえて

^  ん ,n+l=( —  i v +れ+1{(— 1)"+プ Ooi  'Clnn

[ ( « i i « 2 2一<2i2rt20«33.....，fzト：u -：i] +  other terms}

と書きあらわし，右辺の他の項は絶対値の小さな元素の積を含むところから，その大きさを相対的 

に無視しうることを考慮にいれれば，ふすこたび定理10の場★と同じ在C fil^^iを定めることによっ 

てみ11ゐ 22—ん 2み 21 ニ 1：— >  0 ,じ11じ22 — .̂ 1̂2̂21 ニ 1一4 < 0 ,しナかって Sgll Sgll となしう

ることが分る。よってズー1 の第メ列（yニ3, ，"）もまた符号不定の元素をもつことが知られた

わけである。

づ4分性0 定理10と&こ関する仮定から自明である。

ところで制約条件つき最大化の場合の定性的可解性については，つぎ'のニ点に注意しておく必要

があろう。まず第一に，この仮説の下で可解性に対して要求される条件はきわめてきびしいもので
(28)

あるが，これはアリンガムニ森嶋の指摘にもあるように，可解性の内容として//の符号までを

も含む完全な比較静学情報の疆得を要請しているからで，もし部分的な情報を得るに甘んずるとす

れぱ，その限りではない。たとえぱいま線型の制約条件め+ クパ2 +  ぁニm の下で関数

tlCXi,X2, ...... , X n ,び）を最大化する通常の消費者行動の事例を考え， これを前記の制約条件つき

最大化の問題として定式化すれぱ，システム

dxj 
da

r三ffl学会雑誌j 70卷 1 号 （1977年2月）

M
U i } \ p i

Pj 1 0 dl [~ 0 ^ ] ( もニ  1，2， " ）

da -

を得る。0$が定性的に解かれるためには，既述のようにすベてのなij ( j キ わ が 0 とならねぱなら 

ないわけで、あるが，他方制約条仲から

^ 一•_た_ _ぢ-か Xj '
一 ん  h  p n

を求めて，これをび関数のなかに代入し，ズ《を消去するとすれば，システム

ゆ -  一 ニ  1 ,2 ,

を得る。ことでいうまでもなく

( 讲 か  V
义1,ダ2, ••••‘•，スn-1，P '一さJ一を一づン， )

であるから，

注( 2 8 )以下の織論についてはAHingtiam and Morishima, op. cit‘, pp. 46-47.にしたがう。
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^ 9 )れi - U i  — t i r c ^  0’ニ 1,2, ......, « - 1 )  ,

[したがって •

树 のi jニなi j一なin一' ' '  " r t _ / がn n "い  ニめ《—" n«*^■し

であるo ( i力は制約条件なしのシステムであるから，定理8 で見たように[>{_/]に課せられる要請は，

.それが 1‘e d u c eされた森嶋行列であることだけにとどまり，非対角元素《む_^に非ゼロのものがあっ

ズも別段に矛盾するととをはな、、。要するに，一兄このような曉、、違、、と思われる帰結が生じてく

るのは, 滅の完全な可解性がすぺてのぬびならびに ( W a の符号の確定を要求しているのに

対して，⑥の可解性はぬ^ ゴ̂^の符号の確定のみを要求しているにすぎないからなのである6 ラグ

ラ ソジュ乘数の変化のガ向は不要な情報であることが多いから，カークニラッパートの非对角元素 
. (29)

ゼロの条件は不当にきびしい制約を課するものということができるであろう。

つぎに注意すべき第二の点は，最大化の対象となる関数に単調増加変換をほどこした場合に，当
(30) ,

該の可解性条件が不変にとどまりうるかどうかということである。たとえば上記の?{関数をその準 

t調 増 加 関 •PX")に恋換すると，めムめa はそれぞれ 

纖 ニグ' " ポ " " ル

條 ニ ' « + ザめ"《

.となり，とこでF '> 0 であってもFび.の符きは恣意的であるから，左辺の偏導関数は任意の符号

-をとることができる。したがってeむゴ， に関する袖の可解性条件は， /{関数が可測的でなけれ

ぱ無意味とならざるをえない。力' ; , 他方 的 の " びや"は树のゆえにま該め変換からは独立であ
(31)

り，したがって⑥の可解性条件は，な関数が可測的でなくても意味をもつのである。
i , •

■ 6 体系の均衡条件が市場における需給均等の条件と解される場合には，すでに考察した安ぜ性の 

仮説や最大化行動の仮説に加えて，さらにニつの定量的な仮説が援用できる。いわゆるワルラスの 

法則と，超過需要関数のゼロ次同次性がそれらである。いま財が，価値尺度財とされる第0 財をも

含めて" + 1 種類あり，それらの価格を/>0, p i , .…，，，P m 超過需要関数をムVA), Ih， , A l , « )

，(/ニ0 , 1 , ……，《) と記せば，時衡条件は

ゆ p ± , … pnt び）ニ0 ( ズニ0 , 1 , … わ）

と書きあらわ' ^ る。 するとワルラスの法則（以下 ( W ) と略称する）は，いうまでも’なくすベての 

</>0, pu *•*••*> />n)>0 について

注( S 9 ) " 関数が効用関数である場合には，との条件はいうまでもなく加法的効; nの仮定を意味するものである。 ‘
(30) Allingham and Morishima, op* cU*t pp. 47-48.

( 3 1 ) 均御条件からm ニ"i-u『, ‘广 0(J=1,2 , … ‘，n - V ) であることを考處すれば，F ，，を含む項はすべてゼロとなる

ことが分る。 *
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00 ^PiEt(ipo, pu  I Pm め ニ0

が成立つことであるから，これを以下の譲論に使利なように微分して，均衡点グニ CAA iVS -V  

で評Mすれば，

け ( ; = 0 , 1, "，…，"） 、

が得られる。他方，超過需要関数のゼロ次同次性（以 下 （H ) と略称する）は，すべてのゐ> 0 に

ついて

^  Et(JipQ, kpi, ...... , ki>n’ a) ニEiCpa, pti … . " ，か I , び） （/ニ0 , 1 , ......., n)

が成立つことであり，これについても同様に均衡点で評倾することにすれば，周知のオイラーの定: 

理から

eさ ニ0 びニ0 , 1, め
プニ 0 opj

を得る。これらと旧が，以下本節での定性分析に課せられる二つの双対的な制約条件である0, 

さてこの体系の比較静学方程式は，定石どおり

何 [景I 料 -[營 ] ( " 二0，1， ,")

と書かれるが，いま第0財の価格A ) を 1 として，その上で筒単化のため

跟 を び 叫 ( ん/ = 0 , 1,

ゆ て 、

一 き ズクび， 一二み* ニ0 ,1 ,

また行列 0 ン （ん•/ニ1 , ? 0 を ん 列 べ ク ト ル [ « 0 プ] ( _ / = 1 ，……，めを 《0， 行ベクトル' 

0<0] 0 'ニ1 , « ) をび0, 列べクトル[ろd a ニ1,.，.…，"）おむ, 同じく列べクトル [ゴル/ゴ 

(メニ1 , …".，め を グと記せば，これはより館単に

び 0 0 び0

A

0 bo

-タ- -b  一

のように書きあらためられる。ここで 

料 ， タニみ

からの，タの符号の究明が分析目標となる☆ は，前節までの譲論とまったく同じであるが，ただこ 

んどの場合は4 行列がのワルラス法則や旧のゼロ次同次性の条件からの制約に服するわけであるC 

いま一般性を失うことなく，すべてのひこついて力ニ1 となるように財の潇定単位を選ぶとすれ- 

ぱ，狐ぐポの条件はそれぞれ

树 — ( ôj 0 = 0 , 1 , ......, n )
《ニ1
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n
お$ ニ ー flfo 0 * = 0 ,1 , ...... , " )J~t

と書きあらわせるから，結局われわれの新課題は，お0 , おIIのいずれかあるいは双方がA に課せられ 

る場合のの可解性を問うことに帰するのである。

ところで⑩，$力から明らかなようにJ； ( W )と（H )のニ条件のあいだには双対の関係があり，（W ) 

，の下で>4に適用される議論は，すべて（H )の下でルに適用される（逆も真) 。したがってわれわれは， 

(W )を満たす体系と（H )を満たす体系とをそれぞれ独立に双方ともとり扱う必票はないであろう。 

他方( W )と（H )をともに満たす体系についていえば，そめ下である命題が成立つための必要条件は， 

明らかに( W )のみを満たす休系あるいは（H )のみを満ナこす体系の下でも，それぞれ同じ命題が成立 

つための必要条件を与えるが，その逆は一般にはかならずしも真ではない。が，反面(W )あるいは 

( H )の下である命題が成立つための十分条件は，（W )と（H )の双方を満たす体系の下でも，その命 

題が成立つための十分条件を与えることになる。これらの点を考慮にいれれば，以下においてはま 

ず( W )を満たす体系についてのみ, その定性的な可逆性♦ 可解性の必要かつ十分条件を考察し，し 

:かるのちに( W )と（H )の双方を満たす体系についてはとりわけ必要条件の.側の譲論を若千補えば足 

，りるであろう。

そこでいま（W )を満たす休系について，その定性行列を

W a = { C  I C  € Q a , Co € Qao, ここでさ C " ニー Co/, / = 1 , 2 , … … ， " }

と定義することにしよう。す る と 二 み が ワ ル ラ ス 法 則 （W ) の下で定性的に可解であるとは，

んゴ6 0 ろ，Cズニゴのときに么ビ©がとなることを意味しており，またそのさいA が定性的に

可逆であるとは, C f W x のときに C - i e 0 乂- 1 となることを意味している。以下しぱらくのあい

だのわれわれの課題は，これらの性質が満たされるための必要かつ十分条件を，上記のクラスに含

.まれる体系について明らかにしていくことである。

この問題を追及するにあたって，カークはA について ,( W ) の下での自由な元素（free element)
(32) •

という基本概念を導入した。所与のA のある元素d r s が （W ) の下で自由な元素であるとは，任意 

'のIEの実数W > 0 を定めたときに，そのm に対してあるC  e W a が選べて，どの i キr あるい

キS 0’，メ = 1 , 2 , ......, めについても Iらsi >  \ Ci j \が満たされる! とをいう。この定義は一*

見トリヴィアルなように思われるが，決してそうではないのであって，事実(W )の下ではどの非ゼ 

ロ元素もが絶対値において無制限に大きくなれるとはかぎらないことが，つぎの補助定理からただ 

もに明らかとなる。

助定理5 がA のま由な元素であるための必要かつ十分条件は，《»*/び0ゾ< 0 が満ナこされる

比静学と定性経済学n ,

>±(32) J. Quirk, '^Comparative Statics under Walras* Law： the Case of Strong Dependence/^ Review o f  

Economic Studies, January 1968, p , 13,

：— 2 1 -

■



r三 ffl学会雑誌j 70巻 1 号 （1977自2 月）

ことである。

証明

必要性。 譲法によるとし， が自由元患であるときに， プン0 であったとしてみよ‘う。ま 

ず flづ《0/ニ0 とすれば， <?o/=0のいずれかあるいは双方が成立たねぱならないが， Clri =  0 

であれぱそれが自由な元素になれないことは明らかであるから， drjキ0, ?̂0メニ0 であるとしよう。 

さらに《り> 0 の場合と (Iri く Q の場合とを分けて考え，最初に前者の場合をとりあげるととにす 

る。すると自由元素の定義から，任意のm > 0 に対してあるCeTルが選べ , \Crj\> m\ct j  |, 

a i l iキY となるから，いまw ニ?2 (価値尺度財以外の財の数〉とおけぱ， のらソに対しては（ら_#> 

0, Coj =  0 である以上，当然負のC i jがある），ら/> W I I す な わ ち C i j> 0 が成立するo. 

しナこがって//' =  { / | c " < 0 } と定義して，

む=̂ /= min_ f：f y = m a x - j ごリ I

とすれば，へ"についても当然 

$令 CrJ-\-n Ci*j>0

が成立する。と こ ろ が 定 義 か ら ご fプ‘ fo r  i c i r であるから，7 r の元の個数を'とすれば 

nj Ci*j ^  U  C i jで， S  n, Ci*f <  0 であることから

$1 n j  Ci*j  さ I ] _ C fJ  o
いjj

これをりれこ代入して .

料 Cri + Xj Cij^Of
ぃ 1 7

したがって

树 ^ ij ニ Ctj +  S +  Cij +  >  Q
レ1 . t t l j  i * r  i f l j

f

を得る。これは仮定された ^̂0プ= ー€^^リニ0 と矛盾する。

« り< 0 の場合，また (hi a o j > 0 の場合も，まったく同様の推論をつうじて矛盾が生じることを:
'

示すことができる。

十分性は!^明であろう。

上に泥明したところによって，<swがA の自由な元素であれぱ，同じ第；列のそれと同符号の元: 

素はすべて同様に>4の iき由な元素となり，また異符号の元素はすべてi4の自由な元素とはなりえな. 

いことが知られる◊
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比較静学と定性経済学II

助定理5 の系 1 A が （W ) の下で定符号の行列式をもつときには，自由な元素びづにつ 

いて余因数んプが非ゼロなら .

sgn 1 A  1 - s g n  arjArj 

となる。

証明

補助定理5 によって， （W ) に矛盾することなく の絶対値を大きくできるところから明らカ、 

セ あ る .

補助定理5 の系2 パが（W ) の下で定符号の行列式をもつときには， | A |の符号は，その展 

開式のなかの非ゼロ項で" 一1 個の自由元素を含むものの符号と一致する。

証明  、

y4の" 一1個の自由元素Clij, <^kt)，，*，.，，G pq〔それらの存在についてはのちの補助定理6 の諷明参'

照）を含む Iバ I の展開式中の非ゼロ項をCHjata ap^aur)のように書き，適当にC e Wスを選べ

ば, 1C 1の 展 開 式 中 の 該 当 項 む ら " をもって，（W ) に矛盾することなくその他の項の 

和に優越せしめることができる。そして余因数C i jの展開式のなかにはかならず" 一'2 個の自由元 

素 C m ,… ，Cpqを含む項が存在するから. , 同撒こCki…… の項をもって，（W )に矛盾する 

ことなく他の項の和に優越せしめることができる。そのときプとなることは明らかであるか 

ら，上記の系1 力’;使えて， sgn I C 1=sgn C i jC i jとなることがいえる。 つぎに同様の議論をCf/ 

に適用することによって， Cf 'ニsgn となることがいえ，これらから

sgn 1 C 1 ニ sgn CijCjciCijki .

が得られる。以下同じ議論を順次に繰返していくことによって

sgn 'l C  I ニ sgn CijCfci * * *

となることが明らかである。と と ろ が ィ c Q a であるところからsgn ゾ  C卯ら"ニsgn

atjaki'… apqauvであり，また仮定によってsgn | C | ニsgn | A 1であるから,上記の帰結によゥ

sgn 1 A  1 ニsgn

が成立ったことになる。 ‘

さて以下の譲論においては，しぱらくのあいだ体系の相5：依存関係が定性的にもっとも緊密な場 

合すなわちA のすベての元素が非ゼロである場合をとり扱う。そのような行列について， 'の 

場合には，まずつぎの補助定理が成立する。 ，

  2 3 -----*



補助定理6 A の元素， の成分はすべて非ゼロであるとする。そのときA が( W )の下で 

定将号の行列式をもつとすれば， |i4|の展開式のなかには《個のま由な元素から成る項が存在 

しなけれぱならない。

証明

仮定からすべてのメについてdoj丰Q であるから，《0プ〉0 ならかならずグニ1,2, " のいず 

れかについてO rjC Oとなる元素がなくてはならず，またルプ< 0 なら同様にニ 1 , 2 , ……，n の 

いずれかについてびけ> 0 となる元素がなくてはならない。ゆえに補助定理5 から，各列にはかな 

らず少くとも1 個の自由な元素があることになる。

そこでい★第1 列の自由な元素a n を に 添 数 換 え し ，の こ り の " 一1 行, . な一1 列のなかか 

らに添数換えできる自由な元素がかならず見出されることを示したい。 ’

もし i, メニ 2 , ...., れ について1 個も自由な元素が見出されないとすれば，最初のパラグラフの

命 題 か ら  , ( h n がそれぞれ各列（2 ,，" …, めの一意的なま由元素となるのでなくてはな

らない。するとそれらの列のそれ以外の元素は自由な元素とはなりえないから，そ れ ぞ れ ……, 

A n とは異なった符号をとり，かつ各列ごとに同符号とならねぱならない6 これらの条件の下では 

どのClrs ( r , ぶニ2 , ……，" ）を選んでも，（W )に矛盾することなくその絶対値を大きくすることが 

できる。なぜなら，この場合適当に乂を還べぱ，列和

ご1S +  f̂ rs +  . 2  . Cis ニ —'( ôs ニ 2 , ......., " )
i^ t .r

においてらがH 由元素であるとこるから，、、かに |£̂ ^̂ |を大きくしてもjC iJ を大きくすることに 

よってら5+ ^ 2  C u の項をdom inateすることができるからである。ゆえにこの事実から，かの 

余因数パ11の展開式において当該のars 'を含む項の符号が/111の符号を律することが明らかとな 

る。ところがA r の各列はそれぞれ同符号の元素から成っているから，一般!^とはその展開式のなか 

には異符号の項が共存することができ，したがってそのそれぞれが含む任意の元素に上記の議論を 

適用するぐとによって，バ11の符号は不定とならざるをえない。よってもが非ゼロである以上， 

1^1の符号もまた不定となり，補助定理の仮定に反することになる。

こうして6^22の位置にくる自由元素の存在が確立され，以下同様にしてル3 ,……，an一I ,n -1 の位 

置にくる自由元素の存在も確立される。ゆえにたしかに|_^|の展開式のな 1かにはクZ—1 個の自由元 

素を含む項すなわち6̂ 16522……ら が 存 在 す る こ と に な る 。

ここでもしもまた自由な元素であれば，上記の項が定理の要請する項となるから，議論は終 

る。そこでfZrmがま由な元素ではないとしてみよう。すると第"列にとは違った符号の自由元 

素があると'とになるから, それを ( h n とする0 そしてとの元素を合む 一fZiw « 22* らーi ,n - iの

r三田学会ぜ誌j 70巻 1 号. （1977年2月）

(33)

注(33) Quirk, op. cit., p . 1も L e m m a  1.
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墳を考えてみると，この項もまた " 一1 個の自由元素、を含むから，上記の補助定理5 系 2 によって

sgn 1̂41 ニ sgn (―  «m «n i«22 «n - i.n - i)= sgn  <a：i i «22...... 2̂れ》となるのでなくてはならない。ゆ免

に共通の元素を消ますれぱ， fign ニーsgn (h n a mとなり，ところがひれれと は 異 符 号 な

のであるから, sgn ニsgn a n i i なる。したがってか自由な元素であれば，" n i もまた自 

由な元素とな'り，.よって 一 ル ;Iル2‘ .‘ ‘ . 'ぐ 1,«-1か定理の耍iiN‘する項となる。

この補助定理にもとづき， は行，列のいれ換えや符'号のつけ換え（《0 の成分についても同然） 

をつうじて，その対角元素がすべて食の自由元素から成る形に変換することができる。したかって 

以下の譲論では，最初からそのようなパターンの行列に限定して分析を進めてもかまわないことに 

なろう。

IS助定理 *̂め A の元素， の成分はすべて非ロ， まため f はすべて負のま由元素である 

とする。そのときA が （W ) の下で定符号の行列式をもつとすれぱ，負の非対角元素を含むサ 

イクルはすべて負となるのでなくてはならない。

証明 .

もし貪のciij が正のサイクルに含まれるとすれぱ，C, D e  W a (Co>0, ^/0>0)の C, i ) か

選べて， sgft |C|キsgn |の1 となることを示せばよいo

a t j を ^^12に添数換えして , 長さグの正のサイクルびね《23，. .… « バを考免る 。 Q  a )  

'はすべてのえに つ い て ニ ー  1 , すべての ..も j  0 ^ / ) について I (hs I ニ は 十 分 小 さ な 正 の 数 ） 

のように定めるとする。す る と と な る か ら パ で あ り ， s gn iCI ニ ト 1：̂ である。

他 方 iX t .仏 ）はすべての i についてゴ" ニ ー  1 ,も2ニールK ルお十分大きな正の数）I ん》1ニ ニ

1 dr,r~t H も！1ニ1ータ（むよ十分小さな正の数) ，他の非対角元素については ] も^レニパ"のように 

定める。すると do e Q a o となることが容易に確かめられるから，仏 W a であるが，1 ^ 1 を展開 

すれぱ

\D\ = ( - ! ) «  + ( - i y + M M ( l ~ 5)1 ( - ! ) « - > '  + other term s ,

となり，よってM を十分大きく d を十分小さくとれば，第二項が Iびの符号を支配することになっ 

て， '

sgn - 1 )れ+1卖sgn |C|

となる。

以下二つの補助定现は, m > 3 の場合を対象とする。

. 比較静学と定性経済学n

注(34) Quirk, op. c it , pp. 14-15, Lemma 2.
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補助定理8 の元素，0 0 の成分はすべて非ゼロ，ま た ( H i はすべて負のま由元素である 

とする。そのときA が( W ) の下で定符号の行列式をもっとすれば，資 の （したがってま由な）

非対-角元素をもっ列の個数はたかだか1 個を越えることはできない。 ’

証明  ’
あるの/ a キD 力;倉であると仮定して，そ れ を と す あ 。いま第1列以外に■も資の非対角元 

素があったとして，それをびr® としよう。まず最初はグ= 1 とすれば，Sキ2 でなくてはならない。 

というのは，もしSニ2 であれぱ，《1 2 < 0 ,し た が っ て と な っ て ，補助定理7 の帰結に 

_矛盾するからである0

さてサイクル<221の を 考 え て み る と ，同じく補助定理7 か ら で あ る か ら , 上  

記のところから 2̂の< 0 , したがって同じ理由から《2 S > 0 とならねぱならない。っぎに1 , 2 およ 

び 5 とは異なる任意の淹数をゐとして，これらの添数を含む長さ3 および4 のすベてのサイクル

ロ 21び1A：びA:2， びS2び2fcびa：ゎび 1SびSた

び 52 び 2A：a なIS

を考えてみると，これらはすべて負の元素を含むからすべて負であり，そのそれぞれから

び > 0 ，’ ほsAび*1>0  

びびん'2<0， びlfc<2jt5<0) び 2fc び A:1<0
' (36)

の帰結が導き出される。ところがこれらが矛盾を含むことは明らかである0 .

他 方 デキ1 の場合は，サ イ ク ル び く  0 を考えると, 《21< 0, f l r s < 0 から《i r « s 2<Oo 

ゆえに《1 ,< 0  ( f l , 2 > 0 )であるか 《 " < 0  ( « i r > 0 ) であるかのいずれかであるが，いま前者の場 

合を仮定して，1 , 2 ,グ，S 以 外 の 任 意 の メ に っ い て サ イ ク ル を 考 え る と ，《1メの2>0o  

ま た サ イ ク ル び を 考 え る と び is^^rlく0 となって，《i r < 0 し す こ が っ て か ら ル S 

> 0 o ゆえにサイクル《S2«2/びれ《1 « < 0 か ら と な り ，前の結嚴とあわせての 2(32ゴび 

< 0 。ところが a "c iれく0, ゾの2く0 であるから，これは不合理である。《S 2 < 0と仮定しても同ま

な不合理が導かれる0 

(37)
補助定理9 /Iの元素，《。の成分はすメて非ゼロ， またはすぺて負のま由元素である 

とする。そ の と き が ( W ) の下で定符号の行列式をもっとすれば，資 の （したがって自由な）

非対角元素を含む列の元素はすべて負（自由）でなければならない。

r三BE{学会雑誌J 70卷 1 号 （1977年2月）

(35)

注(35) Quirk, op. cU‘, p ,15.
( 3 6 )たとえぱびjAばA«>0,もAびく0 からa、kak、(hkcikiく0◊ と:C ちが、びゎび，★く0, ciikaki<0であるから, (hkdkゆ" dk、

>0o f與も同様◊
(37) Quirk, op, cU" pp. 15-16, Lemma 4,

，‘i 、桑
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比較静学と定性経済学II

証明 '

第 1 列が負の，したがってま由な非対角元素をもつとし，. いま4:の列の元素のなかに，結論に反 

して正の， レたがってままでない元素があったとする。 貧の元素のはうを正の元素のはうを 

<231としょう。補助定理8 にょって非対角元素に魚の元素をもつ列ははかにはないから，第 2 列か 

ら第《列までの非対角元素はすべて正である。 '

そこでふたたびこれらの条件を満た十ようなC  , D を © パから選ぶことにしょう。C は補助'定 

理 7 の場合と同様，すべてのデについてニー  1 ,すべてのi, j  a キわに つ い て ゴ| = e ( e は十 

分小さな正の数）のょうに定めれぱ，Co C Qao.したがってC e 乂となり，またsgn \C\ ニ 〔一 1)" 

となる。他方Z>についてはも 1ニーs,<4iニー 1，ゴ31ニ1 , Iゴd  ニsin (/ニ4 ,"., n ) , さらにん3ニ1ーら 

ゴ"ニ1 (/ニ2 ,…，n) ,他の非対角元素IんプI =  e j n のょうに定めれば，明らかにゴo e © « o となる力、. 

ら Z )eTルである。 ととろが|£>|の符号は

sgniDI ニ（ー1)8^^(-1)ポ ( ー1)**-2ニ（ー1 )"+ " - (-1 )«+ 1 ：̂8811|(：：|

となるから，A は(W )の下で定符号の行列式をもちえない。

I i 助定理l S 8 )パの元素，f z o の成分はすべて非ゼロ,またな《はすべて食の自由元素である 

とするそのときもしすべてのニ 1，2, ，，，.‘.，n について d i i < 0 で，かつすベての i キj) J

=2, ...... , n についてび" > 0 であれば，A は（W )の下' 定符号の行列式をもち， sgn \A\ ニ

( ー1 ) « である。また A - ^ の対角元素は倉，第 1 列の非対角元素は正，第 1 行の非対角元素{，文

貪，他の非対角元素はすべて符号不定である。 ,
• ■ .

証明

数学的帰納法にょる。Wニ1 あるいは" ニ2 の場合，定理の成立は自明。》ニ3 の場合は
— ' . -  

\A\ =  dixC^2^^ZZ一 <^3ぴ32) +  (̂ 2̂ ?23̂ 31 +  <^3^32^21 一 一 ̂ 3^1^32

で,ここで

も2+な22 + め2 ニ一み2<0 

び13+も3 + 仏3 ニ一び03<0

かつ《12>0, O i3>0であるから，当然

び22 +  な32 < 0
, ゾ.

<̂ 23 + ほ 33 < 0

しかも《22<0 , a z ^ y o ,  « 2 3 > 0 ,  « 3 3 < 0 であるから，A l は鱼の優対角行列で，s g r i U 22̂ 33— め3知 〉 

ニ（一 1)2> 0 となる。ゆえに1 4 の展開式の右辺第1項は食，.また第 2項以下も仮定から明らかに 

であるから,右辺の全体も負となる0

法(38) Quirk, op. c it；, pp. 16-17, Lemma 5.
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A -^

となることも容易に確かめられる。 ， .

っぎに定理の主張がft ニ r のときに成立っことを仮定して，それが"ニ r + 1 のときにも成立つと

どを! lE明する。 ‘ .

" ニグ+ 1 の場合のA の余因数/111は対角元素がすべて負，亦対角元素がすべて正であるところか

ら，いわゆる粗代替財行列（メッツラー行列）であり，しかも仮定から優対角行列でもあるから，周

知の定理が使えてsgn また非対角余因数んん/ニ2 , … …，r + V ) はい

うまでもなく A から第1 行；列をとり去った小行列式に（一1)1+プをかけたものにほかならないが，

いま当該の小行列式の第 j 行を順次にくり上げ，最初の行までもっていけば， （y—2) 回の行のい

れ換えで] そのものと同じ符号パタ一ンの行列の行列式となる。 よってs g n ん 厂 （一1)1+プ（一1 )か2

( 一 l y  ニ（一 1 )，'+ 1 と な り ，

r+1
I A  j ニ も  A ゴ

で, め1 < 0, Oij>0 ( j ニ2 , … I t ) であるから，以上を総合してsgn = ( - i y + " となる。

また対角余因数A ズ/：M ) の行列はすべてそのものとまったく同じ符号バターンをもっから， 

帰納法の仮定からsgn =  (  —i y となり， そ れ と 上 で 尊 い た sgn A i ニ（一び，s g n ん ；ニ 

( 一1X+1, sgn|i4rニ（一 l y + i の結果とを併せ考えれば， A 一 1 の対角元素がすべて負になること， 

およびその第1 列の非対角元素がすべて正になることは明らかである。

さらにん1 = (—1)み1(一 1)*一  -A i im i - iとなり，’ は 一  1，次の優対角メッツラ'-行列

となるから， ん19^0となることが明らかである。 ゆえに補助定理5 の系1 か ら Sgn 1̂ 1 =sgn  

め1バ" ニ（一l y + i となって，め1 < 0 の仮定からsgn y4fiニ（一l ) r を得る。したがって>4-1の第1 

行の非対角元素が負になるととも容易に知られる。

最後に A ij  <ii♦ い , j  ニ2、……，めにづいては，その第1 列の元素はすべて負，第/列の元素 

はすべて正であるから，第 /列の対角元素を十分大きくすることによって， （W ) に矛盾すること 

なく第/列の他の元素を任意に大きくずることができる。ゆえに乂 fプを行列式にもっ行列では，第 

3：列と第i 列の元素はすべて|j由元素であり，したがってこれらの列の符号の壁から， 

sgn Ciji-^grx A y  O V ；, i, メ= 2 , " … n)

となるようなC, D c Q a を，Co, doeQ aoの下で選べることは明白である。

• . ,

以上の補助定理の帰結にもとづき，（W ) の下でのの定性的可逆性（" > 3 の場合）にっいて，

っぎの基本定理が成立する。
' . »

■■I，，■'* 2o  ..，

I
I

'I

1
14



比較静学と定性経済学n

定理l(lf) >4の元素，<3。の成分はすべで非ゼロであるとする。そのとき（W ) の下でぷが定 

性的に可逆であるための必要かつ十分条件は，行の適当な番号換えか列の適当な符号換えをつ 

うじて，A をA に変換し，そのすベての対角元素あf をM，すべてのみ/ を正としたときに， 

すべての非対角元素あゴが正となることである。

証明

捕助定理6 の誠明で見たように，A の各列には少くとも1 個のまFtlな元素がかならずあるから，

前稿で述べた要領や適当な置換行列どを選び，また適当な対角行列の（んtニ1 あるいは一1 ) を選 

ぶととにより，それらのま由な元素がすべて資の対角元ぎになるようにズをつくることができる0 

その場合にはぱパぶ0«/<0の関係をつうじて，当 然 で あ る 。

必要性。A したがってA が （W ) の下で定性逆行列をもつとすれぱ，ル は （W ) の下で定符号の 

行列式をもつのでなくてはならない。すると補助定理8 から，ズで 2 個以上の自由元素をもつ列は, 

たかだか1 個あるにすぎない。そしてもしそのような列があるとすれば，補助定理9 から，その列 

の元素はみなま由な元素にならねばならない。ところがその場合には，補助定理10によって，ズ-1 

には符号不定の元素があることになり，i が （W ) の下で定挫逆行列をもつという仮定に反する。 

とうしてA で対角元素がすべて負である以上，その非対角元素はすべて正となる。

十分性。A 'で対角元素がすべて負，非対角元素がすべて正，列ねがすべて負であるならぱ，周知 

のフロベニウスニ’ドクプリ'.ューコハ一シュタインの桌理から，ぷ- 1 < 0 となることか保証される。

転Cて ニ &の定性的可解性（同じく" > 3 の場合）については，つぎの定理の成立が以上のと

ころから自明である。
- .

定 理 A の元素, « 0 の成分はすべて非ゼロであるとする。そのときズ>>ニみが（W ) の下 

で定性的に可解であるための必要かつ十分条件は，行の適当な番号換えか列の適当な符号換え 

をつうじて，パをA に，ろを《に変換し，A のすベての対角元素もi を負，すべてのほ0/ を 

正，またすベてのらを弱い意味で同符号としたときに，

( i )もしるの非> ，ロ成分が複数個あるとすれぱ，すべての非対角元素めプが正となること，

(n>もしるの非ゼロ成分がただ1 個る* しかないとすれば，第ん列以外のすべての列についてす

ぺての非対角元素ほ" が正となり, 第々列のすべての非対角元素めかが同符号となること，
(42) ■

である。

>±(39) Quirk, op. cit., pp. 17-18, Theorem 1.
(40) • Debreu and Herstein, op. cU., p. 602. ■
(41) Quitk, oi>. CfY., p .18, Theorem 2.
(42) (iりの填合のA は，カークによってr-愈化された粗代替財行列J ("generalized gross substitute matrix^)- 

と呼ぱれている。 '
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なおな^ 3 の場合に力いては,

+ ' — 一’
sgn A  —

-+  一-9 - 一 ' > ^ +  一‘

sgn A ：

-4- + ，

+  T --

め事例のみが，（W )の下での定性的可逆性を与えるぎ例であることが確かめられる。 '

以上われわれはもっぱら’（W ) の下での定性的可逆性，可解性のための条件究明にかかわってき 

たが，既述のように（W ) および（H ) の双方が要請される場合の条件は,必要条件の側に関する 

かぎり，（W ) の下でのそれから自動的に保誕されるとはかぎらない。しかしこの点についても

<2 00 ヴ 0 ご00 Co
AOョ C ^ =
：■ A . cO c

と記して，Wシの定義を

PF：i[oニ { ひ  |ぴ €(?乂0 ,こ こ で  S Cij=0, i, メニ 0 ,1 ,2 ,
i 二0 ノニ。

-，，n)

のように拡張し，かつ自由な元素の定義もそれに応じて適当に調整すれば，補助定理の6 から10ま
(43) ' '

で が mutatis m u ta n d isにあてはまり，つぎの可逆性定理わ成立することかカークによって明 
(44)

らかにされている。

定理14 A の元素，a。, a、«o oの成分はすべて非ゼロであるとする。そのとき在が（W ) お 

よび （H ) の下で定性的に可逆であるための必要かつ十分条件は，行の適当な番号換えか列の 

適当な符号換えをつうじて，それをズに変換し，そのすベての対角元素あ4 を負，か0 すべて 

のあ 0, を正，らを負としたときに，すべての非対角元素あ/ が正となることて'ある。

定理 1 2 ,1 4をつうじて考察してきた（W ) あるいは（W ) および（H ) の下での可逆性条件に
. /

ついて注目しておくベき一*つの点は，それが純粋に定性的な場合の可逆性条件とは相容れないとい

う点であろ。すなわち定理1 2 ,1 4 の定性的可逆性は i が正のサイクルをもつことを耍諧する力％
C45)

他方純粋に定性的な場合の可逆性は正のサイクルの存在を許さないから，（W )の下で定性的に可逆

注(43) なかんずく当該の条件の下でパが定符号の行列式をもつための必要条件である，17ミの非対角元素はた力、だか1 個の 

列にし力、現われな、、j という補助定理8の主银は，riaの非ダが£j元素はたかだか1個の行か1個の列にしか现われな、j 
と修正されれぱよい。

(44) J. Quirk, "The Competitive Equilibrium: A  Qualitative Analysis," in M. Beckmann and H, Kun^i, 
ed,, Economic Models, Estimation and Risk Programming, 1969, pp. 70-75, Lemma も 5, Lemma 5 の 

Corollary 1,2, 3 および Theorerii 5, 6,
< 4 5 )前稿，走理2參膨'
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な行列が，純粋に定性的な場合に可逆となることは不可能なのである。 •

つぎにもう* つの要点は，そl^がいわゅる粗代替財の仮定を必要とするという点であるo すなわ 

も （W ) および（H ) の仮説の下でパが定性的に可逆であるためにはi a " > 0  a 丰j, u ；ニ1,2,

 ♦ n ) ぱかりでなく，め0>0 (/ニ1,2, n ) およびご，0/>0 (メニ1 ,2, タ0 が要請され

るから，価値尺度財をも舍めてすべての財が2：いに粗代替財となるのでなくズはならない。尤も定 

理13の定性的な可解性に開しては, conjugate p a irsの場合にかぎり，ゼロでない力*に応ずる列 

の は す べ て < 0 であってもかまわないが，もしそうであるとすれぱfljfciはすべて> 0 なので、 

あるから，第々財とそれ以外の財とのあいだにはいちぢるしく非対称的な所得効果が仮定されねぱ 

ならないであろう6どの財の超過需要関鼓にシプトが生じるにせよ，その都度このような要請を課す 

るのは，p lausib leな仮説とはいい難く, ，したがって結局すベてのソ，々 （/キ に つ い て sgn «ひ 

ニsgn a u と仮定するとすれば,可解性の場合も容認できる蜜態はオール粗代替財のそれに帰着せ 

ざるをえないであろう。

7 最後に（W )ならびに（H ) の下セの定性的安定条件を考察して,すでに大分長くなったこの稿 

を閉じるととにしよう。

が ( W ) の下で定性的に安定であるとは， のようなすべてのが安定て'あることを意 

味し，以下ではこの性質をA のTT安定性と呼んでいくことにする0 するとそのようなA については， 

まずつぎの補助定理が成立する。

. (46) . . ,
助定理1 1 ■/!がP f安定ならぱ /Iは弱い意味でヒックス行列とならねばならない。すなわ

の 5 次め主座小行列ま;はすべて（一1 )®か0 の符号をとり，かつどのSについても少.くと

も1 個の主座小行列式は厳密に( 一1 ) 8の符号をとらねばならない。

証明

仮定からC e Q ん の よ う な C はすべて安定であるが，これゆA の転置行列 4̂̂ についで 

C' C G a', e を満たすCXがすべて安定であることにひとしい。そこでいま任意の正の対角 

行列/?についてD A 'を考えれば， D / Vは明らかに上記のC 'の性質を満たすから，それは安定と 

なり，これは■/!/が D 安定となることを意味している。するとルが弱い意味でヒックス行列とな 

るととが，つぎの推論をつうじて明らかとされる。

比較静学と定性経済学n '

注(46)' J. Quirk, "Comparative Statics under Walras* Law," pp. 18-19, Lemma 6 およぴ J. Quirk and R. 
Ruppert, "Qualitative Economics and the Stability of Equilibrium/" Review of Economic Studies, 
Octobet* 1965, p. 314 (♦ * ) ^ ただしカークの, 4のW"安定性がただちにそのリ农定性を意味するという主張は誤 
っている。なぜなら任意の正の対角行列のについての<4三a とするとき，CfQ> iの条件は当然満たされる‘が， Co 6 

Q<»。の条件は満たされるとはかぎらないからである。こうしてP 安定性を含意するのは，X のがめ定性( ( H )の下 

での定他安定性）であゥズ，IV■め定性ではないことに注意すべきである。 、



まずA ' の i i , i z , …‘，.，i s の行,列から成るあるS 次の主座小行列式ルもv " もが（一1)®+1の符 

けをとったとしよう。m ' のそれに対応する主座小行列式はも1 も2，‘，…ゴルもも……もと書ける 

が，上記のところからiM / は安定なのであるから, ラウスニフルヴィッツの定理によってZM/ に 

関するみ《.は正，ここでh sは S個のd i rとS 次の主座小行列式の積の和に（一1) ® をかけたものに 

ひとしい。ところで/>はIEの対角行列であれぱ任意のものでよいのであるから，んの右辺において各 

項にかかっているもす( r = l , 2 , ……，S )を適当に調盤すれぱ, 明らかに当該のめ ……disを含 

む項の符号が全体の符号を律するようにすることができ， したがってsgnゐSニ（一1)®( —1)«+1ニ 

( 一1产 +1すなわちみ《< 0 とすることができる。ところがこれはルのの安定性に相反するから， 

結局すベてのS次の主座小行列式の符号が( 一1 )®か0 になるのでなくてはならない。しかもみ®>0 

を保IEするため?Cは，それらのすべてが同時にゼロとなることは許されない6 

' ' 、.
Ii助定理11の 系 /!の元素がすべて亦ゼロであるとき，ぶが！̂安定となるためには，すべて

の対角元素d i i が;^ とならねぱならない。 '

以上の準俯ののちに， の場合についてつぎのVF安定性定理を証明する。

(47)

定理15 A の元素，《0の成分はすべて非ゼロであるとする。そのときバがVT安定であるた 

めの必要かつ十分条件は，そのすベての対角元素d " が負，すべての非対角元素c i i iが正， 

かつすベてのが正となることである。 .

証明

必要性。■Aが I T 安定なら，上記の系からただちに《び<0  (/ニ1 , 2 , ……パぇ）となる。

つぎにあるa "  a キf ) が自由な元素であったとし，それを添数換えして<212としよう。A が

安定であるためには，すべてのC eTゲ乂についてみ《> 0 が成立たねばならないが， が自由元素

であるときにはみn の展開武中の（一i ) れ（一1)れ+ 1 fZi2«23…… の項が hr^ の符号を支配

するから，  は非正とならねばならない。 ところがラクス= フルヴィッツの検

定行列式の条件から，自由元素を含む長さ/̂ のサイクルはすべて非負となるから，これと上の結論
- '  , . , 

とが商立するためには《12«23....... «n-l.n«nlはゼロとなるのでなくてはならない。 しかし,すべて

のルプが非ゼロと仮定されている目下の場合,’ この帰結は不可觸であり*結局は自由元素とは

なりえないことが明らかとなった0

以上の推論から，非対角元素《$メ a か '），はいずれも自由元素となることはできず,したがって

-4 に! ! 由元素があるとすれぱ, それはかならずその対角元素のいずれかであることになる。

とこちでV IがP1/安定であれば，それはかならずCW)の下で定符号の行列をもつ。なぜなら，もレ

r三m学会雑誌J 70巻 (1977年2 月）

注(47) X Quirk, ^'Comparative Statics under Walras’ Law," p ,19, Theorem 3.
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そうでないとすれぱC f  パを満たすC；のなかtとsgn|C| ：?K —l ) n のものがあり，他方c が安定 

であるためには，s g n lC | = (—1 ) « とならねぱならないからであネ。が，こうしてA が （W ) の下 

で定符号の行列をもつとすれば，さきに証明した補助定理6 から《個め対角元素がすべて自由な元 

ぎであることになり, し か も は 負 で あ る か ら ， Clij ( jキj f ) はすべてその逆の符号をとる。そ 

のときめ •メもまたすべて正となることはま明である。

十分性。プロ一 = ハーヴィッチなどの業績によりすセに確立しているところである。

ととろで上の定理は" > 2 の場合に関連しているが，" ニ2 の場合についてみると,

s g n ル

— + ■一’ ‘ + ， 一 一 — ー

- +  一- 9
—• —• J - +  一-， — —-

の四つの事例のうち第1 の事例はね0 > 0 の場合にのみI T 安定性を与え，第2 , 第3 の事例はどの 

ような《0についても安定性を与えること，また第4 の事例はどのような《。についても1"ド安定 

性を与えないととが確かめられる。

つぎにA が(W )ぱかりでなく（H )をも満たす場合に定性的安定であることを，まえのPKaO*の定 

義を考慮してA の安定性と呼ぶことにしよう。するとその場合の定理15の対応物はつぎのよb 

な定理である。

と . ' '  .

定 理 1(̂ 8) ^ の 元 素 ， の 成 分 ， (Zooは す べ て 非 ゼ ロ で あ る と す る 。 そ の と き A が

安定であるための必要かつ十分条件は，そのすベての対角元素れもが負，すべての非対角元素

びかが正 , か つ す ぺ て の 《か， 0々プ が 正 と な る こ と で あ る 。

証明

必 要 性 。 A の ま 由 な 元 素 を TFパ * に 即 し て 再 定 義 す れ ぱ ， あ と は 前 の 定 理 と ま っ た く 同 様 に 躯 明  

で き る 。

十分性。定理15が成立っていれぱ自明。

さ’て以下においてはの元 素 (Hi (i, メニ 0 , 1 , … …，《) のなかにゼロのものが混じっていても， 

同趣旨り定理が成立つかどうかを梭討する。いま

sgn a t j "S g n  ノニ0 , 1 , ...... , n )

の 条 件 が 満 た さ れ て い る と き に ， _4は 符 号 対 称 的 sym m etric )で あ る と 呼 ぶ と す れ ぱ ， その 

条 件 の 下 で つ ぎ の よ う な 最 後 の 定 理 が 成 5：r t •る。

注(48) Quirk, "The Competitive Equilibrium: A  Qualitative Analysis/^ p. 75, Theorem 7.
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(49)
定理1 *7ぶ。が符号対称的かつ分解不可能やあるとすれば， •/4が FF* 安定であるための必妻 

力、つ十分条件は, バ。めすべての対角元素が鱼，かつすベての非対角元素ttijが非鱼とな 

ることである。 .

この定理の証明にあたっては，つぎの補助定理から考察していぐのが使利である。

助定理I2 が符号対称的であるとき，A が 安 定 で あ る た め に は ， のすパ

て の C »についてC は負の準定符号とならねばならない。

註明

が 安 定 で あ れ ぱ，その定義からどのCOf H^iO*についてもC は安定である。ところ力'；

が符号対称的であるところから，C O f W V * ならじ。+ ひ/6 Tゲズでもあり，したがってC + C ' もま 

た安定となる。そしてC + C 'は対称であるから， どんな: に対•しても：c'(C+C/：M ;< 0 となる。

助定理13 C0 e ス0*のすベての < y についてC が倉の準定符号であるとすれば，C0のどめ

" 次の主座部分行列も同じく負の準定符号とならねばならない。

証明

ぜニ0 ’0 ,エ1 , てn ) としてユ'0/ひユ' 0 という2 次形式を考えてみると;

n n n n r  n n
⑩  てむ ニ  51] C ij X i X j  — j 2-j^oy CiQ X{,

iニ0 プニ0 f ニ：I j ニ 1 し j= x  i= tプニ0 ， ' fニ：I プニ 1

と書ける。 ところが（w ) と （H ) によって

ダ0 + ご00ゆ2

.,tr - ' -n
ご 0プニ̂ 一22^iJ ， へ0 ニ"  が

であり，他方

ご00ニ' S ごかニ一X]ご0_/ニS  51]ごむ’
f ニ1 j ニ1 イニ：I プ=1

であるから，◎に代入して

映 ザ  C。 =1] S Cij  X i  X j  -  [. u  ' E C i J X J + H  H C i j  X i 1̂ 0+1] ' ^ C i j  

を得る。

そこでつぎに上記の2 次形式め/ がが tM )に対して、倉となることを証明しよう。まずxo=0 

とすれぱ，

注(49) C l.J. Quirk, ^^Complementarity and Stability of Equilibrium/' American Economic Review^ June 
1970, p. 362, Cordllafy.
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.となり，C が負の準定符号であるところから，± ^ (C + C ')；r < 0 となる力、ら，ユヵ'C®:?;6<0o他方ユ\>卖 

0 とすれぱ，ツ ユ Wダ0 0‘ニ1 , 2 , ..'…，n) とおくことによって

⑥ I ]  C i j グび广ツ广.ツプ+ 1 ]ニ1 ] ツズ；̂ー1 ) - ひ 广 1 ) ]

S  Cij (^>i — l ) ( jV ^ — l ) j

ゆえにふたたびC が負の準定符号であるところから，パ/ さ0 で，かつターであるかぎり 

.ズ。'(7エ。< 0 ,となる。そ し て の 定 義 か ら は OH古ccoと等義であるから，結局この帰結は

す べての /, メニ 0 , 1 , ......、n に つ い て :Cf ニムでないかぎり，x'°'C*ヒ'。< 0 となることを意味してい

る。

ところでC 0 の任意の/e次主座部分行列はC。から任意の第/行第Z'列をとり去ったものにほか 

ならないから， それからつくられる2 次形式は•r°'C»o：。に おいて当該のを 0 とおくことによっ 

て得ることができる。 そして：t '«を除いた" 次の：Cベクトルを非ゼロとする以l b この措置は明ら 

かに前のバラグラフの条件を満たしているから，結局のところ補助定理の主張が成立せざるを免な 

い。

- ' ■  . . . I

助定理13(^系 # が符号対称的であるとき，パが安定であるためには , COeMV*のW 

次の主座部分行列はすべてヒックス行列とならねばなちない6

証明

負の準定符号性がヒックスの完▲安定性を含意するところからま明。

■  ̂ ■

定理17の証明

必要性。ン。の非対角元素のなかに.負のものがあったとして，矛盾を導けばよい。そのためにいま 

特定の（/, i ) についてa t jく0, a j i > 0 であったとして，2 x 2 の主座部分行列 

du

A n  djj.

を考えてみる。仮 定 か ら の す ベ て の C。についてC は安定であるから，補助定理12に よ っ 

て C + C 'もまた安•定となる。ゆえに以下では一般性を失うことなく, C そのものが対称であると 

仮定してよい0 そのようなC は補助定理13の系からヒックス行列であるから，

ゆ  C H < %  C jj> 0 , C u C j j ~ C i f > 0

.となり，したがっていま帰譲法の仮定からか < 0 であれぱ，'行和

■ 比較静学と定性経済学n
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な4  C C j = C j i  +  Cjj 

はいうまでもなく負の符号をとる。 

さ て こ こ で Q a ^ を

bu bij~\ abu

h i

h i

H .

cxfi-aj

otiaj

+  e
aiOCj 

びi + び'

cti\ +  eoCi +  a j cct +  aj

どなるように選んでみよう。ただしは十分に小さい正の数であるとする。するとみ£{<0, ftパ<0, 

b i j^ b j i< Q で，5。の元素はすべて0 の元素と同符号であり，かつ

bii+bij
びi + び'

a?/ +  ai<af̂  
at-haj

O ji+b jj

となるから， となる 

ところが

'Oil

-Cij

«ど
♦

び/ +  £ ト (-
OCiOCj

( ぴ{ + め ）<0
びi + び プ ノ 、びi + び プ ノ  \ び《 + びメ ノ

となるから，パはヒックス行列となることはできず, これはA が1^*安定であるという仮定と矛盾、 

する。

十分性。十分性の成立は，すでによく知られたところである。

上記の諸定理は，補完財の存在がかならず競争均衛を:^安定にするという主張を提唱するもので 

はなく，むしろ補完財を合むシステムの安定性を導くにあたっては何らかの定量的な仮説の導入が
(50)

不可避となることを示すものである。定性的な根抛にのみもとづいて立論するかぎり，粗代替性の 

事例が安定性のための唯一可能な仮説でしかない，というのがそれらの意味するところである。従 

来から十分条件の資格において設定されるのをつねとしてきたこの仮説に，こうした必要条件の侧; 

での役割が見出されえたのは，與趣に富む新知識の-^つというべきであろう。

■ (経济学部教授）

注(50) すでにアロー = ハーヴィッチなどによって見出されているいくつかの定量.めな仮説は，別に補完財の存在とは矛盾し 

ない。そのようなものとしては，たとえぱ(1)すべての人の相似性P 振説，《2)社会的な超過需廣関数に閲する顯示選好- 
の弱公理の飯説， (3)初期赋存量がパレート最適に合致しているという仮説，等々をあげることができよう。福岡 r市場,- 
均衡の安走性nj , fニIU学会雑誌J 197碑 1 ，2力合Of•号，PP. 39-40参照。 .
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