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ソ* ベめ?.ホ'‘卞ぶ?^す:如';;'で巧

比 較 静 学 と 定 性 経 ? 斉 学

福 岡 正 夫

( 1)
’ 1 前稿でとり扱った比較静学分析の理論構造は，そめ具体的なモデル内容を捨象して定式化す 

れぱ，つぎのごとくになるであろう。 ''
まず当該体系は " 個の変数ズ1,ズ2, ...，ズ" と 1 個のバラメターガから成るものとし，つぎの

"個の均衡方程式 、

( 1 ) y"iĈ 'l’ ズ2, n̂» び）ニ0 (2‘ニ 1 , 2 , ........., " )
が変数の均衡値ATi*, . .，. . .，ズ„ * を決定すると考える。/Vは微分可能であると仮定して，そのす 

ベての辟導関数dfiidXj, d f i j d a の値を均衡点において評価したものをそれぞれ/{/*=, j V ?=と書くこ 

とにすれば，われわれはつぎの比較静学の基本方程式，

(2) ニームa* ニ 1，2,.... , n )

を得る。あるいは簡単化のため / «/* ニめ/, 一/ <« ニろf とし，ますこdxjido(ニy j として， から成る. 
« x « の行列をA ゐぐから成るw x l の列ぺクトルをゐ，同じくタゾから成るMX1 の列べクトルを；/ 
と記せば，（2)は•一そう簡便な形で

(3) A y  ニゐ
のように書きあらわせる。比較静学の課題は\A うまでもなく，ここで_/!,みについて知られている 

さまざまな倩報にもとづき，（3)からタの成分の符号を確定することに見出される。

ところで, いま/ 1 ,ろのすべての成分の値が量的に知られているとすれば，上記の間Mはたんなる 

計算の問題に帰着してしまい，それを ad h o c に解けぱすむことであるから，一般的な理論問題は 

提起されない。ヒックスやサムェルソンがもたらした顕箸な貢献は,たと完全な量的情報が欠如 

するにせよ，なお均衡の安定性や主体の最大化行動の理論仮説が比較静学命題の源衆たりうること 

ナど明らかにし，その祝点から比較f i 学の原理構造を定型化した点に求められる。しかし安定条件や 

最大値条件は係数の大小関係に制約を課するから，それらもまた厳密にいえば，広い意味での量的

法（1 ) 福岡正央r均衡体系の変化の法則J, B*さ学会雑誌』，1976̂ {-：2 ，3月号。

( 2 )  P. A. Sam uelson, Foundations o f  Economic A nalysis, 1947, pp：10-14.
1 (5 (9  プ）■*•■ ■■ 1 [ r%iJ I I -  -- -
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情報を含むものであるというべきであろ(ぎ。そこでいま，さらに問題を押し進めて，そのような定 

量的な情報はいっさい利用できず,分っているのはすべての構造係数の符号だけであるとしてみよ 

う◊すなわち《" やめi の数値としての大きさはまガもく分らないが，それらが正 • 負ある、、はゼロ 

のV、ずれであるかは半IJ明しているとするのである。そのときわれわれはこれらの、、わぱ定性的（聊  

l i ta t iv e )な情報のみから, タゴの符号についていくぱくの帰結を尊くことができるであろうか。以下 

でとり扱ういわ;ゆ る r定性経済学J (Qualitative Econom ics)が設定するのは，そのような問題視角

である。

さて定性経済分析の立場はサムエルソン自身がその主箸のなかの"A C alculus of Q u a lita tiv e  
R e la t io n s " という'節で先默的1̂ 能̂1&'し^^ところであるくカ^それが定性経済学J め名の下に正面か 

らとり极われだしたのは，1962年のラン.カスターの諭(：̂以来のことである。今日のこの分野の状況 

においては，問題の.とり扱いに大きく分けて二つの流派があり，その-つはランカスターやゴーマ 

ソの，行列式ゃ維体の理論‘にもとづくアプロ'■"(チ)，もう一つはカ-クならびにその協力考たちに負 

^ 行列のサイクルの理論にもとづくププダニチである。以下われわれはこめ順序で双方の流派の 

主張を概愈検討するもその前に本稿ならびに次稿の譲論の荒筋を掲げすおくのか，.有盆であろう。 

. ' まずわれわれゅ上記の定性経済学のプログラムにしたがい，構造係数 a n、b i についてもっぱら 

その符号のみが知られている事例，いわゆるけ、屯粋に定性的な事例J ("purely qualitative caw’’）につ

注（3 ) たとえぱa u ニa h とか
an au 
aji au ィむW > 0 とかの条件は，すべて定量的Cquantitative：) な条件でも

( 4 ) す-'もある数ズの正• 負 . ゼロの条件を定と '呼:̂ *か定'量的と呼ぶかについては，多少の恣意性が伴うであろう。 

なぜならたシりx (  [0, o o ) と；ce (0, « ] .とは程まの差と:も数られ，後者は明らかに定量的な条件だからである。 

この点は，ズの符号を記号上の分類と見るか実数線上の区間の分類と見るかにかかつてくるセけであるが，後者のよ1  
• に薄えるとしても，耍 る に *'定性経済学J というのは，それだ?伸量的条件から賊 静̂学の帰結を迫及する分野と'し、 

えぱよいであろう。
C 5) Sam uelson, op. cit., pp. 23-29. ■ ,■ • .
( 0 )  K. J. Lancaster, «The Scope of Q u a lita tive .E con om ics» Review o f Economic Studies, February,

( 7 )  W. M. Gorman, "More Scope for Q u alita tive EcoiibmiCs", Review o f  Economic Studies, January 1964. 
K. -J.- Lancaster, "Partitionable S y s te p s  , and Q u alita tive, Ecbnomics/* ibid., ditto, «The T heory of 
Q ualitative Linear S y stem s,"だcomふ ン ン  X pril l965, ditto, "The Solution  of Q u alitative Compara
tiv e  S tatics problem s/' Q u a r t e r l y 'Jdurnal of̂  Economics, M ay 1966. ^

( 8 )  J. Quirk and R, Ruppert, "Q ualitative Ec，9npm ics and th e S ta b ility  of Equilibi；iu m ,,. R m e w  of 
Economic Studies, O'ttobor i965； L. B assett； H： katjifjagahi, and J. Quirk, "Q ualitative Econom ics

, and M orishim a M atrices,» Econometrica, A pril J, M aybee. and J. Quirk. f'QualitaUサゲ

’ Econom ics and the Scope of the Correspondence P r i n c i p l e ibid., July-O ctober 19^ , J. Quirk mid R.,
, . Ruppert ,  ^-Maximization and th e  Q u alitative C alculus；*? in  J. Quirk and A；-Zarley. fed.,. Papers tn 

Q u antila tive Economics, 1968, J. Quirk, "Com plem entarity and S tab ility  of •Equilibrium/V Am erican  
だんjiの"/c ieey/偶  Juiie 1970' なおとれらのは力、J. S. M aybee and J. P. Quirk, ^Q ualitative Problem s in 

.‘ M atrix Theory," SIA M  R evkw , January 1969, J. Quirk, "The C om petitive E quiilbrium --A  Q ualitative  
Analysis," in M. Beckm ann and H, ed., EconoiHic M odk$r)Sstim ation  and R isk Program m ing,
1969 をも参照。 • ，し . ：‘ 1 ’ ’ ’
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比較静学と定性経済学 I
いて，比較静学命題が確定するための必要かっ十分条仲を究明する。しかしこの場合の結論は，当 

然予ii、されるようにきわめて限定されたものでしかありえないかち， っぎに若千の量的情報を援 

用して，f本系か女定性を満たしている場合に，さらにどれだけの条件の緩和が可能になるかを検討 

し，あわせて(1)か何らかの関数の最大値条件に該当ケースにっいても考察を加えるこれらの 

事例にあっては，実質的に行列ぬ，、，メッツラ- の粗代替財行列をスぺ、シセ ル ，ケースとして含む 

いわゆるre d u c eされた森嶋行列である場合のみが，比較静学命題を確立しうる唯一のトリヴ ィ ア  

ルでない事例となることが知られるであろう。最後にわれわれは，#:系がワルラス法則やゼロ次同 

次性をも満たしている場合にっいて考察し，結局行列ぐ;メツツラ-の粗代替財行列である場合の 

みが，唯一のトリヴイアルでない事例となるととを明らかにするであろう。すなわちここにいたり 

て，議論は前稿のそれと合流するととになるのであ(|^。

2 以下の議論をっうじて《" > 0 なら sgn ニ+ , め, < 0 なら sgn (hjニー, めゾニ0 ならsgn 
び" ニ0 , そして8ねバニ [sgn M と約束し，共通の符号の元素から成る行列の集合を 

0/1 ニ{ル |sgn Z?ニsgn;v4}, . . • :
同じく共通の符号の成分から成るべクトノレの集合を. ，

ニ{^Isgn 2ニsgn _ y } . . '

と/E義するo 0 ハ Q y はそれぞれ定性行列，定性ベクトルと呼ぶことができるであろ? ^ そ— でこ 

れらの概念を用いて表現すれば，4)^ニろが定性的に可解(qualitatively solvable)で あ る と は ：.
(4) BeQAf CeQbf D z - c  なら z s Q " .

というしとてあり，また] か定性的に可逆(qualitatively invertible)である！̂は 

. (5) B e Q A  なら

ということである。容易に分るように，一般には⑤は④が成立っために必要でもなければ十分でも 

ない。しかしろの非ゼロ成分がただ1 個たとえばみ, のみである場合には，（5) は(4)の十分条件とな 

り，事契この場合要請されるのは，パー1 の第 / 列元素の符号が確定することのみである。

バタ= みが定性的に可解であるとき，どの / ? よ っ い て も 1 5  1 : ^ 0の条件が保証されることは， 

っぎのような推論をっうじて明らかであを。いま | 5 | = 0 と仮定して，かならず不合理が生じるこ 

とを，ゐニ0 の場合とみ# 0 の場合とに分けて示す。まずみニ 0 で，しかも | パ | ニ 0 であるとすれ 

ぱ，ル =风 一 力 を 満 た す 2 ぐがあり，いうまでもなく一パであるから， ニ/»は定性的に 

冗解たり免ない，っぎに ( M 0 であるとしよう。 | i 5 | = 0 なら，どんなれこっいてもB d めニ 0 を.

法(9〉本搞び次稿でとり扱ぅ主^ ^ キサーヴパとしては， J. Quirk and R. Saposnik. Introduction to 
ニ サ " で Ti網 び"ゴWelfare Economics. 1968の参照が，さらに詳細なサイパ論文としては，. G. AIHiigham and M. Morishima, "Qualitative Economics and Comparative Statics,» in M, Mor- 
】s nna and others. Theory of Demand Real and M onetary, 1973め参照が，それぞれきわめズ有益である。 •

3 (56>5)
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満たす<7ネ0 があり，したがってそれとパスニから，ど ん な こ つ い て も ズ + スヴ）ニCとなる。よ 

って適当に;Iを選べぱ，明らかにズ+ ；(びホ<5*^とすることができ, ふたたびルニ^^は定性的に可解 

たりえない。

こうしてニゐが定性的に .可解であれば，Iん糾であるから，われわれは方程式あるいは変数の 

番号をそれぞれ独立につけ換えることにより，また必要ならそれらに一1 をかけることによって，

それを

⑥ お ；み

> 書★換え，ここでA がすぺて負の対角元素をもち，か つ 3*，ーゐがすべて亦負の成分をもつよラ

にするることができる。より具体的に述べれば，この変換はつぎのような手順から成るものと思义 

(U)
ぱよい。 , 一

ま ず ネ 0 なのであるから，A のどの行あるいは列も少くとも1 個はかならず非‘ゼロの元素を 

もち，よって適当な置換行列P を選べぱ， がかならず非ゼロの対角元素をもつようにすること 

がで* •る こ こ で p A ニA , わ1)二ちとおけぱ，.ズタニ5 もまた明らかに定性的に可解である。つぎに 

ニつの対角行列D,  を選び，のについては •y< > oならも fニ1，3 ^ i= oな ら ニ ー 1 であるもの

とする。ま た 力 に つ い て は な ら ふ 《 ニー 1，ら< 0 な ら 《{ニ1，ふ《 ニ 0 ならん《ゴ《< 0 のとき 

はふiニ1 , d u d u > o のときはムニ - 1 のようにそれを選ぶ。そしてニハタ，も- 力ちとおけぱ，

ズタニ か ら ス タ ニ 力 《二るであるから，明らかに 

A  ニ スタ 二る
となる。ズタニみはいうまでもなく定性的に可解であり，す べ て の に つ い て と な る こ ど も  

容易に知られる。けだしムニもニ0 の場合，は上記のぶ" の定め方から明らかに二ぶ " も厂1 < 0  
となり，他 方 キ 0 したがってをi < 0 の場合は，夕t > 0 で あ る と こ ろ か ら し た が ゥ  

てほ" < 0 , となるからである。 ,

3 この点を考慮にいれた上で，本節ではまずランカスターニゴーマンの線に沿ラアプローチに 

ついて考察を加えよう。いま(3)のみを移項して，それを

⑦ A v —b ^ O あるいはCẑ ニ。

の形に書き換えるとする。こ こ で が " x O + l ) の行列しも一の， " か （M + l ) x l の列へクト 

ル { y , 1 } であることはいうまでもない0 さ て [ん一ろ ] ないしはC がすぺて非ゼロの元素から成 

りている場合には，《ニ1という些末なケースを除いて⑦が一般に定性的可解性をもたないことは明 

らかであるから，所期の的を満たすためには上記の行列はかならず若干個のゼロ元素を含むので

i' d̂O') Bassett, Maybee, and Quirk, oわ，cit:, p. 556, Lemma 9 参照o 
(11) op* ciL, p. 556.
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比較静学と定性経済学 1
なくてはならない0 そこでランカスタ- は，まずそのようなゼロ元素の必要最小個数がI タルト1) 
個であることを主張した。 , \
躺 い ま C から選ぱれた r i x n の行列の行列式が定まった符号をもっためには，それをある行 

( または列) にっいて展開した展開式のなかに異符号の項が併‘存してはならないから， ある非ゼロ 

項以外の項に含まれる余因数はすべてゼロとなるのでなくてはならない。ところで一般に（" 一1) 
次のわ列式かゼロとなるため0 条件は，それが r x 5 個! （ととでグ+ 5ニ"）のゼロ元素のプロクをも 

つしとであり，なかでもゼロ兀素か最小個数となるのはr> S のいずれか一 方̂が 1 , 他がれ_ 1 J,た 

る場合である。すな:b ちとの場合のゼロの最小個数はノト1 個で，これはゼロ元素が'1 行か 1 列を 

占有する場合に該当している。っぎに当該の非ゼロ項に含まれる（" - i ) x O ト 1 ) の行夕U式にも同 

様の議論が適用されて，こんどはゼロ元素の最小個数は" 一 2個となり，以下順次に同じ推論を線返 

していって，結局必耍なゼロの最小個数は全部で

(8) AWニ ( "一  1)+ ("-2) +.....+ l：=^nCn-l)
となる。

さてゼロ元素の数がとれを下回る体系すなわち変数間の連結関係がとれより緊密な体系は，定性 

的には解けないという意味で，（8)はきわめて簡単なチェック. ル ー ル を 与えるが，それはいまだ可 

解性の十分条件で{ネない。プソ力スみ_ の先駆的な論文の最重要なII;献は，j j a のゼ元素の最小 

個数の事例にっいて，さらにっぎの命題を樹立したことであ;^。すなわちこのスペシャル.ケース 

に'0 い て は ,が 定 性 的に可解となるための必要 か っ 十分条件は，前節で述べた番号のっけ換 

えと符号のつけ換えののち [ふ一めが彼のいう標準型 （standard Form) すなゎ

(9) S g n  C:
*-l-* •••••• —l-. +

;..... + +
0 iL _ +  -

の符号のパタ- ンを満たすことである。あるいは同じことであるが，これはごの元素が 

⑩ ど " く0 , らJ ニ 0 (ン> え)，もノ〉0 (ズ<力

を満たすことであると:̂ ±きあらわじてもよい。それが必要であることは前記の議論から明らかであ

り，また+ 分 は A の亦ゼロ元素の杂因数がそれらの元素とかならず同符号となることから明らか

注(ゆ』 ニラマて,ニターで^̂ のザにっぃて不適切な叙述を行ってぉり，こめょうにゼロ元素が1行か1列を占める場合が， 
订歹试かロとなる唯一の場合たと述べている。Lancaster, "The Scope of Q ualitative Economics,,, p.

0
0 +

か'<：の反例となる。iEしいr箱,1命はゴ-マンによってえられた。Gorman; op. cit., p* 6 8参照。
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であろう0 一

；■■こ ろ で C がより多くのゼロ元素を含む場合には，（9)または⑩のも / > o a < i ) の部分は ^«プ> 0

( K i ) と修正されねばならなぃ。その場合にあっても，それらは(3)の定性的可f 他のための十分条

件ではあるが，もはや必要条件ではない。たとえぱゴーマンか例示した

+  へ 2"2 +  +  ら "4 =  0

CziPx +  CzzVz . = 0
な力 （33"3 +  じ34"4 ニ 0

こ こ で ら ，C i2 < 0 , <：13, C i4 > 0
じ2 1 < 0 ，ご2 2 > 0 ， ゎ< 0 ,  C招> 0

という体系は，決してランカスターの標準型にはもたらされえない

0 ^  S g n  C + 0 0
0  — +

•^いう符号型をもっているが，容易に分るように" i はすべて同符号をとり，.したがって定性的に 
(13)

完全に可解なのである。

(9)a(iをもa i⑥をもともに含むような"^般的な可解条件は，ゴーマンが始めて提示したところであ 

る彼の考え方は，前例でも示されているように，変数の集合 {"1， "3, "4}をニつの部分集合た 

とえぱ{び1 ,び2}, {びルび4}に分け，さらにこの種の分割を単一元の集合にいたるまで続けていって， 

それぞれの段階で，当該の分割に応じ先行する:^程式の前半部の係数と後半部の係数を異符号とす 

る，ということから成っている。方程式は2 個以上の変数を含まざるを免ないから，たと免ぱ前例 

でいえぱ方程式数は3 個となる6 ランカスターの場合は，上記の分割がレ i } , レ2, ら仏 }そして  

{び3 ,び4〉のように，各段階で1 個の変数のみが他から分たれるスペシャル，ケースと考免ら

れる。

いまこれを一般化して，《 + 1 個の変数(" 1 ,リ2, .......，"n+l}を含む体系のんにおける分割を，つぎ

のように定義することにしよう。 まず二つの詠分銀合を"1ニ{"1，̂ 2*… "ft}, ^̂11ニ{びfc+1, ……， 

と記すとき，これらの集合の双方を含む方程式がちょうど1 個なくてはならない。なぜなら， 

もしそうでなければ，その体系は完全に別々の二つの体系に分離されてしまい， つの体系たり义

かいからである。ゥぎに他の方程式はすべてレ1, "*}と  ，"n+l)のいずれかの変数

どおしの関係を含むが, ‘ミゐのびf と；さゐ+ 1 のび/ をともに含むことはできない。さらにまたこの 

ような分割のそれぞれを同じ原則で分割することが可能であり，これはただ2 個の変数を分つ最後 

の分割にぃたるまで続いていく。 般にM + 1 变数の体系を"I， に分割するときには’ 1 次従属

注(13、 G orm an, op. c i t„  p. 66.
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i • 比較き学と定性経済学1 
の関係がないかぎり明らから個の方程式が含まれるのでなくてゆならず， 同様に☆個の変数の分

割には々一1個の方程式が♦ まれるのでなくてはならない。 ’ ，.* ' < '

こした定義にもとづくならば，C " = 0 が々で分害IJ可能なときには，ゎれゎれはランカスタ-に  

傲って， C を  ,

C:

.☆+1

} k - 1  
) tt 一 k

の形に帰することができ，したがってCび= 0 を 

<̂ iVi+Cnt̂ n =  0 . - ：

(I寺 CiV\ = 0
■ . -マ 、

Cn"n ニ。

の形 f?書くしとかできる。 こ こ でさしあたり:;!つ の 部 分 系ぶゆ [ = 0 ,  CuVn=0 fキき性的にin'解 

で，一^般性を失うことなく "1>0, e^n>0を与えると仮定しよう。 するとこの解は最初の方程式を 

も満たすはずであるから，体系全体が可解であるためには，C lの全成分が同符号，a の全成分が 

同符号力, かつ前者と後者が互いに異符号となることが，必要にして十分な条件を与えることにた 

る。 それゆ免にわれわれは一般性を失うことなく， となるように定めることができ 

る。と こ ろ で Cu C„ はそのままないしは適当な番号，符号のつけ換えで(9)(10)のランカスターの 

標準型に合致するか，さもなければそれら自体がC と同じく，可解性の条#を満たす部分体系にま 

でさらに分割されるか，のいずれかである。よって結局，以上の議論をつうじて,一般的な可解条 

件に関するつぎの定理が成☆したことになる。

定理 1 4 y = みが定性的に可解であるための必要かつ十分条件は，行あるいは列の独立の番号 

換えか符号のつけ換えののち，Cミ[バ，一のがらぎの条件 

{り C i i < 0 ,  C t j = 0  a > j X  C i j > 0  \ 、‘
(ii) 分割壤準望 > ：

Cl h  - ) 1
c = C l 0 , } k - l

- c C „ - } n — k

で，C i ^ O ,ね 0 か つ A ,  <?|1‘ヵ を ；̂̂ ぞ れ {，!).を 蘇 た す  

のいずれかを満たすようなごに变換できをぐとである，

注（14) Lancaster, ^Tartitionable Systems/* p. 70.
(5 o r )

if r,-f. tvrr，マ，’..m.マ; ち■ま 新 料 よ ざ ヤ ^ が ; ^ や 想 ま
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上記の分割標準型におけるゼロ元素の個数は，右の Q プロックか（ゐーi ) x  ( « —/'J + 1 )，左の 0 プ 

ロブクが（" 一ん）Xも C l プロックが々一 1 ) (ゐー2), Q プロックが•!<"•-& ) ( « — ゐー1 ) で，計 

⑥ 'マ(0)ニ ~(が ー 2が +2"ゐー3’’+2た）

である。との個数は， ？け ';偶数ならたニ+ ( « + 1 ) のとき，奇 数 な ら 々 ニ あ る い は O t + 2 ')の 

レき最大となり，ゐニ1あるいはタZのとき最小となる。後者の場合に，M^O) =  i  "(>^—l ) となり， 

もとのランカスターの条件(8)が得られることはいうまでもない。，

4 し こ ろ で 0 ニ0が 正 の 解 を も っ た め の 条 件 は ，やや異なる見地からすれば，またっぎの 

ようにも表瑰できるであろう。すなわちよく知られた線型代数の定理によって，C " = 0か解" > 0 を 

もっか，さもなければtiC ^ Oが解をもっかのいずれかがかならず成立っのでなくてはならない。そ 

れゆえ，いまGの各列C j に対してWCjさ0 となるようなを舍むべクトル空間R n の領域を考免て 

みたときもしすベての 7 G. ニ1,2, ... ... . « + 1 ) にっいてそれら力'、原点 0 以外に共通部分をもたない

ようであix ぱ，われわれはそのことからC " = 0が正の解をもつと主張することができるはずである。 

ランカスターは1965年 の 論 で は ，こ の よ う な 見 地 か ら く  0 が解をもたないための条件を凸維 

体の理論を用いて定式化し，前節までのクラ一メル流の方法に対する代案として提唱した。 ，

G の各列をなす定性べクト ル は ，その非ゼロ成分の数をS 個，したがってゼロ成分の数を5侮と 

. するとき，7 4 の部分空間いのある象限の内部において定義され，当 該 の 象 限 は の 適 当 な 2^ー-3 
個の象限の共通部分として定まると考えられる。そこでいまその象限を々りそれの内部をで、あ 

らわし’
=  { V \ v u S ^  for som e uio>s]

(Og-ニ f " Im ^ O  for a ll U€ o>s}
0)«+ニーのs'".

in t o>«+ニ o)fi■̂〜（cj)«に直父する部分空間）

などと定義すれば，（o > /0 ' =  in t 0>«+の関係が成立っから（ここで（0>,リ）ン は の 補 集 仓 ），ての 

すべての列にっいてそれらの和染合をとれば， U(Q>sUy= U in t o ) s + となる。ところかいまもし 

0.0 U (in t ct>5+)ニル一 { 0 }
が満たされるとすれば，上記の関係からU(o>,u) /ニ/?a一{ 0  } となり， U (のぶU)/ニ（p|ft>gUyである 

ことから， Uo>sU ニ{ 0 } となる。ゆ え に の 定 義 か ら さ 0 は 非 ゼ ロ の 解 を も た な い こ と  

になり， く 0は解をもたないと結論することができる。こうしてなは一般に《x m の定性行列G 
にっぃてCリニ 0 が正の解？̂> 0 をもっための十分条件であることが知られ，またとこでは推論を割

法（15) Lancaster, "The Theory of Qualitative Linear Systems/' [>p. 398-401.
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比較静学と定性経済学J
変するが, それは M x o m ) の C については必要条件にもなるととが証明され(ざ。それゆえひの 

各列の定性ぺクトルにっいて* いずれの象限が:OV*• を構成するかを調べ，それから0>sに直交する 

部分空間をモり去って定義されるint 0>,+のすべてが，原点を除く 7?„の全空間をっくすかどうか 

を檢討すれぱ，前の所論をっうじて0 ニ 0 が解 "> 0 をもっかどうかが判定できる，というのが《 

ンカスターの「定性計算J ("qualitative calcuW，）の趣旨である。 .
これを分りやすく" =  3の簡举な事例

C +  +
—— +

t ?、説明すれば, . つぎのとおりである。まずC の第 1列の定性べクトル{一，0, 0}は 7?3の部分空間/?̂  

の一つである{★, 0, 0 }の負の象限の内部として定義され，この象限は 7^3の 2«-®ニ23-1ニ4 個の象 

限の共通部分によって定められる。それら4 個の象眼の内部は{ 一，0, 0 } のゼロ成分の筒 所 それ 

ぞれ+ , — のあらゆる可能なパターンで置き換えたもの，す な わ ち + } ,  {一’ +  一- X, 
t , 一，+ } ’ { 一，一 ， . 一}から成っている。{ _ ,  0, 0 }の&>1+は，これらにさらにそのすベての境界 

を加えたものにほかならないから，その構成要素は(イ）{一，0, 0 }の非ゼロ成分の筒所をそれぞれも 

との符号のままに保存するかゼ ロ に簡き換えるかの個の選択,すなわちいまの場合は { 一，*,
か{0, * ,* }かの 21ニ 2 個の選択，そして(ロ）け)の{*, *、}の部分を+ , —，0 のあらゆる可能なバターン 

で特定化する3«-®個の選択，すなわちいまの場合は{ + ,  + } ,  { + ,  —}, { + ，0K { _  + )  {一

一}， 0}, {0, + } ,  {0, 一}, {0, 0 }の 33-1ニ g 個の選択, のあらゆる組合わせから成っている。 

し た か っ て そ の 数 は -® =  213®- 1ニ1 8個である。int o>i+はさらにこれからo>iに直交する部分空 

r日1をとり.去っナしものであるから，以上の挑成要素から（一，0, 0) X {0, *, *} ニ 0 となるよみ/>• 3"-® 
= 33-1ニ 9個のベクトル{ 0 ,も * }をとり除く。こうして第1 列 { 1 , 0, 0 }の in t 0>1+は，上記の手続を 

ゥ う じ て 結 局 + ,  + } ,  { - ，+ , { 一，一，+ } ,  一，— }, { 一，+ , 0), { 一，一，0 ) ,
{一，0, + } ,  { —，0, —}，{ 一，0, 0 }の都合18—9ニ9個の要素から構成されることが分る。

まったく同様に, . 第 2 列の{ + ,  一，0 }については，（イ)の段階が{ + ,  一，0 }の非ゼロ成分の筒所を 

{ + ，一，*}, | + ,  0, *}, {0, 一，*), {0, 0, * }のいずれかとする2$ ニ ニ 4 個の選択, （ロ)の段階が 

{*)の®i所を{ +  } , レ }, { 0 } のいずれかとする3ト2ニ3 個の選択で，それらの組合わせが計12個。 

このょうにして構成されるからとり除く部分空間が {0 ,,0 , * } の * 部分を+  , - ；0 のいずれか 

け る も の 3 個で，その結果第2 列の in t o vトは，{-ト，一，+ } ,  { + ,  — ，_ } , { + ,  一  0 ), { +
0’ + K  { + ,  0, —}, { + ,  0, 0 ), {0, + } ,  {0, 一， {0, 一，0 } の計 12 — 3ニ9 個の要素を

もってす想成される。

注（16) Lancaster, op, cit., p. 399.

9  ( 509)
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以下，第 3 列, 第 4 列についても同様であるから，詳論は省くが，前 者 の り 3••は{ + ,
{ + ,  + ,  0 } ,  { + ,  0 ,  - } ,  { + ,  0 ,  0 } ,  { 0 ,  + ,  - } ,  { 0 ,  + ,  0 } ,  { 0 ,  0 , せ の  7 個の要

素をもって，後者の in t 0)3+ は同じく { + ,  + ，+ } ，{ + ，+ ，0 } ， { + ，0 ,  + } ，{ + ，0 ,  G },
| 0  +  + } ,  { 0 ,  + ,  0 ) ,  { 0 , 0 ,  + } の 7 個をもって構成されることが容易に分る。

そこでこれらをすべて併合すれぱ, 原点を除くが3 のすベての空間をつくすととが明らかである 

から，ここやこの事例の定性的な可解性がチュックされえたというわけである。

上記のま例はランカスタ- の標準型(9)を満たす®̂ 例であるが，読者は同樹こゴーマンの事例なれ 

ついても，この手法にもとづく検定を試みることができるであろう。

5 ここで転じて，もう一つの流派であろカークたちの研究の概観に移ることにする。序論ても 

触れたように，彼らの手法は行列のサイクルの理論を援用して議論の展開を図る点に特徴を見出す

ことができよう。

行 列 A のサイクルとは

dik<^kl•‘ •…位 も  \
のような形の元素の積をいい，そこに含まれる元素の数が' 個であるとき，それは長さグのサイク 

ルであるとい(た 長 さ 1 のサイクルはいうまでもなく対角元素であり，長さ 2 のサイクルはめit 

びH である。またぶのムからプ，へのチェインとは

a ih d k l  CLpqCiqj タキ J) ,
のような形の元素の積をいい，同じくそこに含まれる元素り数が' 個であるとき，それは長さデの 

チインであるという。以下とプ . のあいだに挟まれる元素の添数が重要でないときは， からプ 

へ の チ ェ イ ン を た ん に の よ う に 記 す 。ぺK D が長さ ' のチェインて’あるときび0 づ )知  

は長さグ+ 1 のサイクルであるから；チェインはサイクルの最終元素が脱落したものともみなすこ 

とができ，またサイクルはチ,CCイソに雨她のお数をもつ元素がかけられたも、のともみなすことかで 

ネト' う。長さ 1 のチ：nインは明らかにそのものであり , 長さ 2 のチCCインはめ fc aic[ のことく

である。

サイクルやチ:Cインが有用なのは，それを用いて行列式の展開式を使利にあらわすことができる 

からである。いま添数のべクトルけ，2 , …，’パ} の置換をイ/ > 1 , ‘. . . "，p - y で示し，後者が

前者から偶数回の互換によって得られるときにペル，ル， W ニ1，奇数回の互換によって得ら

れるときにKPu  , fifO ニ- 1 と定める。するとお行列式 Iん は ，周知のように多項式

(1力 p2> ..........，pn^  ル … …びれPrt

法( 1 7 ) これらの定義については，Bassett, Maybee,and Quirk, op. cit.t pp. 547-548 およひ Allingham a 
MorishiitTia, op. c it； pp. 10-11剑域ひ
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の形で書くことができ，ここで右辺の総和は1 ,2 ,  ，れのすベての置換にゎたるものと解され

る。び1ル ぐ …… は ] の長さ"の 1 個のサイクルから成るか， タCれょり短かぃ2 個以上のサ 

イクルの積から成っており，この点は1 ^ 1をつぎの使利な展開式

のように書きあらわせば， そう明瞭となる。ここで/ はa  2 , ，" } から選ばれた" _ 1 個の 

添数の集合，したがつて / はのこりの1 個の添数から成るその補集合をあらわしてぉり，彻 ゾ ） 

はさらに/ から r 個の元を選んでできる集合の族をあらわしている。ん ん は そ れ ぞ れ ゾ ，ぬこ 

含まれる添数の行と列から成るお主座部分行列，旧 , | _ ^ルよそれらの主座小行列式であり， 

またA j c ^ yは お に お け る 長 さ n —r のあらゆるサイクルの総和である。 ニ0 すなわち / ( ニ0 の 

場合はいラまでもなく |ん | = 1 と約束する。いまこれを分りやすく，" ニ4, / = { 1 , 2, 3}, r = { 4 )  
の事例で示せば，

^11 ^12 ^13
IA I ニ

+  ( -  1)4+ト2| びM も 3

び2 1 な2 2 び23 
び 31 3̂2 び 33
なれび12 
び2 1 な22

~t~ び24 び42 びU び13 なZZ 2̂34" <̂ 14 び41
な31 な33 3̂2 び33

43 ノ 11~^、"13"34"41十知び"ヴ43)知 + 〔̂̂12び24び41 +  び21び14<̂ 42)び33}
+ 、一 1)4+1 n<^12^23«ai«4t+^?12«24«43«31+^13«32«24^41+«13«31«43^Z31+<?14<?42«23«31+«u«43^^

のようである。

同様にIA Iの a" に関する余因数についてもなかこ準ずる公式が妥当することは明らかであり 

さらr そ の aい に関する余因数については，そ れ は .

ん 斤 ( - 1 )びパIん 1 + |> 3ト け , が う ("〉(め Iん I

の形をとる。ととでがは { 1 , 2, ." ..• , « }から i, メをとり除いたn ~ 2 個の添数の集合，S ( r , が)は 

/ / から個の元を選んでつくられる镇合の族をあらわしており , ん ,， はそれぞれ / / ,  /(に含ま 

れる律数の行と列から成るお主座部分行列，したがってIん ん Iん I はそれらの:セ座小行列式を 

めら；b している。またパ《メ〉(だ'〉は ハ 、ら第 / 行と第/列をとり去った非主座部分行列バにお 

ける長さ《—1 一/ * のあらゆるサイクルの総和である。 ハのサイクルが， もとの_/!のび(メー 
の形のチ^ インをなしていることはいうまでもない。 ふたたびとの場合も分りゃすく "ニ 4 , ズニ 
ゾ= 4 の場合について例示すれば，

11( 511)
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び1 1 め2 
d%X び 22

+  ( — 1)4+1"1{(び.42 び 23)び：U+ (び 41び13)<̂ 22}
+  (一 1)4+1-0{び41び12ぴ23 +  び42ぐ；Iび;is}

のよねであり，ここでび (4->3)の形のチ C C インがパの公式のサイクルの役割を演じていることは

明らかであろう。 ,
さて以上の準備にもとづき，バセット=メイビーニカークt i つぎの"^連の定理を誰明した。

補助定理1 パの対角元素がすべて負であるとき，sg « \ A  \ か確定するための必要かつ十分

条件は，A のすベてのサイクルが非正となることである。

( 18)  ,
証明

必要性。帰譲法を用い，長さデが1 ょり大きいサイクルで正のものがあったとする。 （長さ 1 の 

サイクルは，仮定からすでに鱼であるから， 問題としなくてょい。） いま一般性を失うことなく， 

当該のサイクルを

なi2.......<2；r-i,r びf i〉0
としょう。（1力にょって| A |の辰開式のなかには,かならず対角元素ばかりから成る 

e (1，2, ........3 め 1̂1 2̂2........^nn
のょうな項と

e C 2 . ......... , デ, 1 , グ+  1 , ' ，•••，, H ) な12 ........^ r - l ,r  ^ r i びr+ l,r* fl.• ." •びtm

のょうな項とが含まれており，前者は仮定と約束からかならず（一i ) m の符号をとる◊ところか後

者は e (2, *.，."，r , 1 , r + 1 , ....... , ,チ0  の部分が（一l y 一 1，̂ r+l,r+l ^nn の部分か.（一1 ) の符

号をとり，ai2, ....... , ^ r lの部分は掃譲法の仮定から正であるから，全体の符号は（一l)r ~ l( 一1デ-r
ニ r 一 となる。 ょってこれら二つの項は互いに符号を異にし，それらの和を含む1 ^ 1 の符号

は不決定とならざるをえない。 . .
十分性。展開式の一般項£ (かI, .，，.，.，ル》) atjn CC2P,，，. . ‘.anpnが h 個の対角元素と， 長さが, 1

ょり大きい々個のサイクルをもつとすれば，

, £  ( ク1 , Pレ " … ，, W  ニ （- 1 ) れ~な-た ’
であることが容疑に分る。ゆえに (hp,  dnp".が含むk 個のサイクルがすべて資であれば，

e ( ク1 , ......... , P n )  ( h p r … の 符 号 は 明 ら か に （一 1 )れ一ん一ん（一 1)& (一  1デ ニ （一 1) " となつて

e d , め と同符号となる。 また上記のん個のサイクルのなかにゼロのものが1 個

注n 8 、 この定Jillの証明については E a sse tt , M a y b ee , and Q uirk, op. cit.,  pp. 550-551, A ll i i ig h a m  and  M orish im a, 
op, cU"  pp. 18-19 参照。
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• 比較静学と定性経済学】

でもあれば， £ ( A ,  f p n )  axp, drm: ニ0 となり’ いずれにしてもIぷ Iの展開式の各項は弱

い意味で同符号となる。

ところでBリにも述べたように，/!の "一 1 次の主座小行列式はすべて/ ! と同様に展開できるから, 
対角元素の余因数についても補助定理 1 がそのまま適用できることはいう.までもない。また同 

じく前に述べたところから，この議論はパの亦対角元素の余因数 a 丰f ) についても準用でき， 

s g n ルプが確定するための必要かつ十分案件は，. A のすベてのチパン a U ] り が弱い意味で同" 
符せとなること，すなわちすべて非正となるか非負となるかのいずれかが成立つことである。

以上の結果をすぺてまとめて，パの定性的可遗性に関するつぎの定理が成立する

定理2 ね対角元素がすべて負であるとき， が定性的に可逆となるための必寒かつ十分

条件は，そのすぺてのサイクルが非正となること，かつその非対角余因数んメに現われるすべ

てのチュインが弱い意味で同符号となることである。

さてここで第2 節で述ぺたようなA y  =  b の形への変換を考え，上記の帰結を適用すれば，ラン 

カスターこゴーマンの定理1 に対応するつぎの基本定理が導かれる。

定理 3 ニみが定性的に可解であるためめ必襄かつ十分条件は，行あるいは列の独立の

番号換えか符号のつけ換えののち，それがつぎの条件

(i) >1のすベてのサイクルが非正，かつ

(ii) '々 < 0 ならA の添数/で終わるすべてのチェインれノ'りが非負

を 満 た す よ う な ニる{■こ変換で'きることである。

証明 .

ぷの对角元素カ^ ^ ぺて負であるときに， | A |が定符号となることは，それが（一1) "の符号をと 

ることにひとしいが，そのための必要かつ十分条件が(i)であることはすでに補助定理1 で示したと 

ころである。つぎにらく0 であれば， >̂ゾさ0 であるこきはプ / | i | さ0 であることにひとしく,
さらにそれはプか（一1 )^ -1の符号;をとることにひとしい。そのための必耍かつ十分条件が(ii)で 

あることも，¥ イクルの公式をA の部分行列に，したがってチェインの公式をA そのものに適用 

すれぱ，容易に知られるところである。 •■■■

とりわけすぺてのi についてら < 0 となる場合には，条件aoからすべヤの / についてゴ0.— りさ0 

とならねぱならず，これはズのすベての非対角元素が非負となることを韋味すると同時に，条件{り 

とあわせての 1 より長いすベてのサイクルがゼロとなることをも意味するであろう。すなわち

 13(5_/5、-----  ，
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る< 0 の場合，バセ :メィビーニカークの条件は本質的にラン力スターの標準型(9)の条件に帰着す

(19)
るのである。

6 ところで以上の可解性条件はとくに体系の安定性に依拠するところはなかっテこわげであるが， 

比較静学がもっぱら新旧商与件の下での均衡状態の比較にのみかかわることを思うならぱ，そのこ 

と自体に別に不思議はないであろう。しかし前搞でも述べたように，もし当該の体系か不安定て'あ 

ったとすれば，そこでの比較分析の有用性はいちじるしく限定されるといわねばならない。ふたた 

びその理由を記すならぱ，比較静学分析の目的は与件の恋化か変数の均衡値に与える変化を予測す 

るととんにあり，したがってもし変数の時間的径路が新時衡状態に収束し先ないとすれぱ，その予

測上の価値は激減せざるをえないからである。

こうした理由にもとづき，本節以下の分析では，われわれは均衡の安定性の仮説を導入し，その 

下で当面の主題に新しい光が照射されるかどうかを確かめてみることにする。ところで，その目的 

からしてもなお可能なアプローチには二つの途があり，その一つはあくまで純粋に定性的な見地か 

ら定性的安定性概念を定義して問題を再構成すること，そして他の一つは通常の意味での安定性 

を満たす体系にのみ限定して，それに伴い若千の定量的情報の加わった準定性体系をとり扱うしと

である。本節および次節の課題は，これらのうち最初のル'(20)
績をとりあげ，それを検討してみることである'

トを探索したカーク-ラッバートの業

問題は，体系の行列がその元素の符号の型のみによって（すなわちその量的な大きさのいかんに 

かかわりなく）安定性を規定するとして，その仮定の下で比較静学体系の可解性を導くところに求 

められる。当面の動学的調整方程式を， ’
= A( ,x -x* ' )

であらわすならぱこの体系が定性的に安定（qualitatively s ta b le )であるとは,
⑩ B c Q a のようなすべてのB が安定となる

• (22)

ことである。 のこのような性質を以下ではバの 0 安定性と略称することにしよう。い ま の を の

対角行列とするとき，D A c Q a となること明であるから，j か <5安定なら，それはまた女定 

(23)
であ7I2! ; またA のゐ次の主座小行列式をルた〉と記せば, . ラウスニフルヴィ'メツの定理から，んゼ、ぁ 

定であるための必要かつ+ 分条件は '
'ひニ S ( — i ) M / た) > 0  , .

法(19) B assett, M aybee, and Quirk, op. ctL, p. 557.
(20) J. Quirk and R. Ruppert, "Q ualitative Econom ics and th e ^Stability of Equilibriu^m/* ibid.
( 2 1 ) 以下ではffp i化のため,調盤速度はすべて1 とする。
( 2 2 ) この慨念はまた豹■サぶ定性（sign  s t a b i l i t y )とも呼ぱれることがある0 ,
ご23) P 农走他とは，すぺズの正の対タJ行列のに対して/ M が安定となることである。これについては福岡i■市場均衡 

< のを走性m j ,  fEiHI学会雑誌J , 197畔 6 )3号，P. 9 参照。

14( 614')
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でぁるから，ぬ ';すべて食の対角元素をもつ場合は，ぶのQ安定性は / I の全安定も意味してい  

る。というのは，上記の条件から/ I の安定性がその主座小行列式の値にのみ依存することが明らか 

であり，それらの主座小行列式を展贿すれぱ，そのそれぞれにかならず対角元素のみから成る非ゼ 

ロ項が含まれるからである。このことはまた， / I が 收 定 な ら ，お主座部分行列もすぺて收定 

となることを意味している。 ■ ■
さてがから, われわれはQ安定性のための必要条件をただちに導き出すことがルみる。まずみ 

一: ^ び が a u の数値から独立に満たされるためには，すべてのビについてめ fさ0 (そして少 

く と も つ の / についてはび" < 0 )となるのでなくてはならない。つ ぎ に C a u a j j - a i j a jO  
> 0 が同じく定性的に満たされるためには，明らかにすべての i、 j  キj ) し 

ならねぼならず，これはぶが弱い意味で定性的に歪対称となることを意味している。さらに3 次の 

条仲 /̂ 3> 0 に進めぱ，それと上記の議論から，まったぺ同様にすベての i , ム k i i キj キk 丰 i ) に 

ついて (hjaかdMさ0 とならねぱならないことが分り，他方からまた

み1 み3
> 0 すなわち hjt2>h31 hz

か'̂ 1̂3たされねぱなら；̂£いから，これによって/?"なプま^ 0 とならねぱならないことが知られる。よ 

フて二つの帰結をもわせて，すべての i, y, k (!•キy資みナりについてめみも仏d とならねばなら 

ないしとK_なる。上肖己の条件はまた長さ1 および2 のサイクルがすべて非 ]P と な り 長 A  3 のサイ 

クルがすべてゼロとなることとしてもあらわすことができるであろう。そして" ニ3の場合には，こ 

れらの条件は必要条件であるばかりでなく，また十分条件でもあることが容易に知られるのである。

カーク= ラッパートはこれらの議論を一 般̂の次数の場合に拡張し， 0 安定ぱの必要かつ十分条仲 

に関する基本定理を確立した。われわれは以卞その証明にたずさわるが，その前にいくつかの補助 

定理を確立しておくのが使利であろう。

ま づ パ の 元 素 (&ニ1 , 2, "一 1 ) をその上対•角元素と呼び , め+1,ズズニ1 , 2 , , n - 1 )
を下対角元素と呼ぶならば，つぎの命題が成立する。 '

■ 定理 2 A の対角元素がすべて:(れ 、あり，かつその上対角元素がすべて非ゼロであれぱ，
ン..い . • ' ,

^ 2 ! ^ 3 ^ ^ の1 ：1の3主座部分行列が. となることである。これについても福岡，前» 文，P .9 参照。

 15^5^5)
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(26)
■/Iはその下対角元素の左下の元素がすべてゼロとなるときにのみ，Q安定となることかできる。

証明

鼎譲法によるとして下対角元素の左下のある元素びけ（̂>ゾ+ 1 ) が非ゼロであるとし，A が決し 

て0 安定とはなりえないことを示すことにしよう。以下ではこれを対角元素ならびに上対角元素以 

外の元素が，仮定された非ゼロのびり’を除いてすベてゼロであるスペシャル，ケースにりいてのみ 

課明する。1T夷この場合にA がQ安定性を満たしえないことが分れぱ，ゼロ元素を非ゼロ元ぎに置 

き換えても，それが© 安定性を満たしえないことは明白である。

いま一般性を失うことなく，仮定された非ゼロ元素 ?̂びが第" 行の第 1 元 素 で あ る と す る 0 
すると 1 から "一 1 までの/1の主座小行列式の展開式は目下の仮定の下ではすべて対角元素の項の 

みであらゎせるから，卯 < 0 の仮定からh 〉 Q (レ 1 , 2 , … M- 1 ) の条件はすべて満たされる< 
しかし//"については •

の一1
/ら ニ (一  1)れ n n

となり，第 1 項はかならず正となるが，第 2 項:#:びM+ 1の部ノ/}：は仮定によって非ゼロしかも正負 

が不定でぁるから，び《1 がゼロでないかぎりゐ„ の符母は不定となって， 0 安定性を満たし丸ない。

ところで前にも述べたように，パの対角元素がすべて資である場合には，>4が©安定ならぶの 

主座部分行列もまたすべてQ 安定となる。したがってその饥次の主座部分行列の上対角元素びI2, 
め 3, . . . . . . , が非ゼロであるとすれば，上に誰明した補助定理によってびはかならずゼロ

となり, したがってサイクルび!2び23 はm l はゼロとなる。よって如 <0, all i の場合M t ,

g 以 *1のサイクルがすべてゼロとなることが，パの©安定性のための必要条件となるのである。

つぎにA がどのズについても，ヴリキ0 ならびパ : ? の条件を満たすとき，それはゼロ対称的で 

あるといい，他 方 あ る に つ い て ，び《プキ0,、<!̂パニ0 となるとき，それはゼロ対称的でないという 

ことに7 トぅ。すると，この分類と/ i •の分解可能性，不可能性の分類との関連について，つぎの定 

理?をキ張することかできるであろう。

補助定拝3 / I の長さ 3 以上のサイクルがすべてゼロであるとき，A がゼロ対称的でないとす 
(27)

れぱ，それは分解W能である。 '

証明

仮定にょってあ る についてめ/ # 0, «パニ0 であるから，一般性を失うことなくびチみ

注(26) op. cit.t p. 316, Lemma 1. 
(27) op. ciL, p. 317, Lemma 2.
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比較# 学と定性経済学 I
«2!ニ0 であるとしょう。そのとき第2 行の対角元素も2 ょり右に非ゼロ元素がなければ，此 分 解  

可能となる。ゆえに議論を続けるために，そこに非ゼロ元素があるものとして，それをル g レしi* 
ラ。 す る と 仮 か ら 《12«23«81ニ 0 であるから，《31は 0 でなければならないことになる同 ITステ 

ッフを繰返していって，第 n 行にいたるまで対角元素の右に非ゼロ元索がないという事態が生じか

いょうであれば，《2む<?31,....... , a n xのすべてがゼロとなるから，ふたたび■/!は分解可能となる

そこでいま？" くMのょうなある第"2行で,はじめて対角元素知の右に亦ゼロ元素がなくなった 

と仮定してみょう。そのときび2 1 ,……, a„ははすぺてゼロであるから，第 2 行から第m - l 行まで 

の第饥列から右に少くとも1，個は非ゼロ元素があるのでなければ，バは再三分解可能となる。そこ 

でそのような非ゼ元素があるものとして，それをびもm+ i ( =々 2 , ‘. .…，m —1 ) とする。するとふ 

たたび仮定からめ 2̂ 2̂3. ‘. . . た，他 =  0 であるから， び料1,1ニ0 たらざるをえず，このプロセス 

を続けることにょって， / I の分解可能性に立ちいたることが必至である。

上0己の補助定理の重要性は，以下での基本定理の証明にあたって，分解不可能な行列をもっぱら 

ゼロ対称的な行列としてとり扱いうる点に見出される。ところでバが分解不可能であれ.ば，任意の 

/,メについてかならず非ゼロのチェインびひび" .. . . . .びヴプが見出されるから，それは対角元素の上

方 （または下ガ）に少くとも" 一 1 個の非ゼロ元素をもつのでなければならない。ところが/!がそ 

のサイクルについて補助定理3 の仮定を.満たす場合には，それらの数が正確に"一1 個となること 

が証明できるのである0

補助疋理4 か分解不可能で，. その長さ,3 以上のサイ..クルがすべてゼロであるとォれぱ

. それは対角元素の上’方 （または下方）に正確に" 一1 個の非ゼロ元素をr ふ。

証明対角元素の片側に少くとも " - 1 個存在する非ゼロ元素はチェインをなしているから， ,  
それらは第1 列を除く各列に 1 個ずつ含まれているのでなくてはならない。 そこでいま第メ列 

ひ关1) の a " ょり上に2 個の非ゼロ元素があったとして,それらをめプと似/としょうく J, 
< ゾ;>^キみX すると仮定と補助定理3 からびゾんキ0 とならねぱならないから， チェィソa ひI-め 

に a i j a j kをかけれぱ非ゼロのサイクルが生じ，仮定に反する結果となる。

以上の補助定理にもとづいて，つぎの (5安定性定理が導かれる6
■ • ■ .

定理4 A の対元素がすべて倉であるとき，A がQ安定であるための必要かつ十分条仲は，

(り 長 さ 2 のサイクルがすべ'T非正 

0 « ) 長さ g 以上のサイクルがすべてゼロ 

となることである。

注(28) op, cit., p. 318, Lemma 4. .
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証明

必襄性。前に述べたところ，とりわけ補助定迎2 の帰結として述べたところから明らかである。 

十分性。A が分解可能な場合には，それをそれぞれ次数？W厂の分解不可能な対角プロックの形に 

分割すれぱ, それらの対角プロックの行列は補助定理3 からゼロ対称的となり，かつ補助定理4 か 

ら对角元素の片侧にŵ s — l 個の非ゼロの非対角元素をもつ。

そこでそのような各プロック行列ごとに，つぎのように定義される行列G« をそれぞれ対応 

させるとする。す な わ ち は

i キj についてはg i jニ0
ん で め' ネ0 .'のメ， (St j —% . ‘ . " s  ? " s ) に応じて

^  ajig u ニ  一 — 一""S iJ(Hi
どu  ニ1

の要領で構成する。非:ゼロのめ'の数は W s - l対であるから，Ws— 1 個のど" を定義する上で、非 

斉合性は生じない。そして補助定理3 と仮定川から叫キ 0 な ら a，ぇキ0, sgn  a t j ^ s g n びパである 

から，一びパ/ であり，したがってめ1ニ1 とすれば, すべての！' レ 2 , .….> ,M s ) について 

めf > 0 とすることができる。

こうしてG : は正の対角行列，したがっで当然正定符号の対称行列であり， こ れ を 用 い て ん  

-{-As^Gsをつくれば，ただちに分るようにこれは倉の対角行列，したがって貧の定符号の対称行列
(29〉

となる。ゆえに箸名なリャプーノフの定理が使えて，A パよ安定である。そして各プロックのバ5が

安定であれば，パもまたいうまやもなく安定であり，しかもこの譲論はパe Q パのすベての /? に'^ 
いて妥当するから，A はQ安定である。

, 7 上記の定理をつうじて■/!のQ安定性が成立つための必要かつ十分条件が明らかとなった。そ 

こで本節ではそれが主題である比較静学分析に対してどれだけ寄与するかを考察することにしよう。

まずA の対角元素がすべて鱼であるならぱ，A の0 安定性はその全安定性を意味! -，後者はA が 

ヒックス行列であることを意味する力A ~ ^の対角元素は■/!の数値のいかんにかかわりなく資の

符号をとることになる。ゆえにもしパラメターびが均衡方程式 / f (もび）= 0  G = h  2, ........, n ) の

うちの1 個のみ，たとえば第メ番目のもののみをシフトさせ，すべての乂9^；• については/ ねニQ と 

考えうるのであれぱ（いわゆる"conjugate p a ir s " の場合），y j すなわち 4Xjldocの符号のみはか 

ならず

sgn  yj-= 一  sgn  bj

注( 2 9 )福岡, 前揭論文，p .1 9参照。 
( 3 0 )福岡，前提論文，p. 9 参照。
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学 I
と確定する。すなわち,それだけの部分的な比較静学情報はか な ら ず 得られるとと 

ど;̂ 力/ I I ロr ! てノ1か分解不可能であれぱ，さらに一そう強力な結果が得られ, 0 安定性からすべての 

ニ ご の ン も ..ニ の 符 奴 確 定 す る ，すなゎち完全な比較静学情報を獲得する途が開かれる( 
• 定 よ : : : : ニ : : r トルはただ1 個の非ゼロ成分しか含みぇなぃひが,っ

» ^ 理 5 A が分解不可能で，かつQ 安定であるとき，おが定性的に可解であるため 

には， みはすしかたか1 個の非ゼロ成分しか含みえない。

証明 . ■'
[ ^ 3 ^ ^ 性的に可解であるためには，前に述べたゴパン：ランカスターの定理によって，

k n —k 1
-ai ch - h -

L A , 一み〕ニ ん 0 0
- 0 一 b -

} k - l

« 3 ^ 3 ^ 1 >  されるのてなくてはならない。ルえ仮定から分解不可能でQ 安定であるから,補

ニt ニ  n  ニ  r 傅的でなくてはならず，したがって、n はゼロの行ベクトルとならねば 

. ： " の成分がゼロばかりでぁれば，それは0 次元でな.ぃかぎり.な ；分解可 

て仮定に反するから，結局々ニ" でなければならないことが分る。ところが々ニ"であれぱ,

[ ん — =：
— b t

A
となるととか知られ，パラメタぺま明らかに1 個の方程式のなかにしか入るととができない。

定理 5 パが分解不可能でけ 定 であり，かつその対角元素がすべて食であるとすれぱ 

: ろが定性的に可解であるための必要かつ十分条件は, みがたかだか1個の非ゼ ロ 成分し

こ (32)
読明

必 要 明 ら か で あ る か ら ，以下ではもっぱら十分性を諷明する。そのためにほンが定性 

法, Quirk and Rupper, oi>* cit., p. 321, Lemma 7.
か. pp. 322-323, Lemmas, 9,10 および Theorem 6 参照。 '
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的に可逆であること，すなわちすべてのも I に つ い て プ /1バ 1の符号がすべて定性的に確定する 

ことを示せぱよい。ところがA がg 安 定 な ら ニ （一 l ) a となるから，結 局 は 余 因 数 の  

符号がすべて確定することをポせぱよい。部i明はつぎの各ステップを踏んで行われる。

(イ）まず ^2"キ0 の場合について考えることにし,この場合にはかならずA リ卖0 となることを7K 
す 事 ぎ i ニ; のときは， の展開式のなかに ( h i 以外の対角冗素みから成る巧かかなら'^含 

まれレその項が仮定から（一1)"一1 の符号をとる。また Sキ•/'のときは，ズを" に， メを1 に置換す 

れぱ，仮 定 《»1ネ0 と補助定理3 からびin ^ O o ところがん 1 を展開すれば，<?'1"び22び33，…•’び"-1,"-1
の項がかならず含まれるから， である。

こうして a n 丰0 な ら と な ら ね ぱ な ら な い が ，展 開 式 ニ め *?ぶり’ の各非ゼロ項は， 

sg n | A I ニ（一 1 )れであるところから（一1)™の符号をもたねぱならず，そのしとから 

sgn  ん 斤 （一1 ) " sgn  an  
となるのやなくてはならない。 よってび" の符号が与えられれば，メIfプの符号は確定する0 

(ロ）ゥ ぎ に (《=5̂ゾ）の場合について考えよう。まずこの場合，定理の仮定の下では， の 

展開式プニ  2  ムgfeはたかだか1 個の非ゼロ項しかもちえないことを示す。

IE明は帰譲法によるとし，いまズを" に，ゾを1 に置換して，an lニ 0 としたとき，A n lの展目式 

に 2 個 の 非 ゼ ロ 項 び が あ っ た と す る o A はぜロ対称的であるから，/^nl =  0 なら 

ほ ニ 0 で，_ h taの番号換えはつねに可能である。 また以下ではしぱらくのあいだび*̂ «ニ0 (メニ2, ’ 
……，；《—2 ) と仮定して論を進める（この仮定はのちにとり外す)。

さて （̂12=5̂ 0, «13邦であるから ' も1=^0, « 3 1 ^ 0であり，A ( O Q 安定の仮定と定理4 か ら 《i2«23 
3̂1 =  0 , ぐび32び2 1 - 0 であるから， でなくてはならない。 ゆ え に ん ,《邦 で あ れ ば ，

A の第3 行はな33の右すなわちび34カネ « 3 ,n - .までのどこかに非ゼロ元素をもつのでなくてはなら 

ず，ふ れ を で あ る と す る 。仮定からび3>̂ニ0 であるから，この番号換免はつねに可能である。

するとふたたび定理4 か ら 2̂21め3<?31ごら2ニ0 であるから，，め2 ニ 0。よってAnt,l3 の展W式を考免 

れぱ，非ゼロ元素び34にかかる行列式が非ゼロとなるためには，A の第4 行はな44め右に1 個は非

ゼロ元素をもたねぱならす，それをび4 5とすろ。

以下同様に第タI 一  1 行まで続けていき，その郁度必耍な非ゼロ元素をぴムプ+ 1 とする。 すると結局

み _1̂ 0 (メニ2, ........, ?« — 2 ) の仮定の下では， A„1,13 の非ゼロ項の一つは知《31び‘1«........CLn-t.nとな

り こ こ に は " 一3 個の非ゼロの-非対角元素が含まれる。加うるに， 《12資0, キ0 であるから,
A の対角"^素右上には少くともM—1 個の非ゼロ兀素か含まれることか分っすし。 .

ここでこんどは，i4ni,i2 を考えれぱ，これが非ゼロであるためには，同様の理由で非ゼロ元素び2' 
(メ> 2 ) がなくてはならず， すると対角元素から右上に合計《ー1 個より多くのぎI"ゼロ元素がある 

>. > になるところが袖助定 1 1 4 により，これらの非ゼロ元素の数は正確に《—1 個でなくてはな

■—  2 0 ( 6 2 0 ) ——  .



比較静学と定性経済学1 ,
らなぃから，これは不合理セある。

っぎにびれ= 0  (ゾニ2, …."> " 一2) とぃう特殊な仮定をとり除き，いくっかの；につぃズかゾ0

とした場合も，それは要請される非ゼロ元素の資格におぃて，第 : /行では前のムプ+1 0 代りとなり，

第" 列 で は の 代 り と な る 。 よって非ゼロ元素の数にっぃては同様の議論が成立ち，帰譲法 

の仮定が同糖の不合理を導くことは明らかである。

さて以上の推論によって/Ifメの展開式にはたかだか1 個の亦ゼロ項しか含まれないと1*が分てすこ

わけであるが，ここでこの命題にもとづき，めプニ0 (《9̂ ゾ）の場合にもパ"の符号が確定することを

誕明する段取りに進む。ふたたびiを " に，メを1 に番号換えして，A m にっいて考える。Sgn X„i
が確定しないとすれば, その理由はバれ1ニI  «"乂プが符号の相皮するニっの項をもっか,あ

るそのものの符号が不定であるか , のいずれかに帰せられるのやなくヤはなちない。みとも

が前者の可能性は，ぃま上で証明したようにパ"1の展開式がただ1 個の非ゼロ項しか舍みえなぃと

ころから，挑除される。 そとで残る可能性として後者のような場合のみを考え， at2Ant.i2の符号

が不定であると想定してみよう。もしそうであれぱ，かならずanf=0  0 - 2 , ……，" 一1) となら

ねばならないことを以下で示す。す る と 仮 定 か ら れ ニ で あ る か ら ，バは分解可能となって 

矛盾が生ずる。 -
事樊I A |の展開式のなかにはめ1ヴ"2̂ のがーっの項として含まれるが， 定理の仮定からIパI 

は （ 1) の符号をとり， は負であるから， ノか不定符号であれぱ《"2 がゼロとなるので 

なくてはならなぃ。そ こ で ニ  0 の条件の下で，バ1 1に前に証明した主張を適用すれば,その 

««2 に関する余因数ノ!ii,n2 は展開式のなかにたかだか1 個の非ゼロ項を含むにすぎたいし、まを 

の展開が第2 行 に 沿 うてなされるものとして，間題の非ゼロ項がも3/l«,nも23であるとしてみよう。 

いうまでもなくパn,"2==i4„i,i2 であるから,上記の非ゼロ項はまたの展開式での唯一の非 

ゼロ項でもあり，ゆ 免 に の 符 号 が 不 定 で あ れ ば ，All,"2,23の符号もまた同様に不定である。 

ところがIホの展開式のなかにはめ16!„2«„3/ 1„1,12,2 3が合まれるから，M l が （一1) «の定符で 

ある以上は，上記の帰結からがゼロとならざるをえず，以下同様に続けてぃくことによって,
ル2, ル3， .......， -1 のすぺてがゼロとなるはかはない。 ’

.こうしてA が分解不可能でその対角I元素がすべて資であれば，0 安定性はconjugate p a i r sの 

場合にかぎって完全な比較静学情報をもたらすことが-判明した。しかし，この結論i文バが分解可能 

な場合には拡張できないことに注意しなければならない。すことぇぱ

一— — +- - 0 -
/ I ニ ， b ニ 0

- 0 0 ー-
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とすれば， / ! は<5安定であるが，その余因数バS1の符号が不定となるところから， ぬぐゴぴの符号 

は決定できなぃことにな？}。f也方/ ! がQ 安定性を満たさなくても，完全な比較静学情報が得られる 

可能性があることは，つぎのような事例

A

を考えてみれば明らかであろう

8 総じて本稿でとり上げてきたような純粋に定性的な体系において，完全な比較静学情報が得 

られるためには，体系のヤコ一ビ行列はきわめて特殊な符号構造をもたねぱならず，なかんずく正 

のサイクルの欠如と数多くのゼロ元素の存在が要請されるのでなければならない。比較命題に予測 

的価値を付与する見地からQ 安定性を想定するとしても，そのこと自体がまた定理4 で述べたよう 

な厳しい条件を要請するから，分析の視野は依然としてきわめて限定されす'-ものというべきて'あろ

(33) ..
_ れらの限定を考えるならぱ，われわれがより広範な体系の比較分析に興味をもつのて' ある以上’ 
くぱくかの定量的情報の援用は避けられないところであろう。われわれは次稿においては第6 節

:第二のァプローチを採用し，そのような定性 . 定量を混合した見地から，非負のサイクル 

をもちそう相互連結的な体系の比較分析をとり扱うであろう。

(経済学部教授）

法( 3 3 )す-とえぱ<3安-定性が満たされるためにはであってはならないが，これはその経済的内容においては,弟 

' i 財が第メ財に対して粗代博財であれぱ，戏, J 財は第̂財に対して粗代替財であってはならないことを意味し;̂ ,;:、る +こ 
Q 安定性は，ヒ ' パ ス の ナ パ ン ♦ル-ルすなわち（粗の» で）代» の代« および補完Mの袖 

完財は代替财でぁり，かっ代替財の袖完財ぉよび補完財の代持財は補完財であるというルールをも棄却する。
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