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O L S ,  T S L S の 小 標 本 分 布 導 出 め 一 方 法

松 野 彦

序

B a s m a n n 〔2,  3 〕 の 研 究 以 来 , 同 時 お S 法 の 小 標 本 分  

布 論 の 内 容 も し だ 、、に 拡 が っ て き た 。 特 に K a b e 〔5,  

め ' 及 び そ れ に 続 く  R i c h a r d s o n  C  8 X  S a w a 〔1 1 〕, 

R i c h a r d s o n  a n d  W u 〔1 0 〕， R i c h a r d s o n  a n d  R o h r 〔 9 ) ,  

M a r i a n o  a n d  S a w a 〔 7 〕 に よ っ て 種 々 の 統 計 量 の 小 標  

本 分 布 導 出 に 非 心 ウ ィ ッ シ ャ レ ト 分 布 力 ' ; 利 用 さ れ る よ  

う に な っ た 。 こ の こ と は 計 量 経 済 学 に 現 わ れ る 連 立 方  

程 式 モ デ ル が ， 祥 来 の 統 計 学 の 確 率 モ デ ル の 中 で ， %  

は そ の 延 長 上 セ ， ど こ に 位 置 す る か が 明 確 に な つ て き  

すこ, 'と い う こ と を 示 し て い る 。 ’

即ち, 通常の多変量解析（例ぇばAnderson〔1 〕）は 

ウィッシャート分:^する行列の関数として表わされる 

統計量（例えぱ回帰係数，相開係数，この行列の固有値,行 

列式の値）の標本分布を极っている。これに対し連立 

方程式モデルに'0 いての小標本分布諭では,通常のウ 

ィッ，シャ一ト分布に代.って非心ウィッシャート分布が 

譲論の出発点になる。IE規性の仮定等の下で,計量経 

済学での種々の統計量は非心ウィッシャート分布する 

行列の関数になること力;示されるためである。

同時推定法の中でもニ段階最小ニ乘法CTSLS) 及び 

古典的最小二乗法（OLS) はよく研究されているもので 

ある。この2 りの推定法の小標本分布導出の方法は， 

大まかに分け ’る と （り']^ a m a n nの方法, •"(2) Kabe- 
Richardson-Sawaの方法がある。 しかし今の段階にお 

いでも各推定量の分布導出は，必ずしも一般的なケ一 

スについて完成しているわけではない。例えば今まで 

に議論されてきたモデルは,内生変数の個数が比較的 

少ないもの'€ ある。内生変数2 個もしくは3 個を含む 

をデルの議論が多い？

そ こ で こ の ノ 一 ト の 目 的 は ， 内 生 変 数 を 2 個 含 む 速 -

：6：方程式モデルに対するOLS, T S L Sの小標本分布導 

出の方法を吟味することである。それは,\ Basmannの 

，方 與 Kabe-Richardsdn-Sawaの方法-を考察し,‘:新たな' 
導出方法を提示するととから成っている。そして.こめ 

方法はBasmannの方法における超特殊関数の積分法 

と力=«, Kabe-Richardson-Sa>vaの方法における非心ウィ 

タシャート分布についてめ知識を必要としない。

:§ 2 は小標本分ホ論で扱われる問題を提示する。§ 3, 
4 では従来の2 つの方法が考察される。§ 5 では§ 2 の 

問題を餘約化する， §6. 7 で従来の方法に代わる別な 

方法を提示する。

2 間 題  

連 立 方 程 式 モ デ ル O ’中 に あ る 特 定 の 構 造 方 程 式 ’

(2.1)-■?/"ニめ/ +   '
f =  ……，N

が O L S又 は T S L Sで推定されるものとする。ここで 

yu , V21は内生変数, > ( , • • • ,  Z K xtは外生変数，めは 

揖乱項，P, 7u  ‘"，7 k i ゆ抵定される’未知パラメタ，

JVはサンプルサイズ。内生変数yn, V u に関する^導 

型は次のものである，

(2. 2)

TTir

，7T さ1 ，

'KiK

*7T2/f.

一;

ZKxi 

ZKx^U 

ZKl -

],

た だ し TTが は 誘 導 型 バ ラ メ タ ， 2：ど け ど , は ( 2 , 1 )  

以 外 の 構 造 方 程 式 に 含 ま れ て い る •生 変 数 ， V u ,  V 2 1 は  

認 導 型 境 乱 項 。 誘 導 型 パ ラ メ タ に は 次 の ぱ 係 が あ る 。
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(2.3)

(2.4)

•TCn

■TTi/r,

'7t\Kl

ト 4 ；7  ]+[

-yi. 

-y/fj-

■■/3
レIt、K

7T2A：U 1 J

'̂7：2k

Y

ここで次のように記号を定める。

ダ1 「2/レ’
し ̂21‘‘*が2 が J し 2/2‘-

r  7rii'.，7TiKj 7t\Kx^\'^"n\k

L 7 r 2 1 " * 7 T 2 i i：i 7T2iCi + l …

T 仏

n
Tin

-lisi
1

1 
$ 

s

1 

2

びび

丄/ z J ,
r^n

(2 ,5〉 ダニ
]:

*ZiN

= ダボ] ,

= [Cl (1)

:‘]
iVu) n

2.6 …)J，

(2. 7)

ZKi\ " ，ズ iTiJV 
J?/Cl + I l '.•ダ iCi + lAT

‘：3 ど , " ，义 K N .

0, r 'ニ[r，，.‘‘. y k J  に対する O L S,ろ…，cひ►/=
. " . c*/*']は

.「ろ…*]-^「が.2 .^ '，め..'ふ*]''1「V ノ 2/1'
し …」■"レ 2/2.る'd  Lか 2A.

「(y:. .) - ' (?/2‘'Mu/l.

ただし，i ¥ iニi > - ゐ ふ ' 。又 T SL S,ろ り … 
は， ?̂2,ニ_̂ (ザ'め -1名'2 /2 .として，

-み 一 「か.':̂ 2 .か./ム" P 「か.’2/1.*]
- C … 」 - L か Z i ^ Z t 」 L z / 2 /し 」

—L(かん ) -% % ,.-2 /2 .6 '" )」’
ただし，M2 =  Z(Z^Z)- 2̂/ -  Ẑ  {Z,^Z^)-^Zx\ このように 

表わされる（6<。\  り，tf ニ1 , 2 の分布を導ぐことが問’ 
題である。 以下では特にろI",ろの分布の導出を議 

論する。 -
分布導出の議論で採用される確率的仮定は通常のも 

のである。即ち，

/0  <7U び!2\( 2 . 8 ) ル<~iVし sM O  i ：),\0  び!!1 0 の,
( 2 . 9 ) ".【は と 紐 立 ，

(2.10) z i t m り返えされる標本抽出で定，

という仮定をおく。 分布導出の結果はこれらに大きく 

依存している。

以上の設定より次のことが導びかれる。

(2 .11 ) N ,y.t 〜 S), i ニ 1»

y . i と 2/.0 は独立。

議論を簡単にするための便宜としては，次の仮定を 

採用することもある。

<2.12) S = l 2,

(2.13) jjZ'Z==h

つづく 2 つの節でこの間題に対する2 つの解答を考 

察する。

3 B a s m a n n の方法

小標本分布論のあ?まりとなったBasmannの論文〔2：) 

では，上の間題に対してb の分布があるケースにつ 

いて導びかれている。それは，1(2ヨ/(一/(1が 2 と3 の 

ケースについてである。

での6<2»は

億単化の仮定, と お 2 = 1 の下では，(2. 7)

(3.1) ろ

：

と変換される。ただし

(3.2) 1 :::ト (：1 :：：: :::

(3. 3) [a：ii X2t ]と [a;け a ;" ]は独立，

=1. - , K 2

である。このろ… の分布を導出する問題となる。

次の節で述べるKabe-Richardson-Sawaの方法ゆ任 

意のについて適用可能でもるが，Basmannの方法 

は今のところ7(2 =  2, 3 の’2 つのケースに対•してのみ 

考察されている。.以下で ir2 =  2, 3 を別々に取り扱う， 

3.1 K 2 =  2 の 場 合 .

この時はb の分;ず[Tを求めるため(3. 2)の (Xiu X2i), 

t =  l,2 の内のa；2‘を次のように極座標変換する。 

a；2j = r  cos 0,
(3.4) a；22==r sin 0, 0<y<oo, —  jr<り< 7t,.

Jl(x2i,ぬ2): (r, <?)]=r.

又，レ" ニ: ノ は 上 の jc" の回帰の回 

帰係数であ 1る。従スてろ<"はぺクトル[»n. Xii} のぺ 

クトル[>21, X22]へ射影で決走される。[ahl, Xi2]か 

ら 1>21,め2] への垂線の長さをg として[な11,a；i2]から 

[ろへと次の変換を考える /  .
(3.5)

r  cos 0, —sin 0~ 
r  sin 0, cos 0 -

-6(2，' 

- 9  .

ま（1) このことの説明は, §5の議論に合まれているので，とこではを略。
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— 00<i>l2><00, 0<^><00,
« (̂a*u, «i2)：(ろ*", g )]ニ?，‘

(3. 4 ) , (3. 5) の O cii,が!2, Xiu «22)'か ら （ゲ，0, 6*®*. 
(? )への変換を得る。そして 

..(3 .6 ) j [ (a c ii ,»12, »21 ,X2i) : (r, 0, fc’" ，9)]=r®. 
( 3 . 2 ) と （3 . 6 ) より (n  0 , ゐ<'2*, q ) の密度関数(d.f.) 

/ s が得られる。故に， の d.f., / 3 は

(3. 6) /3(6<=*')=J"J" d r dO dq
を評価して得られる。ただし（3. 6) の積分の評価はか 

なり複雑なものである。

|；i•上のようにB asm a n nの方法は，後述の方法と比 

較するなら，極座標変換と射影の変換からなっている 

が特徵である。

3. 2 K2 — 3 の場合

この場合のな2,., - ニ1 , 2, 3 に対する極座標変換は, 
o；ax= rsin O  cos^,
a：22 ニ?* sm  0 s in  も

■ X23=r cos 6,
0くr くoo,’ - 1 く0く 一 nく♦'くn, '
Jt(a；2 i, X22, sc2s) ： (r, 0, ^ )]= r*  sin 0.

ろを決める射影をまわす変換は（3. 5) の拡張，

'T Sin<?co s^ co s0 cosホ ，sin^i' 
r  sin 0 sin ホ cos 6 ain ♦ cos ^

-r cos 6 sin ^ O'
~ o o < 6 » » > < o o ,  0 < 3 l < O O ,  0 < ? 2 < O O ,  

xii, Xu)： (6*̂ *, Qu Q2)']=r 

として与えられる。

全体として(3. 7 H む. 8) の変換より又（®n, -，.，が"）の 

d.f. (3. 2), (3. 3 ) より （?•，6 , んい" , qu の)の d .f.を 

得る。r. 6 , も qu q 2 を 積 分 で 消 し て の d.f, を 

得ることができ•る。

3. 3 K , > 3 の場合

この場についてB asm a n nの方法は実用化され"t lい 

'ない。 if2 =  2, 3 の場合に現われた極座標变換, （3. 4 ), 
( 3 . 7 ) の一般形はよく知られており，CC21,…， を， 

例えば , ( n め, . . ，. タ/C2-1) へ変換するととは可能でも 

る。B a sm a im の方法はもう1 っの射影を寒わす変換， 

(3 .5 ) ,  ( 3 .めを使っているが，この変換の多次元での 

一般形利用可能でなV、♦ BaBmannの方法をI G > 3 の 

場合に紘張するには, との变換の-^般的な解祈的形を

'ダn ’
(3 .8 ) Xit

••だIS'

'も*"-

Qi :

- .Qz -

導びかなけれぱならない, 更に，これが可能で'あって 

も，/G  ニ 2, 3 の場合で見られをごとく，続く積分の評 

価は取り扱い易いものではない。，

§ 5 . 6. 7 で示す分ホ導出の方法は， /( C > 3 の場合 

でも利用可能であを。そこでは,射影をまわす変換の 

一 獲を 導びくこと ,をせずに，別ゐ方法で問題を扱うん 

た だ し B a s n m m iの方法のように，極座標変換は利用 

する。

4  K ab e-R ich ard son -S aw a の方法

計量経済学'^デルと非心ウィクシサ'-ト分布の间係 

は，この分布の導出と共に意識されていたが，実際に 

Basmannの間題を菲心ウィッシャート分布を使って解 

いたのは ICabeである。 そし て Richardson,’ S aw a.等 

によって TSLS, O L S ,更には制限情報最尤法による 

推定量，义梭定量の標本分布導出にこの分亦が利用さ 

れてきた《

非心ウィッシ,ャート分布を利用すれば, TSLS. OLS 
の分布は全く同一の方法で導びけ， しかも Basmann 
の方法よりも簡単である。 '
，Kabe-Richardson-Sawaの方法は次の定理に基づく。 

如ち，G X 1 の確率べクトルJA, 4 =  1, ...,N が各々 

独立で正規分ホm u  S ) に従う時， M を i V X i V巾 

等行列とすると，

(4.1) F M F ’〜T n F M F ’，2；, がM/T, G, «,», 

ただし,：r=[|/‘r.‘i/.iv],.i?=D?‘i‘..̂ .iv], n=fi(M ), 
v = p {H M m , P ( X )は行列X の位数，又 (4.1) の右辺 

は sigma matrix I ,  means sigma matrix HM H\ 自 

由度'p{M) をバラメタとする非心ウィッシャート务布 

を表わす。 (4.1) は非心クィ.ッシャート分布の定義と 

いえる。そしてこの分布を同時推定法の小標本分布論 

に利用するには， 2\ H M H \ G, n, t ) の 

d.f.が導びかれていなけれぱならない。

この分布は， t の値によつ て分類される。 r = 0 の 

時， この分布は通常の（心）ウィッシャート分布やも 

る。 r ニ1 の時は弗LHIineai•-ウィッシャート分布と呼 

ぱれる。？■=2 ，の時は非心- planarニウィ.ッシャート分布 

と呼ぱれる。この分布のd . f .の具体的形は， 1, 
2 のケスについて得られている。今與味のあるのは 

rニ1 の時の分布，，即ち弗5 - linear-クィッシャ '-ト分 

布である。そ の d . f .は，A ニF M F ', 7'ニ H m f とし

注（る） Bassnitiimの方法は，め生ま数3個☆合むモデルにまで城張されている〔3〕。その時には上の2つの変換に加えてォ 
イラ一の变换が州いられる。 '

. — 1 0 9 (5 5 5 )
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て,

•■さ田学会雑誌j 69巻 5 号ひ 976年6 月） ,
ト分;lliの d f. を利用しなければならない

(4. 2) W(A. S , T ,G ,  n, r)
'■C\A\ e x p —trA2^~*S

パ 1=0
( . t r  A S - ^  T S - ^ y

(4, 3)

ここでC は分布の定数項。

§ 2 の問題では， 簡単イ匕の仮定ぶニ/ も採用して， 

次のことが韓定されている。 .
y . i — N { I I z > i  / ) ,  i ニ  1 , *■‘， N ,

y ‘t と ‘y . s は独立。

OLS T S L S い " を定義する（2. 6 ), (2. 7) に現わ 

れる M l, M 2 はそれぞれ位数N - K i , K : の巾等行列 

でちる。そして 2 X 2 の行列の分布は

"ftll ‘a, C l l i(4.4) A <°>： = Y M J r *
しな2广 aaz'

ルて / ,  T„, 2. n„, r«)* a = l , 2.
ここで

(4.5)

W - i f i  

I K 2
T„ ニ /TZM„Z力 '

n a = p ( . M J -
=1,
=2.

] n 2 2 Z z M , z / n 22 ' W  1 ] , « = i , 2 ,

r«ニ/9(T„)=1, « ニ 1, 2.

この d ,t, /<(A(。，)，《= 1 , 2 は （4 .2 ) で  S ニ I, (?ニ2 
と し ほ n, r ) に （T«, n„, Va) を入れ代えたものであ 

る。

(2 .6 ), (2 .7) より OLS ろひ，，TSLS レ "は

(4.6)
C122

とまわせる。A ，。，の 分 布 よ り い 。，の分布を 

導くためには次の変換をする。

/  0< g{a»< oo, — o o < み》o > < 0 0 ,.-

ん(A(。，）と （4 . 7 ) より（デ。\  6'-*. の d .f‘ を得

る。ろ の d . f .はこれを</【。’， について積分す 

ることによって得られる。分布導出に含まれるめんど 

うな糖分は（4. 2 ) の導出までにすまされているので, 
それ以後の積分はあまり複維なものとはならない。

この方法を,.内生変数の個数の大きいモデルに拡張 

するには，より複雑な（すの大きい）非心ウイシシャ一

5 問題の変形

以上で， TSLS, O L Sの分布導出の2 つの，方法を検

討した。次に同じ設定の下で,適用可能な別の養出方 

法を試みるが，この節ではそのための準備をする。

\ 厂 2/け1ftレ} は N m . t  S ) に従うリ. -H  , t = i , …，N'しめ」
.の関数として次のように表わせた。

( 5 . 1 ) b "  ニ V i , ’ M ' 2 . l y 2 / M a y 2 . ,

ただし Vg.’ ニ [Vgl, •*% VgNX

巾 等 行 列 を 対 角 化 ,
(5 .2 ) a^M „a= 厂 0"|

0 0 JL
す る 直 交 行 列 を 考 え る 。すると，

(5. 3) M„ ニ C„[ 0" l[/n„ 0] CJ
従って

(5 .4) Vg>. ’MaVh. =
r i n n  

:も‘'L  0 J [ル*. 0]な A.

n a
g, h = l , 2.

ここで

ル-
_-1- 

ff
 

ダH

S'

は正規分布に従う。そのモメントは次のように計算さ 

.れる。au =  l ね’ ' ! とすると，まず，

(5.6) cov(Xg.aA.)=(XgkI 

より並びかえて

* ■ > 《ニん
(5.7) COV (x, iX.j) —  dijS, もゴニ |o .-p .

更に ， ,
~ a )ll… fljjjia Xlna+1 iCliVl(5 .8) E\

i O z n a  X2n<x- t - l IB2W .

E\
：：] -

U u Z ，

故に,

( 5 . 9 ) 所が. , … だ- ：3 ニ [ た J K ’o"つ
注（3〉 OLS, T S L Sの分:/の導出を同時に城[HH-る-以卞の議論は 

なり，《ニ2 とだけ考えれぱTS L Sを考え't いることになる。

:1 .とだけ者えればO L S の分;を考えていることに

1 1 0 (3 4 0 )

，■̂参せ

>1
m '、]：：|
\ 4
m

m

k

d

f i  I.Tもく

['4

M

I
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i
•VI
p i

■'A

h i
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-：4
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OLS. TSLS © 小壤本分布導出の-^方法

ただし £1

( 5 . 1 0 ) ぜ[が‘1

II.ZC^E^-
n . z c ^ E j '
二DU„ 0 1 ( 5 . 9 )を次のような記号で表わす。 

をU ‘ ‘ をimq
Iを2 1 "**を2n」 しら.'

[を1 ‘‘‘ *̂n«] =  S«.
ミは添え宇 « を持つべきであるが省略して書く。

以上より § 2 の問題は，仮定 ’
(5 .1 1 ) OJ.i*'-]SKミ‘i S ), i - l ,  ''',
(5 .1 2 ) co.i と は 独 立

(5 .1 3 ) S^ =- n  ZCaEa
(5 .1 4 ) a iL 12 ニ/ Zaz

の下で

(5 .1 5 ) 6レ>ニ]2 aj"ルi/2]ic"®，《= 1 , 2,
の分布を導びくととに縮約された。

このような縮約は, B asm an nの方法の中にも，又 

Kabe-Richardson-Sawaの方法の中にも暗に含まれてV、 
た。

6 の分布導出， ふ

.- ' ■
§ 5 で変形された問題をこの節で解くことにする。 

まず簡単化の彼定2" =  / を採用する。次の節でこの仮 

定をはずすが，議讀の中心はこの節で与えられる。

ろ = Z Iな2iSJu/Z]ぉ《* は 》2 1 , X2n« を所与とした 

時，正规分布する i>5u, Xlnaの! ® 結合でも:る。従 . 
ゥて, が与えられた時のbめ の条件付き分布も正 

規分布でそのd . f .は次で与えられる。

• (6. 1) ム(ろ<a)|がれ，...，な ■
ニ JVX2 »2，'£7(a:"V2 »ノ, ’1 / 2
= N (I ]x 2 i$ i i lI lx 2 ^ , ■ ‘

= (27T)"i ( i w )  士 Iexp- 2 a ；a f i iT  
2  」.

X2i 'がもと.もと指定ま数である（古典.的）回帰モデル 

では，恒# 的r  と考えられる。従って（6 .1 )
はろ(a)〜ガ(/ 9 ,1 / 2 を" 2) と読め，通常の最小ニ乘疼の 

標本分プIIとなる。

現奄の場合ぬ f は確率変数で,その分ホは次のよう 

に与えられている。

(6-2) f t ic C ii ,，.，•，だ (を2. I)
=(2;rr すexp -  (ダ 2,‘- らが.2

従って（6 . 1 ) 及 び （6 . 2 ) よ り ろ れ , 
同時分ホのd . f .は，整理した後，

(6. 3) f i i b ****, Xii. …‘ ；》«««)ニ, 5，/ 6

:(27T) «« + !
ex p —4  2  も‘*，( 2  が2,-*)で2

e x p - "^(1 +  6 («’り！]が"，

exp2a5zi(6'®*^i«+^»«) exp- 
1 i=Cna exp —̂ 2 /^ 2 * Ĉ?2/ ダ2.〉

exp - - | - ( l  +  6【a’*)Xz/ssz, 

exp —* e xp 一

i j

2 ^2/ X2. ’
ただレ  C«4 ニ (27t) — ^

このように，Basmarniの方法における射影の方法を. 
使わずに， を舍む分布を得た。との / 7 より 

‘.，， • を積分することによって《>(。，の分:ififを得るこ 

とができる。その段階で} B asm annのように極座標 ' 
变換を使う。 しかしその前にもう1 つの準傭が必要で 

ぁる。

次のように構成される直交行列D „ を考える，

(6 .4 ) Z)„

今の場合の„ が直交行列でるための条件，

( 6 . 5 ) の2«/も‘= 0 ,
( 6 . 6 ) の2ノ/)2» ニ/ ,

が満たされ"t：いる'と設定する。 このよ,うな'直交行列 

D J が作れることはグラム.シュミットの方法によゥ 

て示される。この時次の関係も成り立つ。

「(も,'シ ) -も / ら. 1 「(ら.'ら.)2-|
しIhofら. し 0 」

この直交列を使って次の変換をする。

(6. 8) ■DJxz,,

J{x2. mjo) =  \D „\—1.
この変換と（6 . 3 ) よりろ'-» とかの分布を得る。

(6. 9) ttf)==C„aexp ^2.{w*w)^
exp 一- ^ (1 +  6 *■***) v)*w, ム

exp ~ ^ w \ b 【。’ D j^ u  ^ tD J^ 2.)2
exp 1 v/JOa$U$ プ DrAO 

w*w2
盤理をす,るために，次のととに注意しておく

(6 .10) 6 / ^ .  ニ  lU.ZCaEJaE ゾ (X /Z 'I h /  
==/72.ZM„<Z'び 2.'

まず，

111(341)
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f/22Z2MtZ/JT22' (= U %  « ニ 1 , 2 ‘ .
さらに, ( 6 . 5 ) の条件は，

( 6 . 1 1 ) 0 ニ J9 ノら. ニの:</丑/ 0 / ダ’/ 7パ 

- D u /E L ’ELEL’a / Z ’r h /
• . =  Gぶ プ  E J ] j  0 ズ  n  ソ

ニ  I h jE a 'C J L Z 力 :‘' = D 2 jE jC M ^ Z 2* n ,2 ^
と書きなおせる。従って，

この変換によれぱ次を得る。

(6 .19)
以上より (らい、, n  d i , ，. ‘，，んい1 ) の分布の d i は, 

(6. 20) y » ( 6 め,*‘，，

(6.12) のふ I h J レ

の耍素tこついて次が言える。一行}!については,
(6 .13 ) ら ニ  l h ‘ZCLBLE J C J  Z ' m /

ニ  lU Z M a す  H i.'
= p l j 22Z 2MiZ'2'IT2i\ . o!ニ 1 , 2 . .

残りの部分については（6 . 1 1 ) より，

(6 .14) D z J ^ x .^ D z jE jC jZ ^ n x /  . .
ニ  D J E J E J } J C ズ  Ih Z
= D J  E  a* (L C J  E J U  C J ；> I h /
ニ  r h J E j C J L Z ' / h . '
ニ i )  ノ 1名/ / 7" ニ 0.

故に

Cn^e ゲ"a Qos^*'* Ox cos"**-3 d r " ，. .cosび"-
卿 一 ^ ( 1+ ろ(。’2レ2 
exp (1 + 6  *°* 0 )  (Xf sin 0\

善がダ .sin®ル..
.レの糖分に取りかかる。

exp
ま

ず ,
，？ n n"-

一？
cos"*~® Oi dOt 2 - i V ^

r

cos" - - 4  O3 dOs

、

V 2
r ( 〒 )

(6. 21)
r

( 6 . 1 5 ) 仏'をし m COŜ  ^«„-3 dOn。-5
3
-
2 

/

-
\

r

(6 .16) D 。'ら .$  ゾ  Da ■/3V 0
0 J r

従って（6 . 9 ) は次のように書き改められる。

4 が,

cos Ona-rdOna

N

2
-
2 

/_
\

-5 r (I)，
(6 ,17) A (ろて V))-Cnc e W w )

(1 +  6<****) w 'w  . j

( l  +  6'**/3)/«wi exp

d0n a - \~ 2 n,
exp

exp 2 i がが‘ .

より，

(6. 22) / io (6 '- \  r , <?i)
( 4 )

ここにきて^^の1 ^ 標変換をする。 

^ i= = r  s in  Oi 
W2 ^ t c o b 0 \ s in  Oi 
*m；3ニダ c o s  0\ C03 Oz s in  (h

f  9 dOfia-i dOn dBz

tia—1
*Cn«27T

r\
ria-

(6 .18)
=■?* cos Oi cos O2 coaOn^-z sin 'On。

Wrta =  r  cos (h cos Oi cos Ona-2  COS Ona-̂ i
J b o \  (r, Oi, • • • ,り"„-i)]

= r"*~' cos"。-* 0、cos"*-® Ot cos 0n„-2,.

exp —— (1 +  6 (**’ exp (1十.b 《**) /3)/ur sin 61

exp 一 sin* Oi • cos"。'u
ここで指数関数のチイ''ラー展開により, 

- み - ★が'ĵ sin® ハ
'0 < r< (  

' ~  n<^On
，一を冗、め、y な， ■1.. ..，れ。一2,

(6,23) /io=C.

-^(l + 6W2)r2
il

'注（4 )  Anderson C l,p j? 175〜6〕参照.
1 1 2 ( 5 4 2 )   --------
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ただし a ノitC L^?r#T  

(6. 24)

OLS. T S L Sの小標本分布導出の一方法

◊.ス 更 に ；：..：

丄 ‘ •4 (1+も'•«)2〉パ."び+* e ‘ d¥
W -  耳一各 <1+バ《)2〉<

d t

♦*« + ♦+ 12 (1 + ろ<。，り一T -
より（6 . 2 3 )を項別積分して，

( 6 .  2 5 )  め ニ 0 * ク e - レ め ，ポタ:

eOSn«-2 かレ(1 + ろ W2)-2%-

a

ただし C V ニC k /S -T V  
再びチイラ.s -展開Jrとよ ' : ^ て ’

(6 . 2 6 )  / l i  ニ C V V か (1  + ろ

u
’ i \  a  +  6'"*^)i

5=1 3 1

O i に関して積分するために，まず.
■dx.

(6. 27) I sin"ナ*’ (k cos"^~  ̂6i dd\-5

L c o s "
ィ= 1 ,3 ,  5,.，

■OidOi
i  — 2k =  Q, 2, .4,

更 に .

V ’ . , … ^5(6. 28) 2 jo sift®パ®* Oi cos"a-2 め旅  .

' . . . :  ‘ '.
= f ' s ^ * H l - s ) ^ d s

. Jo  【

r ( i + ^ + | ) r ( ^ ) . .  

r ( ^ + i + A ：)
(6. 2 6 ) をJ h に開して項別積分すると，（6, 27 )で/デさ 

注（5 、 Ei*d61yi et al C4. p 253̂  参照。

れるよi うに" ' ミ偶料の部分だけ残る。残る部分の値は 

(6, 2 8 )’ で; ^ まれ.る/ 従っX ,
(6 .29) ‘ん (ろ 〜 ■•如: < 1 +ろ(■*け)-ザ

[(1 +  b <-> ゆ //]" 2T + 1 .)
i2i)\ (1+6«。>2)2i

ただし C n J "  ニ  C"cJ^{ •7C.. これが求めるべき

OLS b… と TSLS b の d . i でもる。

以上で導出過程を終るが, 分;i|j形の_E通しをよくす 

るため义従来の結果と符合しているととを示すため. 
( 6 .2 9 )を整理しなおす。 ，

まずガンマ関数9, ニ倍公式，

(6. 30) (2ズ)！ ニ2=>，'jT+r( ズ+ | * ) r "  +  l),
及 び 表 記 法 ， ;

T (a + J )r (c )x ^  ；(6 . 3 1 ) i F i ( a ；e ;id) ニ U X a )r (c  +  t ) j !
を使うと

(6.32) / i2(6<«̂ )
?Wf+l

ぺ1
~
0
^

/
n
v

n„- d+6«*>'
2

2
ズ)ぺ  _ s ^ . )

2

- + i ： ~ + i ；

'Ca+ft(-’/3)wf 
L 2(r+ft {"け） J

/ 3 V \
<_5)

を得る。更に K um m erの変極 

(6, 3 3 )  iF i ( a  ; り ：a?) ニ i F i ( c — a  ;
を使うと， .

(6. 3 4 )
ひ+ /32>タ《.,. , , .

0 '(け

cc)e®

So-

ぺIM明
化 . ,,(ネ •H

(1 +  fcい，ゅ2ダ
2 ( m ( «  け）

113 (545) *
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を得る。 この結果がRichardsonの結果に等しいこと 

も容易に確かめられる。

以上長々とレた譲論によゥで，特別の予備知なし 

に，..Basniann,' Kabe, Richardson. Sawa の方法とは別 

の方法によって，OLS, T S L Sの小標本分布が導びかれ 

ることが示された。

7 の場合

筒単化の仮定 i ；ニ/ を採用しない時でも， の分布 

導出は § 6 とはぽ同様である，ぐの結果はRichardson 
〔8 〕の変換と同一になる。 .

0；.,-〜i ' / lミ. ‘ びU び’2、であるから，ぉ2fが与えられた 

時の a；H の条件付き分布は

( 7 . 1 ) i V( ^l i  +  —  (a；2i — ̂  2f) , ぴ n — び12 び 2 2 - 1 ( T 2 1 ) "
t = l ,  •••, Wa

従 っ て ••• が与えられた時が®’ は ;Cliの線型

結合で，その条件付き分布は 

(7.  2)  |a；2 i , * •. a w )  ニ
イ S な び" - 1び れ る ) ,

ただしびu  = び，1一び12び22-"̂ び:1.' •••,' a；2 n の分布は

(7. 3 ) f u ix i i ,  X2tu2)—IIN (^ 2i, a2i).t=i
(7 .2 ) ,  ( 7 . 3 ) より，I ■キ/  の時の £Ca, .，.，a；>m»
の同時分亦のd.f. は ,

( 7 .4 )  y i5 (6  て プ  2 1 , £«2tkr) ニ / 1S，/ "

ニ 《2 ?:び*1) 2 ( S a ；2f)^ ex p  — ^ "if*til (び!!;!い a’ 一び1;) 

^  ダ2i (び 22CU 一び12 ぐ j

n<t *1
(27Tび22) 2 e x p — バ . 2 J  (仏 广 ミ 2が ，

/ Z 0 2 2

盤理すると，

( 7 .5 )  / , 5 = C „ a * r  ^22

exp - i r  ■+•^] 2  如’

exp 2 ja?2r (0*226 ‘ び12〉(び22ミ" On^2i)
4*

exp L [ 2  i C 2 i ( a n ^ u ' — a t 2 i ：u ) y
W びい

ナこだし Cn«* =  (2 7 r r ~ ^び:2-2^((7»)‘去.
(7 .6 ) 6 * * ' * - - ^

(7 .7 ) $"*:

ここで

^び2»び

C T U

I T '

d*22ぐ U■一 び を 3 ‘ 
び22ソび

、A れ .(7 .8 ) $ ii 
と書きかえると，

(7. 9) / i5 = C U *  厂®
exp

2 < f ^ 2
.[1 +  6 レ}*:] 23 だノ

exp S  ひレ’ *^u* +  を"*]

exp

( 7 . 1 0 ) 仏 *'

1 [ 2 せ < " * ] ，

2 S  a? ノ
を得る。

( 7 . 9 ) は § 6 で ！' = 1 の時の（6. 3) に対応し同じ形 

のものであ)る。そしズ：《2 1 ,，. ‘，a；2n« ついての積分も 

2 " = 7 の場合と同樣に行なえる 

例えば § 6 の 場 合 と 同 じ よ う に か ら Wへ変換す 

るには，先 の ！)„ (6, 4 ) にかわって直交行列 .■ •
[■(ら.* を 2 .* r  み 
L  D 2 * ^  }

も.*’ニ[ら1* ,，..,ら《«*]

を使えばよい。吏にWを積分するには極座標変換を使 

えぱよい。 た お し （7 . 1 0 ) による変換の前にa i を 

で割る変換が追加される必要がある。

以上より§ 6 の方法は， 2 ■中/の時でも適用可能で 

あるとと力*>示された，

結

OLS, T S L S の小標ネ分布導出の2 つの方法， Bas- 
m a n nの方法， 非心クィ，ッ，.シャー.ト分布の方法，が考 

察された。 ，,
それらに代わる新たな方法が試みられた，との方法 

は，独々の変数変換を繰り返えす》そして，複雑な積 

分をせずに，，通常のベ*-タ，ガンマ積分だけで間に合 

うようになる。X ,この辅の小標本分亦論でよく利用 

される非心ウィッ シャート分ホ密度関数を使わずに 

問題が解ける。 ■
内生変数3 個を食むネデルの分布導出が可能になる 

ということが報告されてい4 。ここで提示された方法

力，〜大きいキデルの分布導出に適用可能となるかは，こ

114 (雑 )

I .'... . . .  バ . ‘ . ” .
ナ   i< 'n.1............

' M  'liim
•■兰田学会# 誌j 69巻 5 号 （1976年 6 月)

\\

I
：4

1

4

Kj

3
'i

i
，， ；i
ふ

'^0；

1
：i l

シ1d
m

I
I
i

i
i
v a i

M
' i
'i'. -：■'：



れからの間題として残っている。 ’
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