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可測多価写像の性質- C

丸 山 徹

序

との10年ほどの間に理論経済学ある1̂ 
(1)

多価考 像̂， とりわけコンパクト値多価写後の積分論が，

は制御工学の進展をと果してきた役割 0 董要 さ は ら た め て 論 ず る ま で も な か ろ (う  こうしたミまざ 

まな問題を解決するために， 通 常 の L e b e s g u e 精分論を多価写像のケースに一般化する就みが数学  

研梵者と各応用分野に携る人々との協力の下に進展しつつあるのである 。 .

多 ® 写像の積分論を展開するためには， ま ず そ の よ う な 写 像 の r可 測 件 ，が適当な仕方^^'*^§義さ 

れねぱならない。

通常の実面数論において：可測函数と連続函数の関係を示すものとして重要なL u s i n の定理は 

よく知られている。すなわち，

くL u sinの定理〉 Lebesgue測度m を与えられた，有界閉区間 [a, 6] 上で定義される商数 

/ ( が) が可測でもるための必要十分条件は，任意め f i> 0 に対して 

• ntix e [a, 6]//(a?) 4?gr(a;)}<s

を満たす[み 6 ] 上6 連続® 数 g(aOが存在する.ことであ.る。

これをL u sinは可測面数の「性質- C j と呼んだのであるが， 本稿の目的は， この定理を多価写
(ク、

像の場合に拡張し，その有益な応用例をいくつか示すことにある。

注（1 ) たと免は‘経済理論の分野で言えば, 次のような問題が最も典型的な応用例である。経済主休り集合がある有限集合の 

极合には，経済の需要® 数を求めるたには，各与件に対応する個別需耍旧数の値のベクトル和をとれぱ足りる。し力、 

し経済お体の集合をひとっの測庶空間とみなす場合には，経済の需画数は，各与件に対応'去る，一 #に多価の個別需耍 

旧数の値を，経済主体の測度空間上で糖分するという操作を通じ't：求められるのである。先駆的な業績としてAumann 
〔1〕がもり，最近この方面の議，論も最も体系的に扱った書物として，Hildenbrand〔8；) が出版され'ている。

( 2 ) L u a inの走理を多伽だ像のケもスに一*般化する試みは， かづてP liSひ?〕によって行なわれたが， とこでの証明は 

とは独立の方法で遂行されもつまりEgforovの定理を一般化しそれを経由して目的を果ネう'とするもめで， -  
層!!:明のアイデアがr透明J になりでいるはずである， •

—— A1{105)
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I

本節では基本的に重要なL iisinの定理の一般化について述べるか， まず議論の出発点と.して，

かなり一般的な枠組の中で，多価写像の可測性を定義することから始めたい。

(X , A, M )はひとつの測度空間（乂はX 上のび- field, {Xはその上で定義された測度) ， (Y , p) をひと

つの蹈離空間とする。また以下の譲論において义に定まる位相が問題となるときは，それはつねに

局所コンバ夕トかゥT .を満たすものと仮定する。；r の非空コンバクト部分集合族を⑧1 0 とすれ

ぱ .X からF への,コンバクト赠多価写像よ，X からAXF)の中への（一価）写 . 像 と

考えてもよい。周知のように，空 間 沿 の 上 に Haiisdorffの距離h を定義することができ，（のF),

/I)はまたひとつの跟離空間とな( I  こで便宜上，次のような記亭を約東しておとう。

‘ ' - . .

E: K{Y) の （Hausdorffの距離に関しての）開集合によって生成されるび-fleld.
. ( 4 )

S'‘ V の Boi*elび-field.

. B い) : 集合族，によって生成されるび-field.

. ?>®Gl) =  {a3eXMa5)〔A}, («> の強い逆像）

' ( ル =  X /がo；) r U キめ，A C Y  の弱い逆像）

G{(p) ニ y)l：c € X , y  G (p(ダ)） （̂(p のダラフ）

X からF へのコンパクト値多価写像<p:X->K(Y)の可測性を， まず最も自然な仕方で次のよう 

に定義する。

定義ザ :X->A：( F )について，

(VE E) (p-\E) € A

が成り立つとき，P は （スに関して）可測でるという。 .

ある条件の下に，これと同値な可測性の公準を与える次の命題は著しく有巧でもる。

命 題 1 (Debi4?i)) (X, A, u ) を完備測度空間， (F, P )を可分な距離空間とすれば；次の 3 条件は 

互いに同値でもる。

( i )  r - X - > K { Y )は可測。

( i i )  X 上で殆どいたるととろに収東する単純写像列 {め*} ； (pn '.X -^ K {Y )が存在する。

法（3) ( F ,め と （めめ , めとめ関係については/ とりわけM ichael〔15〕§ 4 を参照。 . .
(4 )  Borel </-fleld に'Oいては，Dunford-Schwartz〔4〕p. 137.および H alm os〔5〕 Chepter X,

(5 )  Debreu (S) p. 359.
(6 )  X~>K{Y)力W-純写像であるというのは，X の制浪分割{Xi)X^\, X ie  A  ニ1 , 2, が存在して，’各め

Lではめ, が Xび ）の一̂定値をとるととである。 ,
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对測多価写像の性質- c- 

(iii) J 上でのこ測度収束する単純写像列{ル}; A«:j^^>/i：( F ) が银在する。 •

さらに，（1 " ,/))が跟離空間として完f f であることをも仮定すれば，次の命題が成り立つ。 ■

( 7 )
命題 2 (Debreu) (X, A ,め を完備測度空風 (F. p ) を完備可分な跟離空間とすれぱ，次の3 

条件は互いに同値である。 ' '

( i )  (p \X -^K {Y )は可測。 ‘

( U )  iV S ^  S) (p%S) € A, <p^ Ŝ) c A.

(iu) G(<p) gB (A ^SI
• > . 

i
. - 

以上の準備の下に，われわれの当® の関心，である間題へ議論をすすめることにしょう。まず ,

実函数論でEgoi*ovの定理として知られている著名な，実を'多価写像の場合に一 ‘般化する
' . ' . . . , . 、'， ■ " ：

定理 1 (X, A, H )を任意の有胆測度空間，（F, Q )を距離空間としする。X 上のコンパクト値多価 

写像列 {̂ !?„}, が殆どいたるところ可測写像(p \X -^K {Y )に収束するものとすれば,任

意の e > 0 .に対•'応して，次の条件を満たすX の可測部分集合-i e イカ';存在する。 

' ( i )  ii{X-E)<b,  

(ii) <Pvr̂ (p uniformly on E.

証明）A=̂ {a; e X/(p„(x)~\^^{x)}

と定義すれば，条件： 仏-^p a . e .から，/^04)ニ0.さらに  .

仏，《i ニ {(» € J[ニ A/fiX》„(x),. p(x)) for Ti^h}

(ここでた，w , " は正の整数）

とすれば, この柴合は以下のょうな推論をつうじて可測であ^^ことが知られる。 '

いまX — A から直糖空間めのX / ( ( F )の中への写像ん(7Jニ1 ,2 , •••••■)を次のょうに定義する。

<f̂ n：x\— (̂(p,Xx), (p(x)) 2,
.■  ' ， ， . . ■ .， ■ . . . '■.

他方, HausdorfFの跑離函数Aは勿論, _fiCCnx/((F)上で定義された非負連続函数である。すると， 

E!k, m= 0  {« f X^Afh{(p,Xcc),

ャ 5 ^ 4 - 1 ( [ 。，ぜ } .

もの速続性から, / r i ( [ 0 , ^ ) は i^(F)X K C r)の開集合であり，これを

'*■ ~ ■  — -̂--- 一 ^~—     —̂ -  ■- .
ぱ（7) Debreu〔3) § 4 .た だ し （i 〉ぐ- ま（i i ) の証明には（足 A ,バ）の完備性，化の完備性は不要で , び，め の可分 

'他さえ仮定すれぱよい。， •' V ， .

—— Ad { 107 ) —

imipip mmi mii' w. i lyfi'irの rrgtfrnT̂ i 广 辟 チ :̂ ぱホあ》板 ■ 粉 が ね ザ 资 -suなぼ ijぼxを̂



:田学会雑誌」69巻2 ，_3 号 (1976年2 . 3 月）

( 8 )

'も-H[o，i ) )  ニび XV
， Vリソ

と書けば，ぬK )x iC (F )から各M 0 への射影は開写像でもることから，び，y はそれぞれfiXF)

の開盤合である。 - '

. £ ■も, ，ブ (びx T o = n jめ，-1(び)n r ; i (のト A

であり，ゆと (pn ("ニ,ら /C + 1 ,*......) は可測であるから，明らかにEh，m は可測である‘

次に， .

Ek, mCEk + U t»

で， し か も ， .

O i l  X — A  ‘

でることから，
O0

Ihn "I二 び ,«〕ズ"一A for all'

ゆえに，任意の《〉0 , 各 w に対して， • '

M (X~~ Ek wil m) < ま

を満たす正整数A：« iが存在する。いま，

.J& ニ f'\E/cm，n
W = 1

とおくならぱ， „ 

f J i iX - E ) < e .

—方，任意の m , 任意のダ e £ 7 に対して,

U(pk(.x), <p(sc)) < ^ -  for k'^km
(9》

である。すなわち {ル} は £■上でジに一様収束する。 （IE了)

(10)
. 定 理 2 ( Z ,ん め を正則な有限測度空間（足 B O O . m) の完備化， P) を可分な距離空問と 

するとき，コンバクト値多価写像， が可測となるための必要十分条件は, 任意の 5>0  

に対して，次の条件を満たすX のコンパクト部分ま合/ ( が存在することである。 ’ '

( i ) ! A X ~ K )< e ,

( i i )  (^0の / f への制限）は速続。 '

注（8 ) . たとえぱ Kelley ⑧  pp. 90-91.
( 9 ) 走]1 1 において，われわれは使宜上極限明象Pの可測他を仮定したが，び，んめ 力*、完f i ，☆服測俊空問，び，0)が 

完備可分な距離空間でるならぱ，との仮定は不要である* なぜなら，とのときは可制写•像列{めJ の収極限す像
a . e . )もまた可測となることが証明できるからでもる。 これには実数値isj数の堤合とちがって少々こみい 

った議論を要する力Lang (14；! P. 235 M 1 2 と全く同様の方針で証明すれぱよい。

( 1 0 ) 局所コンパクト，% の位相'虫問上における測度諭に0̂ 1しては，たとえばH a lm o s〔5) Chapter X を参照。

50(Zりめ
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可測多価婆像の性貧"C

証明） <必要性〉 まず^̂>が可浏であることを仮定する。（足 ん JU)が完備測度空間であり， （7 ,  

P ) が可分な距離空間であるから，命題 1 によって，

(pn'~><P a . e.

を満たす単純等像列{ん} が存在する。 が正則測度であることと，定理 1 とより，任意の s > 0 に 

対して次の条件を満たすコンパクト藥合_JToCXが存在する。

( 1 ) M X - i i T o X - l，

(2) (pn~̂V> uniformly on ifo.

再びがの正則性から，各 ip*について, 任意の s > 0 に対応するコンパクト集合iT„GXが存在して,

( 3 ) が X - i Q < > ^

(4》 (pn\K„ は連続。 (tE==l,2,.‘..‘，）

そこで集合 i f を

{5》 iiC ニ 1^冗„ .

と定義すれぱ，（4){5》から各んは i f 上で連続であり，また(2)(5b?>、ら {<^JはIT上で一様にいこ収束 

する。従って<̂>は 7?上で連続。他方, （1)(3)によっ で，MX—の O ' は明らかである。

く十分性〉 逆に，ザが性質一C を有するものと仮定する。k J が 0 に収束する正数列とすれば，定 

義により，各なに対して

K X ~ K „ ) < e „  .

fp\Kn ほ連続’ ’ \  ‘ .

となるようなコンパクト集合Kn〔X が存在する。とこで一般性を失うことなく，i f パこK*„+i(« =  

1 , 2 , ……） としてよいでおろう。すると， -•

/ / ( Z - U ^ J - 0 .  -

^ は各ぶ" （" = 1 ，2, …）上で連続であるから， を F b 閉巢合とすれば，よく知られた連続多

価写像の性質から，

{だ e X /パが) ニグ ( F )

は閉集合であり，従 ろ て 可 測 （なぜなら，A はすぺてのB o re l集合を含んで、るから）。ゆえに 

Ui{が f iT„/パ jiOC'P} ニ U ( / ( „ 0 * (の） ，.'.

は可測である。明らかに .

( p w ~ u ( K n n r ( F ) )

は測度0 の集合 X ニ の部分振合であり， ( X , A , f i ) の完備性から可測である。ゆえに *が

(のも可測， 題 2 と法（7 ) とから, ダは可測であ.る。 ' (離了）

■ —  510?りめ
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m

法 ,. P li§の論文では，この必耍条.件のみがcoi.istructiveな力法でin明されている。また，そこでは. 

y のコンパクト性が仮定されているが，上の譲論から, . その仮定は不要である.ことか明らかとな 

ゥたわけである。

定 義 写 像 か ズ ->の 7 ) に対して，宾理 2 の（i ) ( i i ) を満たすコンパクト:傷 合 K C J C が存在す

るとき, い :i 性質- C を有するという。 ‘

, ■ . ■

E 、

前節の定趣2 では，（X, A , め が正則な有限B o r e l例度空間の完備化であり，(Y, /?)が可分な距

離空問である*とき，可測写像<p:X->K(Y)は性賞- C で特徴づけられるととを示した。本節では (X

A , パ）は正則な有限B o r e l測度空間（必ずしも完備で、なくぐもよぃ)，(Y, p )がコンパグト，ロJ'分な距

離ホ間て*あることを崇fこ仮定する。このと#  (あらかじめ可測であるかどうか知られていない）写像 <P，，又
( 1 1 )  ‘

瓜 F )力';性質- C を有するための，ひとつの必要十分条件を述べる。また以下，簡単化のためにズ 

に定まる位相は常に第1 可算公理を満たすことを仮定し（このことは載論の本質にはかかわりがない)， 

m ) には勿論H ausdorffの距離 / iによる位相が定義されでいるものとするC

☆題 3 K ( y ) ほ Weierstrass-property を有する。 ' .

(12)
証明） F はコンバクトであるから， 冗( F ) もコンパクトな跟離空間であり， 従 っ て ぬ の は  

Weierstrass-property を有する。（証了） \

定 義 J t ( F ) 上で定義された実数値面数列パの F ) - ^ i 2 }は次め条件を満たすとき， 正規列 

(normal sequence)であ)るという。 ’

( « )  ニかiO/) "ニ  1 , 2 , ......)力i f ニ

ここで，K, L  C K(Y).

( j 9 )  K„~ > K= ^W i{Kn)~ > W i{K) ( i ニ 1 , 2 , •••■••)

ここで，K", K  e K{Y). '

■ , Y が可分であれぱ，樊際次の側がますように，必 ず 沿 F ) 上で定まされる正規列が存在する。

例 （2 ^ を F の可算糊密集合とする。そこで俄 : / ( (F)  - > i i を, {K eK {Y ))

Wi{K)~mipiyu  a?)； "ニ 1 , 2 , ....... )
X€ K

と定ますれば, これは明らかに正規列をなす。（IE明は容易）

mI
I

法 ( 1 1 ) この問題はK ow alsk i〔11〕によゥてSfBifeされ, 本稿もとの論文に多くを負うているが，われわれの謙論は一 層̂-^®  

的な持組の4 ,で遂行されるであろう《また, 第者のみるとこちでは，K ow alsk iの論文は数鎭所小さな；<^リツプを含む 

ように思われる。 ,
(12) Michael C15) p . 164, 4.9.12.

, — 52 '—— .



可測多価写像の性質- c

レンマ 1 {?<;,•: K(Y)-->R}が正規列をなすならは*, K ( Y ) のすベての集合列び( „ } にっいて，

( r )  W i(K „ )~ > W i(K )  "ニ  1 , 2 ,  ..........) ^ K n - ^ K

が成り立っ。 ’ .

証明） ぐ：（ゆによって満たされている。

= > :逝に w ,aQ ~ m O D  " = 1 ,，2, ‘‘，...) で，しかもj K > ^ であるとれ定する。命題g f cよっ 

て 拟 F ) は Weiefstrass-propertyを有するのであるから， { i f j の 適 当 な 部 分 列 に っ い デ  

S h e  KQT) such that Km^~>\j, L ^ K !

OS)によって， ，

、. vji(Km^)-^Wi{L) " ニ 1 ,2 ,  ••••••).

しかし一方’仮定によって

W i{K „)-*W i{K) け ニ 1 , 2 ,   ........)

であるから, .

W i(K n „ )~ > W i(K ) . " ニ  1 , 2 , ..... .) 、
• . . . . .

とならねぱならず，よって（Of)から，K ^ L . 矛盾。 （証了）

' -
. - ■

レンマ2 {w,‘: 尼c n -> /? }を正規列とする。このとき(p\ x - > K o r )が集合c c x め上で連続と 

なるための必要十分条件は， W M  ( i  =  l , 2 , ，，….）が C上で連綺となることである。

，園 . - . ， -.

証明） まずX が第 1 可算公理を満たすことに在意しておく。 { a i jを が (が„キ0；,)なる 

G の点列とし， とおけぱ， レンマ1 によジて 

Wi{K„)->Wi(K) (i = l, 2. . ‘.，..) (証了)

定 理 3 {Wi： K (Y ) -> R )を正規列とする。 このとき，が X ~ > K (Y )が性質- G をもっため<6必?U

十分条件はw m  " ニ1 , 2 , ……) が可測であることである。

„ : . 、 . ' . . . ' .

誕明） < 必要性〉 ( P が性質 - G をもっと仮定する。 定義によって， 任意の《〉0 に対して ， . 

l A X ~ K ) < tとなるコンバクト染合IC G IZが存在し，のl i f は迪続となる。 レンマ2 により，wcU/^y 

" ニ1，2 , ……）は /ぐ上で連続。& は任意であることと， 正則有服侧度空間上の実数値函数に関す 

る通常の lA is h iの定理とから,?^,'(め " = 1 , 2 , .........〉は可測である。

注(13》 であるから，K の十分小さな近傍をとれば，その近傍に屈する{ if» }の点はお服偶である、それを{ i u か 

ら取り除V、た点列の収束部分列を抽出すれぱしその袖吸は明らかにi f と再なる，

( 1 4 ) たとえぱH a lm o s⑥ P1)*ン2—2 4 3 を_^よ。

■~ —  53 i^llT) ~ —
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く十分性〉逆に iy,•(の （ズニ1 , 2 , ，，‘..'；1 が可測であると仮定しよう。いま任意のe > 0 に対して，

2 も0  t =1

を満たすように正数列{も. }を選ぶ。W,'(釣は可測であるから，再び通常のL xisinの定理から，X の 

コン'.スクト集合列{ /( ,•}が存在して，

fi(X — Ki)くSi .."ニ 1 , 2 , .......〉，

パ は 迪 続 " = 1 , 2 , .),

そこで

i f  ニ nic*

とおけばiCはX のユンバクト巢合で 

X X — ぬ  < 2 ^ 0

wA<P)\K は連続" = = 1 ,2 , …..‘). ‘ ’

これとレンマ2 とから，d i T は連綺である。よっては性質を有する 6 (IE 了）

つづいて定理3 の，主としてK owalski〔12〕によゥて研究された応用例を示す。

定 義 正 規 列 {W:-: K { Y ) - ^ R )力;,

KdL=^Wi{K)<Wi{L) "  =  1, 2, ...…）

K, L eK iY )
. .

を満たす.とき，とれを通増型（increasing type) t̂ 、あるといい，逆に 

K(ZL=^Wi{K)'^Wi{L) ’（i  =  l , 2,...'，‘.）

K, L e K (y)

を満たす'ときは，遁減型 （decreasing type).であるという。

，応用 1 X->AXF)はズの各点で upper hemi-contimious Cu. h. c . ) であり，正規列 {w,.: K{Y) 

- ^ R ]は適増型（遞減型) でもるとする。 このときWか）"ニ 1 , 2 , ……）は上半連続（下半連続）や 

あり，P は性質< 5 を有する。

(15)
/ 証明） {Wi.: K{Y)-^R]は週増翦でもると仮定する。<pが性質-G をもつことを証明するためには,

■ . - .

定理3 によって，VhW) " ニ1 , 2 , ... . ' ‘）が可測であることを示せばよく，そのためにはまた，w m  

けニ1 , 2, '….‘）が上半連続でちることを示せば十分である。

いま er->0を満たす正数列{£fc}をとり， ►.め ぱ „, iCo e X ) なる 点 列 を 考 え る と ，
. - '  -

-W: K { Y ) -^ R )が迎増型になるので， とれに以下の議論を適用すれぱよい注(15) {wi\ K {Y y> R )が;ai減型の場合は, 
のである。

54 (湖

たれみ…〜■チが7  ̂す， - ; n i r n ' r n n  ま i i t m n i i i f r ' i  ■、す  •■一



園'̂ M,i,y ri.j , [ニ .v~ト........... ■,

可測多価写像の性質- c

<Pが U. h. c であることから，各 ら について，十分に大きな71をとれぱ,
(16)

^(iK„)CB(^(a'o), £*).

{W i}は適增型であるから十分に大きな?1につい ;X：,

Wi(<p(aJ)<Wi(B((p(.ao), Ck)) U'ニ 1 , 2 , .........).

ゆえに，

l im  su p  W i(^ (x „ ))^ W i(B (^ P (iC o )r ~e,)) " ニ 1 , 2 , . . ‘ . . . )

である。ゐ- ^ 0 3 とすれぱ，

聊 (a?o), 6k)-̂ (p{Xo)

であるから，

l im  su p  Wi(.(piXn))<iVi{<p(.xo)) "ニ  1 , 2 , ..........).

従って，w m は上半連続である。（証了）

応用 2 (p: X ~>K iY )は文の各点で lower hemi-continuous (1.h .c . )であり, 正想歹！j.{Wf: K(Y) 

—/? }は遞増型（遞減型）であるとする。 このと.き ( の け ニ 1 , 2 , . . . . . . )は下半連続（上平連続）で

もり，' は性質- C を有する。

課明） 前定理の証明と同様iCして， {か,'}は遍増聖であるとして，か/ の （《ニ1 ,2 ,,"...〉の下举

述続性を示せばよい。

いま 0J„-»a；o (a?„=̂ a；o； a；„, cuo f X ) なる点列{aU を考え，iT„=((?(aO ( « = 1 ,2 , .......〉とおく。{_K„}

の 適 当 な 部 分 列 を と れ ぱ ， ’

，l i m i n f  WfC/TJ ニl im  '(1*ニ 1 , 2 , ..........).
- ‘

とすることができる。また ^ F ) が Weierstrass-propertyをもつことから（命題3 ), の部分
. . . ■  . .

列 { i f U を適当にとることによって，

Kk„-^K £ K{Y)

とすることができる。<pは l . h . c .であるから，

^ ( c C o ) C K . .

よって{Wf}..の適増性から，

tOii^(ao))^Wi(K) "ニ  1 , 2 , ....... ).

一方， ■ ■ • . • 
l im  J  ニ l im  ニ

注( 1 6 ) ここで5 (パ!》0), e t )は Kめ) ) を中心とする半径t k の[if!球である， 

( I V ) セれxo), e * )は|jH球 i m も) , t * )の旧包を示す，

5 5a i5 )
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であるから* 結局

lim inf WfOfTJ=lim inf Wi(ip(Xn))^Wi(.(p(xo)) ( i ~ l , 2 , ....... )
« ^ o 6  t i - ^ o o '

を得て， w m  cゴニ1 , 2 , … …）の下半連続性が示された。 （証了）

m

本節では，可測多侧写像の性資-G ，を利用して次のようなHermes C7Tの問題を考える。 すなわ 

ち，Lebesgue測度m の定義された有界閉区間[ 0 ,ガ，？< のを定義城とし，（か，|M |)—— ここで 

11*11は usual topologyを定めるノルム一 - のコンパクト部分集合Y の菲空コンパクト部分集合族 

U Y )を値城とする可測多価写像(p\ [ 0 ,で]->A：a o に対して,

lim -^1 (pise) dm
<?-»0 び I (t.t+fl；)(».«+の

(18)
はどのように評価されるでろう力、。

定 .義 E を [0, T ] の可測部分集合とするとき，点 E が

l i s 巧桃([《一ヴ， ヴ]门だ):
^  i (19)

を満たすならは， t は ■Êめ铜密点’ (point of d en sity )でf c る，という,

糊密点に関しては次の事英がよく知られており, 以下においても利用される,

(20)
命 題 4 [0, T ] の可測部分集合ぜの殆どすベての点はその糊密点である。

. 定 義 ぐ 、[ 0 ,アト>/C (F )は次の条件を満たす [ 0 , .T ]の可測部分染合だが存在するとき,点 

t  f  [0, T ] で近似連続 '(approximately continuous) であるという，

、 ( i )  t は is■の糊密点である。 ■

( i i )  (p\E は連続。 ’

レンマ 3 r ,  [0, T ] - ^ K { Y )が可測であれぱ, は [0, T ] 上殆どすベての点で近似連続である。

■ = ， ■

証明） 任意の C > oを与えたとき，定理 2 によって，次の条伸を満足する [0, r ] のコンバクト

注 ( 1 8 ) このlii则は多価微分方程式の研究に際しても右効に利用される。これK1ついては维者自身もやがてある種の経済理論 

との閲速において制IIに梭討する機会を,も'^はずである* ■,
( 1 9 ) たとえぱぜを[0, 7Dの区間とすれば，そのめ/.!かt すべてがの糊密点であるが， その端点は明らかに狗密点ではな

(20) Natanson〔16〕d. 261, Theorem 1 參照。
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可制多価写像の性質- C

部分集合i f が存在する。

(イ） m([0, T ]~ K )< e .

(p) m は連続。

いまM を / ( の稱密点の集合とすれぱ，命題4 から，

w t ( M ) = m (の  >ア  一 £ . ,

いま t e M であれば，勿論いは《で近似連続である。 従ハて,
(21)

後合を' ATC【0, T ] とすれぱ，M (Z N となり,

n i ^ i N ) ^ T  ~  e

が成り立つ。£ は任意であるから, . . ’

しかし JVC[0, T ] でることから , 勿論, 

r n ^ m ^ T .

ゆえに，

すなわちiSTは Lebesgue可測でw(i\0=^ア. （証了）

<Pが近似連続となるすべての点の

レンマ4 0 を中心とし, 半径の閉球を B r と書く。. 驰 <p\ [0, T Y ^ K i B r )が可測ならば， 

殆どすベてのレ [ 0 ,ア] について，

1 r  (22)
lim-^ I ^(x) dmdco 9>(t) , . . 、0-：̂0 P  J  -

*

証明） 点 t で <̂?が近似連続であるとすれば，定義によって， t はの稍齊点であり， かも 

W Eが連続となるような[ 0 ,ア] の可測集合£^が存在する◊ (p \E力;S i続であるから，任意の5>0  

について, 適当な^ > 0 をとると， . .

(6) (Vcc f — 5, t+d^C\E) h{(p(,x), <p{t))<C：~

とすることができる。ま た の 糊 密 点 ゆ え ，適当なん> 0 をとって

(7) メ+ ガn ぜc) <を  ...

とすることができ，一般性を失うことなく，0。くd としてよい。 ■ ‘ .

次には可測でもるからnj*測選択函数（measuraWe selection)を有し，そのひとつをf と す る a;=

法( 2 1 ) 机べ♦いよL ebesgueの外測度，m * ( .)は Lobesgueのめ湖膨

(22) C6朔 は 银 合 ゆ の lY Sを示す。

(23) i p 力’、可測遗択商数を有するととにつぃては，Hildebrand〔3〕pp. 54-58, Theorem 1 を見よ，

^一一 m i l l s ) —
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e u + t によって積分変数をなに変換すると，

^  f  jX^dmニ J ^f{du+ t)dm.

'明らかに

(8) 7)1{な € [ 0 , l]/̂ ?M+ i f [i, & + ガ门"®}ニ (-"I万厂)*wt《[ら t +0]n^?)« 

従って，（6)(7)【8)から，0 < |ゥ| < ヴ0 なるタに対して

f (f f u + tu  Bら(t), y )

力' ; ,測度 £ /4 rより小なるま合を除いたすべてのなf [ 0 , 1 ] で成iCする, 

そこで次のように可測® 数 f?を定義しよう。 •

^—fW u-ht) on e [0, l]lf(Ou-\-t) € B [^{t),

€ (p{t) otherwise.
gidu-\-1)

すると，

g(.Oii+1) € Bら(t), for a l lな c [ 0 ,1].
(24)

ゆえに，Lebesgue測度がatoinle阅であることを考慮して

(9) 、g(M+ t)dm e co J5レ(り, 'I') ニぺpo vKり, '^ ).[O.IJ

g の構成から，

\\f{0u,-\-t)~ g{0u-\rt)\\^2r.

m{x e [0, T]!f{x)^g{x))<：̂  .

であるから，

(10) II j  qWu-V t)dm\\<i'^

従って，ダの任意の可測選択函数てとO O K めを満たすりについて , 《9)(10》から

J  f (0 t i+ t)d i7 i= ~ ^ J  f i x )  dm  e B(co <p{t), e).

. . '
COぐ ）は閉猪合で，e は任意であるから，<̂>ヵお似連続となる点レ[0, T ] においては，

l im i  I (p(x) dmClco <p(t).
タ—0 U J ひパ★の

- , ■ ■

レンマ3 によっては殆どいたるところで近似速続ゆえ， 上式は殆どいたるととろで成立する。

(証了）

注 (24〉 Aumann〔2〕 Theorem 3 または Hildebrand (8) pp. 64-67. Theorem も

" 6 8 ( i i 6 ) ——一
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可測多価写像の性質- c

突はレンマ4 は次に示すように一*層強い形で成り立つことが，レン々4 とは独立に示される<

レ シ マ 5 等像 卞 ： [ 0 ,ア]■ ^ /iC (fir)が可測ならぱ，殆どすベ て の t € [0 ,  2 " ]に つい 't ,  

l im -s*  I <p(.x) dm—CO (pit).
タ-40ヴJ  (M+の

誰明） 点イにおいて ( p が近似連続であるとし，E ( Z [ 0 ,ァ] は‘もをその掘密点どしてもち，^ £ 7が

連綺となるような可測集合とする。 一般性を失うことなくぜは閉集合としてよい。' すると£•上の
(25)

連 続 写 像 は [ 0 ,ア] 上で連続な拡張錢を有する。

さて，レンマ4 の証明と同様の変数変換によって， 、

( 1 1 ) 4 *J  ^  (p{x)dm= j  (p{6u'\-1)dm— j  柳 u + t)d m +  j  <p(Ou.+ t)di^

こ,こで - ■ .

F (めニ{なe [ 0 , 1]/ヴ ( + ケi n ぜ}.
このとき

m(F(0))=~^m([t, t-}-0]nE)

であり， ますこt はE の糊き点'"eあるから， <?-̂ 0 t すれば，

肌 CP(め) - >1 •
(12)

m { F { d r ) ^ Q

でちる。ゆえに(11)から， ’

(13). l im - ^  / . ‘(KflOc?肌ニl im /"  .' (pWuA't')dm.
d-^ (j J  ^-+6 J  Fi& ) ，

M t ャIi5■の連続拡張であり，ますこFW)こE でんるから, ■

.(14) J  ^ {d u -h t)d m =  f  •伽 -H ) c ? w +  厂' .をifivA~t、dm.

(l3)(l4)から，lim-|-J を評価するためには

lim r (p{du,-\- t)dm
0-*0 J  CO, ID

を計算すれぱよいことがわかる。そ の た め に な る 正 数 列 { 0 ,)をとり,
も(な)ニゲ(んな+ ，）

と，热: [ 0 , l ] - > K { B r )を定義すれぱ，もちろんこれは可測で，( p の連統性から 

ホ ⑩ 、ニ(pWi a s  k-^Go. ‘
(26)

ゆえに,
注( 2 5 ) 爽際，（ら，U\ tu  h e E を E ) cの速結成分とすれぱ，t e i h ,  « に文j し

め ) =={(1/も一ら)[(<ーも)ル+ (ら 一 り (も)，？ ら〉} ’ ， ’ .
とすれぱよい，

(26) i  く知られたことであるが.第2 の等号はAumann〔2；) の Theorem 5 .，雄 3 の等号は同じく Theomn 3 によって 

保証されている。 ’ ‘
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lim / 0O?iM+O(^w=lim / (pkiv)dm- 
ro,1} X'~►oov» (Oj ij 〔0.1)

りひ）c2wニCO (pit).

この関係は， が近似連統となる任意の点《につぃて成り立つゎであるから， レンマ3 によって, 

とれは殆どいたるところで成立する。 （証了）

定 理 4 (H erm es)ふたつの可測♦ 価写像め,«?*： [0, T ] -> K { B r )について， ’
. ■ ' '

I 、<pi{め dM ニ , ' が) ゴW for all  ̂ f  [0, T ]

.<==>co^(i^)=co<<?2(aO. a. a  ... . . .

証明） <==: A um ann-〔2〕 Theorem 3 より明らかで'ある<>

=>：帰譲法を用いる◊ そこ' , .

L / 1 (ポ - ニ L め(ポヵ& for a l l レ Lけ ]

であるが， .

E = { ic  e [0 , T ] l c o < p i ix )^ c o ( p 2 { x ) )

としたときr/i(ぜ)> 0 であると仮定する。

ニ {c» 6 [0, T]/co め(a:)—C0 ル(;《〉キ?5}

Ez =  {xe  [0, T]lco <p2(x)~co <piix) <̂f>)

とすれば，

E ニ Ell) Eg

であるから，m (Ei)〉0 または m⑩ 〉0 のうち， 少なくともいずれかが成り立つ。 そこで仮 

に wiCÊ i)〉。としよう。

写像か；Ki_KJOめ(が)一C0め(aOは E h上で非空であり，またそのグラフ(?(め は （直積測度空間にお
(27)

いて）可測であるから, E 、上の可測選択画数/ i が存在する。£*1の殆どすベての点がダ1のLebesgue 

银合に厲するという事( 1 と，レンマ3 とから，/ i の Lebesgue镇合に嵐ししかもそこでが近

(29)

似連統となる点t '  e E y 力，译在する。/ , ( グHCOゅ( t o ゆえ， !̂1̂ |1合の分離定理によゥて 

(15) ;57り e 5"-1ョ{ |/e ガa/lli/ll ニ 1} such that り，/ i ( i ’)> su p  0?.?)か e ゅがル

便宜上 / , を [0, T ] 全体で定義される可測因数に拡張し，それも / i と書くことにしよ' y 。また，
' ' ■

a ( t^ )  € I め (aj)rfmニ I (pz{oc)(im
• J  [O.fO * J  (0.^0 '

をコンバクト银合f め(o;)rfw= J <P2(x)dmの点のうちクとの内積が最大となるような点とす
co,«o

る。任意の《> 0 に対して

注(27) Hildebrand〔8) pp, 54-58, Theorem 1.
(28) Dunford-Schwartz〔4) p. 217, Theorem 8.
(29) このような操b:•が可能なことはHI明でちる，

60 (伽

せねg舰-ぱおぁホg也4ホSお̂お;為ザ-•がポ■すifnfTirrけすIす f r'liit' ̂ ii**•



囑

可測多価寧像の性質-C

ct(i^+e)=rt(iO +J , /i(a?)(^w e

と定義すれば， .

plix) dm

ait^-he) € / <p2(x)dm.
Jv3.t^+»i

従って，次の条件を満たすルの可測選択函数 / 2 が存在する。

(16》び(パ +  か ん , のド/ (o‘,/20v)«5w+ム ゾ 2(oO‘ ギ  

a(iO ©定義から，

5?*/ ,J CO,t>)

従って，.袖が成り立つためには，

り (が) d供— *L ' + / 2 ( ダ ) - ，

でなければならず，従って .

(1?》 り. が + / 1 (だ) — ' 》せ ム ソ 2(0^ゴ仇) .

である。どは . / 1 の L eb esg u e集合に属する点であるから，

侧 1"?り( i ^ /〔り ゾ 1(ポ饼 ) ニり.ム(，')‘

また，^̂ >2.はゾで近似連続であるから， レン々4 に従。て， 、

《ゅ) 1 ! サ'^ ムソ + ' ( ポ仇〔00め" ').

(17)(18)(|9》によって

(20) 3 ^ 2  ^ to (piit*) such that V* fiit^)^V*Pz>

これは(15)に矛盾。 （証了）
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