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10. 回帰分析の誤塞累積
. I ■ .
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回帰分析は，ュコノ メトリクスの分析手法の中で'ぃ 

ちぱん基本的で> しかもぃちぱん頻繁に用ぃられる方 

法である。おそらく* 大部分の読者は回'帰分析の原理 

と方法につ'/、ては熟知しており，また多くの読者は回 

帰分析を実際に使って経済分析を行なったことがある 

であろう。

だが，私達はここで反省してみる必要がある。私達 

は，教科書が教える通りめ方法を用V、て, コソピュ一 

ク一を使って測定した回痛係数を正しぃものとして無 

条件に受け容れてしまぃがちである。 しかし，コシピ 

ュ 一 " から出てきた0 帰係数は, 樊は，ぃろぃろな 

意味で信用できなぃのである6 ,

第1 f c ,説明変数の間の相関が高ぃ場合に起る，ぃ 

わゆる多重共線性の現象があ)る。この現象が生じた場 

合，そとに得られた回帰係数が全义信用できなぃこと 

はよく知られてぃるが，ここで間廣なのは多重井線性 

が生じたのか否かを判別することが難し、、とV、うこと 

である。もし，回帰係数を求める-^速の計算をコンビ 

ュータ一を用いなぃで手針算で行なったならぱ（説明 

変数のまが多くすぶれぱ英際には不可能である力*んそ途中 

セ必ず多重典線性の有無にM 付くであろう、しかし 

コンピュブターを用ぃると一速の評算がHI動的に■処理 

されてしまぃ,評資結来だけが私達め目に入ネことに 

なる》従って，をの結果に藥常と思われる値がなけれ

ぱ，多重共線性は（実際には生じていたとしても）判別で 

きないままになる。

第 2 に，とれまで息てきたようなコンピュータ一か 

ら発生するf4差累辕がある。これについては，今まで 

一般のキノメトリダスの研究では（コンピューターの 

使用力'、不可避であるにも力、かわらず）はとんど省みられな- 
力、った。.，しかし寒際には無視することができないは 

ど大きな誤差をもたらす。以下，プロセス，グラフの 

方法を用いて，固，帰分析の•一速の計算スデップのどの 

段:階で，どの位の言十算誤差が発生する力■ベることに 

しょう。

. . . . . .

1 0 . 1 回帰分析の計算手順

普通，ュコノメトリクスの教科書では回帰係敦の計 

算5̂ ほ

ト { X x Y 、x ' v  ： (10.1)
と書いている。‘但し観測値の数を"，.説明ま数の数 

をP とすれば，i9 は最小自乘推定量(3?+：̂次列べクトル)， 

X はその第1列の各要素に1を第2女！!からP+ 1 列 

V個の説明変数の観測値をれ組並べた"X (P+1) の行 

列，i/は従属変数の想刷値(《次歹IJベクトル）である。

(10.1)式から,回帰係数を求める手続きは大きく 3 
つの作業に分けて! # 免ることができる。

第1 の段階は,列X>X,と.ぺクトルX,Vの各要素 

(P和）を計算するステップヤある。各要素は，行列X  

の要素を^ih夕‘IJベクトル1/ の要素を2/ぃとすれぱ*

ぬあるいは2 a ：ゐのように 71 IDの掛け算とれー
Ar ~  1 . At ニ 1 . . . . '

(注） との研?̂ ノ一 トは，慶應義塾大学ま業研究所および'情報科学研5̂\5所において鳥居.，辩が行なっている共同研究の成果 

の一̂部でる* 本稿はft偷 号 （三ffl学会雑誌68巻6号V 1975年6月号RTr収の「経律分析におけ•を:^シピュータの敦着 

問題J,その1 ) と前号（H 旧学会雜識8卷7/8号, 19754^7 ‘ 8 月号所収の「経済分析における:^ンピュータ"の誤蓮問 

題，その2 ) の続編でもるレ従って，章，節の番号は前前号•前号に続けると本にする。，
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厂：：：̂B1学会雑誌j 68巻9 号 （1975年9月)
1 回の加算から成りづている積和である。

第 2 の段階は，行列X '；l fの逆行列(X^X) - 1 の計算 

である。このステップは(? > + l)X (j)+ l) の大きさの 

行列の逆行列を求めるスチップである。逆行列の計算 

方法はガウスの消去法，ガウろ. ジg ルダソ法, ガウ 

ス，ザイデル法等がよく知られているが,いずれも膨 

大な回数の四則演算の撒り返しである。

第 3 の段階は，逆行列ぱ X 、- \ とぺクトルX ，u を 

社合わせること .セある6 ‘この段階もまた多くの掛け 

算と加算の繰り返しである/
ところで，上に整理した3 つの段階のどれをとって 

みても膨大な演算スチヴプからなっていることがわか 

る。従来，エゴノメトリクスの方法をコンピューター

で実行する人々の間に，これだけのたくさんの演算ス 

チップを実行するのだから，おる糖度の譲差累糖は起 

るにちがいないという認識,はあった。し力し上の3 
つの段階りどこでいちばん大きな誤差累積力;発生する 

かということになをと, どの段階でも同‘程度の誤差が 

生すると莫然と考えられていた。 \
また, 一部の人々の間では，逆行列演算の段階でい 

ぢぱん大きな誤差が発生すると考えられていた。そし 

て，この考え方は》比較的多< の人々に信じら;!̂ るよ 

うになりつつある。これは，逆行列演复《£をよく行なう 

産業連関分折において^ 渡の恶A 、ことがしぱしぱ起る 

ので，上のような考え方が蔓延しそうになるのもむり 

はない。しかし逆行列計算の時に最大の誤差累積が 

起るというのは必ずしも正しくない。 .
R. H a l lは回帰分析の計算ステップの中で，逆行列 

計算における譲差の発生量が-^番大きいという考え方 

に疑間を持った。H allほ実験によって,逆行列計算の 

段階よりも，その前の積和行列X %  X , " を作る段階 

の方が回帰分析の精度を大きく乱すことを発見した。 

しかしH allは積和行列の作成段階の方が誤差の累辕 

が大きくなる理.tilをコソピューターの親差発生メ力ニ 

ズムにもどって説明することはしなかった。プロセ 

ス《グラフの方法を用いると，上の理由をはっきりと 

説明することができる。

1 0 . 2 プロセス，グラフによる誤墓累積の比較 

韻和を作る1H，算れ，前節の回帰分析における粮和行 

列だけでなく，広くゴ•コノメトリクスにおいて頻繁に 

現われる。この意味においても積和における誤差菜積 

状況を知るととは極めてIS要なことである。誤差累填 

の状況をプロセス. メラフの方法で見ることにしよう。

はじめに，積和f十算の誤差累糖め性質を見るために 

6 個の数値が1,X2iが3, yu 2/2. 2/3の翁和

•め+flV2/2.+ a!V2/3. (10；2)
を考える。 （10. 2 ) 式 の 計 算 の プ ロ セ ス • ク‘ラブは 

CFig.10.1).で.あ(る。な1,iih, flJs, 2/1, Vi, 2/3-'は，始めに， 

それぞれ.m , び2, «3, /3i,日2; ジ3 の相対誤差を持ぅて 

いるとするぃ第1 スチップの乘算結果を正規化しX 記 

億する際に発生する切り捨ての相対誤差をぁ，もと 

し,それらを加え合わせるステップで発生する切り捨 

ての相対誤差をけび3 とする。 この時，全体の相対誤 

差は，プロセス'*グラフのルールleよって，次のよう 

に評価で.きる。

E* I/ . . ^  , 5. S ot\*yi(ai+/Si +  5i)
な2，V2

+ <J

Oil *2/1十 o；2，?/2
a：i •が1+だ2が2

+  («2+パ2 + ぬ

+  (as+  ̂ 3+  53) + ぴ3 (10- 3)(C\*yi+x2*yr+iCB*y3
こめ而辺に(10,2) 式を代入して盤斑すれば，絶対誤 

善 の 大きさは .

E:ニ（cfi + ル +  み）**2/1 +  (of2 +  +  dz) ‘a；2.2/2 + び2
• KX i'y i+ s iz^ y i) +  (a s+ (33 +  83) •a53*2/3+t/3.

• (x i ' y i+Xfyz+xz'ys)
= («i +  /3i +  +  (?2+ oa) .aj，.2/i +  (rt2+ /32+ 5 2+ び2

+  び3〉•》2.2/2.+ (び3 + ダ3 + も +  び3)，a；3,2/3, (10. 4)
となる。

〔Fig. 10.1〕 «=»i*2/i+i»2*2/2+i»3*2/3 のプ P セス,グラフ

相对誤拳on, (3{, d i ,びi の限界は， 5 ンピュ一タ 

の有効格数を>析とすれぱ 

k - | ^ l ( r + i (ズ= 1 ,2 ,  3)
I A Iぐ 0 -け， （ズニ 1 , 2 ,  3〉

（わ 1 ,2 , 3) ,
k l ^ l O ' t + iけ=̂ 2, 3) (10.5)

であるから， (10. 4 ) 式に代入すれぱ（10. 2〉式の積和 

針算め誤差累辕の限界は次式の:ようになる。

|E i |^ (5，av |/i +  5a；2.2/2 +  4av.が3)'XlCr… ：(10. 6)
40 (秘め

，ぐ
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経 済 分 析 に お け る コ ン ピ ュ ~ タ - ^ の 誤 差 問 題 （そ の 3 )

実際の経済デ一タは正数の場合力*、非常に多い。とい 

うことは，'それらの積cci'.l/ホ ニ1，2, 3) も正数の場合 

が多いということになる。そうしてみると，（10. 6)式 

の iE :iは ’
X\'yi^X2»y2<Ca3'ys (10.7)

の時最小となり、

だ1.2/1さa；2,2/2>が3,か (10. 8 ) .
の時最大となる6 このことは（10. 6)まの右辺の係数 

をみれぱ理解できよう„
般的にi 2れ個の数値a；u. X2, ‘..，a；«, yi, y t , …、ynの 

積 和 '
2!ニ +a!2.i/2H— .+ ic>».i/n （10.9)

の場合について考£ てみよう。プロセス• グラフ〔Fig. 
10. 2〕を使って誤差の範囲を評価すると次のようにな 

る。 .
— ~  1 . . . C<3；i + ^ i  +  5 i ) •■-------- -z I U  ヴ xi-yi-\

+  ( « 2  + ^ 2  +  5a) •

■ X i-y i+ X 2 -y 2

y i
V\ -\-x2'yz

X i 'V i

a：i*2/i .+ダ2 •が2+a：3,2/3

»l*l/l + ^ 2 * 2 / 2

+  (び3+ ル +  5a)

«1*2/1 +  »2*J/z +  CC3*1/3
X\*y i+ X2 'y2+ Xz»y3  一  

£Ci，ゆ +  な2，2/2+a：3，2/3 +  a：4. •が4 
• 3/1 +  fl；2 • 7/2 + ----h»n-l*l/n-) ■+ (ffn +  /3« +  5»)

.a：i*2/i+a：22/2+.，.‘+af»,i/n.'u" (10.1C))
との商辺に(10. 9 ) 式をk 入して整理すれば：絶対課

«1，め+»2,2/2+ ，

ダれ，yn
' +  ̂ nVn

' + びn

差の大きさは

E i=  («1 +  ̂ 1 +  5i4*(；2 +  ff3 +  •*■ +  び"）*JCi'V\
+  (»2+ク：+ も +  び2 + び s4~... + び" ).が：. 3/2 
+ 、tt3 +  /3s +  53 + び3 + び4 + ." + び*I) •がS*3/3
+  (び" +  /3".+  5" +  み"）.‘:Kn.がn .(10.11)

となる。仮定した相対誤差び1‘，/3i,み，び,'の絶対値の限 

界 は 10-' " 以下であることから， （10.11) 式は

|Ej| —  [ (?1.+ 2) '<A\*y\ 'h (?i+2) *ji；2*2/2 4- (71+ 1 ) ^Xs'ys 

+  …+4;c„，2/"]X10-け* (10.12)

となる。従って，課塞の範Ifflを最小にするには，積 

Xi'Vi力け■ぺて正ならぱ，'n...個の横を.小さいものから 

大きいものへと順に加えれぱよい。-また,'.積 ぬ *2/iが 

すべて食ならぱ，その絶対値kvi/flを小さいも0 か 

ら大きいものへと順に加え，この和にA 符号をつけれ 

ぱよいととになる。

つぎに，ュコノ メトリクスにおいてよく登場する逆 

行歹j]計算の誤差累糖を.追跡してみよう。最も広く使わ 

れている逆行列計算法ゆガウスの消去法でibるぃ従っ 

て，ここではガウスの消去法による誤差累積をプロセ 

ス ，グラフで評価してみよう。

計算の結果求められた逆行歹!1の要素を hijとしよう。 

こ の 6 « の値は許算の過程で亥ijんと変わってゆくが演 

算-の回数は正確に把握することができる。 とれをプロ 

セ ス ，グラフで描けば〔Fig. 10.3〕となる。

逆行列の大きさをW X m とすれば, 要素 b" は全計 

算ケ通じて，プロセス，グラフ(A)の評算を1 回，プロ 

セス，グラフ(B)の計算る：m - 1 HI行.なうことになる。 

プロセス. グラフから誤差の飽囲は，(A) . ©それぞれ

〔Fig. 10.2〕 :a：i，2/i+a：2，l/2+...+flVVn .のプロセス，グラフ
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逆行列計算のプロセス•グラフ

(10.14)
となる。いままでと同様に，卯，/3,‘の絶対値の限界を 

10-け1 以下として，（1 0 .1 3 )式 と （10.14) 式を加え合 

わ せ て 整 现 す れ ぱ ’
|E&"| さ r2 (w —l ) ，(,b{j+-~bip) +  6piJ X

' (10.15)
となる。

積和の誤差累積の限界(10.12) 式と逆行列計算め誤 

差累積の限界(1 0 .1 5 )式を比絞すると，係数の項の数 

力、ら明らかに（1 0 .1 5 )式の方が小さいことがわかる。 

また，（1 0 .12) 式における?i は観測値の数でもり,逆 

行列の大きさWよりは, 一.般的には,はる力、K■大きI 、場 

合が普通である。この意味からも' , 積和計算(こよる填 

差累積の限界は，逆行列計算による誤差累積の限界よ 

.リ大きい'といえる。

これは，R, Hallの経験的観察を裏付けたことになり， 

極めて重大なことを意味する„ すなわち,誤差紫積の 

限界が最大となる評算作業が, 回も1}分析の全筋算を通 

じて，その最初（第1段階）に位置しているというとと 

である。たとえ，第 2 段階の逆行列針算や，第，3 段階 

の行列とぺクトルの放の演算精鹿を高めたとしても 

(コンピュータ- の有勃^̂撒を長くしたり, 逆行列g |-算にお、V

ては何庇も何庶も捕IEを行なう等の操作は),も 

はや遅いのやある。

方, 第 1 段階の積和>1•算ゎ演算精度を 

高めるには, 有効; 数★•St能な服り長くす 

る以外方法はなぃと考えられる。趣i i 的に 

は積の符号が同-^なちぱ，キ絶対値の小 

さいものから大きいもわぺと順に加えれば， 

誤塞累積を最ンJ、にするどとがreきるレしか 

し, 姨測デ-^タめ1 組に含まれる变数が共 

通の大小摩列を持ってぃるとは限らな、、か 

ら, ああま量で観測データを小さぃlifeに並 

ベかえた時, 別の変量も小さぃ)P こ並ぶと 

いう保IEはない。ただ，ありがたいことに， 

経お哼系列デ 一の罔帰分析では，特向と 

ともにデ一 タの値ほ増えて、ぐ場合が多ぃ 

から, 比較的,誤墓累積が小さくなっている 

と考えられる。これは経済時系列データを時間の古い 

順にインプッ：トした場合である。逆に，時間の新しい 

順にインプットした場合は最舉の事態Vこなってしまうマ 

し力、し闻帰分析に用ぃるデ"タの順序を誤差累積 

の最小化のためにき由に並ぺかえてインプットすると 

とには問題がある。力:ぜならぱ，携乱ポめ•自己相関檢 

定に用いるダービン• ヮ'トソン檢定棘計量がk  く異質 

なものになってしまう力、らである。言うまでもなく， 

データを小さい順に並ぺかえてインプットすれぱ，回 

帰係数や決定係数の値は誤差累積ヵ觸少して精度が高 

まり，よりIE確になる。 ，

このように, 回帰分析では,第1段階の積和行列を 

作る際に演算精度を高やることは極めX 重耍なととで 

ぁる。

館 2 段階の誤差累積の限界は第1 段階のそれより小 

さいとはいえ，この第2段階の逆行列の演算スチップ 

の数も職大なものであるから，この段階の演算精度も 

軽视レてはならない。やはり，この段階でも演算糖度 

を高めるためには，有効1行数を可能な限り長くする方 

がょぃ。 .

第3 段階€»行列とぺクトルの積の誤差紫積の限界は, 

第 1 段階や第2 段階に比ぺれぱほるかに小さいといえ

る0

11. 回 帰 分 析 の 精 度

• 前章では,回帰分析の誤差嚴债ウ限界がどこで最も 

大參いかを見た。 して，計算紘聚の精度を高めるた

42(688)
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12. 5018 1.000 1.0003799
15.2720 0. 806 \ 1.0004622
18.4984 .0 .7 3 4 1.0008277
21.1311 0.712 1.0005623
23. 9329 0. 642 1.0008419
26. 7977 0.820 0008782
29. 5339 0.782 ,1 ’ 0010284
32.3859 0.788 1.-0010499
35.0735 0.837 1.0009625
38,0248 0.725 1.0012167
40. 6904 0.683 1.0014548
43. 4640 0.633 1‘ 0011806
46. 4026 0.755 1.0014476
49.1116 0. 633 , L 0021997
51.8353 0.659 1.0013416
54.7118 0.718 . 1/0018680
57. 5504 0. 653 I. 0017759
60. 2219 0. 407 1,0040080
.63. 2759 0.300 1.0040080

ます* , こみまでの私達の実驗用コソピュ一ターであ 

る IB]k l 620 で評算してみ;よう, お効衍数を8 格にし 

て計算した積和行列•T Z :は CTaWe 11.2] に示した 

通りである，こめ行列を兄ると，第 1 列 第 3 岁！H ま 

たは，第1おと结3行）がか/<Cケ似た値であ>るf t しかし, 
特與行列でないことは明らかでる*実飾分析の経験

1, 3000 0,0000 0 .2000
-0.0020 L 0002 一 0. 0010
-0. 2000 -  0 .1000 0- 8000

115812.92 , - 6 7 6 .81162 -115172.92
- 6 7 6 '36786 6. 3340641 670. 96756

■115173. 25 671. 41077 114538.00*

Xi X2

それでは，ここで有効衍数を一拳に1S街ま't?上げて 

同様の計算をしてみよう。出来上った積和行列は,デ 

^ タの析数が短いので , 有効析数8 析で評算レた 

CTable11 .2〕と比べてどの耍素も上5 ~  6 析がまわら 

ないので掲載は割愛する。この積和行列から計算した 

逆行列はCTable11.6〕である。〔T able11.5〕の逝行 

列 を 〔T able11 .めめ逆行列とi i 較すれぱ，これが同 

じ行列から評算された逆行列だとは想像*もつがないは 

ど違っているとと力あかる。これが,有効祈数の違い 

による評算精度の実態なのである。〔Table11 .5Dの逆 

行列の精度を?i かめるために元の稍和行列と掛け合わ 

せてみたのが〔T able11 .6〕ズ，あ る CTable U . 6〕を 

見れぱ, CTable11 .5：の逆行列の精度の方がCTable
(689)

CTable 11 .€  \ X ' X Y 、V C ぬ (有効衍数 8 格） 

(1) (2) ' (3)

ュータ一の謝墓問題（その3)

>

(Table 11.23 積却行列

(1) (2) (3)
( 1 ) 19 .000000
( 2 ) 1 3 . 287000
( 3 ) 1 9 .027489

13. 287000 
9.708317 

13. 303783

19.027489
13.303783
19,055041.

が豊ぎな読者は回帰分析でCTable1 1 .2 D のような不 

安定な積和行列が得られたならぱ推定想/§0.在 , おXが 

極めて信頼できないものになると考えるであろう，ま 

た，実証分析過程では徽密なモデルになるはどこのよ 

うな不安定な積和行列が得られる可能性が高いことも 

讓知しているでもろう。

有効格数を8 衍にしたままで逆行夕 1 Q：'ズ)-»を求 

めX みると〔Table 11.3〕のようになる，この逆行列 

の値を見ただけでは計算精度tキわからないから，精度- 
を確め るためにはこり逆行列に元の積和行列を乘じて 

i |l位行列になるか調べてみよう。結果は〔Tablci11.4D 
に示す通りである。とうてい単位行列とは呼べない行 

列でるぃこれでは安心して逆行列を使うことはでき

fS ^ \  ぃ

〔T ab le1 1 .3〕 逆行列び 'ぶ) - ，(有効衍数8 祈)
( 1 ) , (2) (3)

経済分析におけるンピ :

めにはコンピュ- タ'一の有効衍数を長 < すれぱよいと 

いうことを知った。それでは,有効衍数の長さの違い 

が計算結来にどの < らい辱響を及は’すがを以下で見て 

みよう。

1 1 . 1 有勉祐数の違い【こよる精度美験

最近のコンピュ-~ターのはとんどは, IBM 1620 の
ように有効衍数を由に変えるというととができない, 
ただ, 単錯底と倍精度の2 種類の有効祈数のうち，どち 

らか-^方を選択することができるだけでもる. 現在,広 

く利用されている機種の中からIBM370 とUN1VAC 
1106を選んで, IBM 1620:と精度チックをしながら 

実!ををしよう。

実驗モデルは次式め通りである。

2/f ニ/3»+/3ia；i.»‘+/32；e«+«{ (11.1)
この m . i ) 式を最小自乗法で推定するのでもる。デ 

ニクはCl'al如 1 1 .0 に示しである（このデータ.は実験用 

に作成したもめではなく，ある突証分析の途碎> で遭遇した実 

際めクロス七クシg ンのデータである）》

CTable 11.1〕 デ 一夕

O  — -------------------------- — -------------------   . ........... .....

(1)
(2)
(3)
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〔Table Ih  5〕 逆行列ぱX )ぺ （有効椅数18衍)
(1) (2) (3)

( 1 ) 2 3 3 9 5 9 .  94… 一■1365. 6685'- 一 232668.16 …
( 2 ) - 1 3 6 5 .  6685 … 10.353032- • • 1 3 5 6 . 4 6 5 5 -
(3) -2 3 2 6 6 8 .1 6  - 1 3 5 6 .4 6 5 3 - 2 3 1 3 8 4 .7 4 -

〔Table 11 .6) (有効祈数 18格 )
(1)■ (2) (3)

( 1 ) 1 . 0 0. 0 ’ ニ0. Oio3
《2} O.Oizl 1 .0 0. 0.23
03》 O.OuJ 0. Oiol 1 .0

注）0. Ofcは小数点以下0 がk個統くことを示す。

11.3〕の逆行列より高いことは一目ま然である。CTable 
11.6〕ははぱ完全な単位行列といっても差し支えない。

， , . .■ '

ォM 数を8 格と18格にした，2 フの実騎で積和行列 

と逆行列精度が非常に違うととがわかった。それで 

は実際の问帰係数や決定係数の定値はどのようにな 

るか見てみよう。IBM 1 6 2 0を 8 IS精度，’1ゐ祈精度で 

計算した場合, IBM 3 7 0を単精度,倍精度で計算した 

場合，U N IV A C 1106を単精度,倍精度で計算した場 

合の6 通りにつ1/、て同じプログラふで回帰分析をして 

みた。との実験結果は〔Table 11.7〕にまとめた。が 

は決走係数である。

さて，雄精度の結果を3 機種につ、て比較してみよ 

う0 回帰係数在，/§!, /§*はすぺての値がバラバラであ 

る。定数獨^ 0に注旨して見れぱ, IBM 1620が 一 6166. 9. 
UNIVAC1106 力；一10259. 25, IBM 370 力*、一  53920.
と同じモデルとデータ，それに同じプログラムで計算 

した結果であるとは思えない程の違いである。IBM 
1 6 2 0と IBM370 とでは10倍も違っている。/§»につい 

ては，IBM 370 力♦レ 227.125, IB]yil620 力； -3 9 . 34, 
UNIVAC 1 1 0 6が 一15. 33 ...と似ても似つかない， %  
についても，力、なりの違いが見られる。それでは，回 

婦分析で21耍な決定係数がはどうであろう。本来， 

であるはずが，IBM3 7 0 では 一38. 7 9 と不 

〔Table 11.7〕 推定信の比較

思譲な結果でもる。また，UNIVAC 1106では1 .32 と 

1 を越えている。IBM 1620.は一*見もっともらしい値 

であ'る。ュコノ. メ ’トリクスの參門家は筆者がうそを書 

いていると思うであろう，しかし,この実族は実際に 

行なっており，評資結果も〔Table 11.7〕の速りであ 

ることは事;資であるレ 

ちなみに，IB M 370の精度ヤ得られお逆4^列に元_の 

積和行列を雄•けてみよう。〔T able11.のがそめ結果で 

ある。本来，この計算結張は単位行列になるはずであ 

る。t r算譜差がどのくら、、ひども、ものであるかがわか 

っていただけるであろう6
CTable 11.8〕 ( X X ) パ. {X'X)  (IBM 単精度）

い) (2) (3)
(1) 3.0 1 .0 —15i 0
(2) 0 .0625 1.0 0.125
( 3 ) . —2 .0 0 .0 17.0

この計算にお、て IBM 1620 ■tr有効衍数を8 析にし 

た時の結果だけを入手していたならば,研究者は 

0 .9 43 ...なる結果に満足しあるいは不思議に思いな 

がらも，この分析の結論をとんでもない方向に導くこ 

とになったかもしれないめであ*る。

それでは，倍精度の結果を息てみよう。驚くことに, 
単精度:"Cはあんなにバラバラでゥた回帰係数が3炒 

種とも完全に致してしまったのである。:決定係数R2 
も同様である。そして, 正確な決定律数 m . e 8 5 i -  
であったのである。’単精度の結果からは倍精度の結渠 

は想像もできない。

単精度の時のIBM 3 7 0 と U N IV A G llO eの決定#  
数は，そとに何か異常なことが起ってV、るという警告 

にはなるが，コンピュータ一への不信感は暮るぱかり 

である。多くの読者はこの結果にび'っくりしたで、ちろ 

ぅ。..， .....

IBM 3 7 0や UNIVAC 1106の単精海とは有効衍熟が 

何衍なのであろうか, また,倍精庶ではどのくらいの 

長さになっているかをP3ベてみる必要がある IBM 
(l/i ^ 0  +  Ui)

00 7§2 が

i)i IBM 1620 (8  IT/)
m  IBM m  o m m
め: UNIVAC 1106 (IM 度〉

-6166 , 900 
-53920. 000 
-10259. 250

-39 .34000  
227.12500 . 

-15 .33886

6225.400 
53472.000 
10297.125

0. &43B34 
-38 .799500  

1.321545
倍 IBM 1620 (18#;)
粘 IBM 370 m m )
度 UNIVAC 1106 m m )

-1 2 5 4 9 ,2 8 1 -  
-12549. 281“ . 
-12549. 2 8 1 -

-2.0393172**  
r-2 .0393174- 
-2.0393172* <•

12570. 4 3 3 -  
12S70, 4 3 3 -  
12570.433."

0.68513949- 
a685 i3 9 60 ，，. 
0.68513950-•<

AA(,690)

ま 癒 る が ゅ ポ ，■な" ，，;撒 !a a a胞 效 3 ^ 雄 域
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拓 済 分 析 に お け る コ ン ピ ま - * タ ー の 譲 差 問 題 （そ ぐ ）

370や UNIVAC 1 1 0 6のような巩用コンピュ‘タづも 

16進法とかク進法といゥナこ, iO進法<^概全に慣れてい 

る一般の読者にはわかり難い^^^算原理を採用してい 

る。10進法の析数に換算すると，おおよそ次のように 

なる。

IBM 370 単精度 6, 3 ~ 7 . 2 格

倍 精 度 15.9〜16.8 格 

UNIVAG 1106 ，精族 7 '8〜 8‘ 1 板

, 倍 精 度 17.7 〜1 8 祈

この実験結果から，エコノ メトリクスにおいては可 

能な限り板精族でft-算することをすすめたい，単精度 

で針算している場合でも，今回の実騎で見たようなこ 

とが起らないこともあるだろう。しかし単精度だけ 

で計算をしている眼り，計算:結果が誤差を持っズいる 

か否かは全くわからない。もし, 決定係数が1 を越え 

ると力S 負になタとが，回帰係数の大きさや符号条件 

とぃった理論的に制約めある僮が異常値をとるよう 

なことが$>れぱ,幸運にも計算誤差が相当に発生して 

いるということを知ることができる。しかし,こめよ 

うなことは稀't 、もろう’。 この点，倍精まで計算してい 

れぱ安心できる結果を得をことができる。

： .-■ ■ .

1 1 . 2 クライン，モデルによる実験 

前節と同様の実験をL. R. K lein〔5〕の ModelI で行 

なってみよう。K leinは,このモデルのパラメ一ター 

を最尤法によって計測しお。計測した当時は1940年代 

後半であるから，まだ今日めような:^ンピュタ .一 は 

存在していなかった（ぺXシルバア大学の作機である 

ENIACのようなt iンピュータ一の時代であ>る〉'。このよラ 

な時代に■, Klein Model ! のバラメータ一推計作業を行- 
なう ことはさぞ大変な作業であったことだろう。

Klein M odelI め原型は，次のようなモデルである。 

G—ao+dilJ- \  +  a2fl 4-a3(W i+W j) +«i 
I= /3o  +  /Si//_i+/32K_i +  jQ J7+^ '
W i ニ n + y i a  ニ 1 9 3 1 )+ y 2 ( Y + T ‘ W2〉_i 

,+ r 3 (Y + T -W 2 )+ " 8
Y + T = C + I+ G  
Y ^ yj +  W i+W *
JK ニ I

記号ぱ，以下の通’りである。

C ：消費需耍, I  : 投資需要，G ：政府経常購入 

+ 純輸出，W i :民間貧金所得，m  :政府貧金支 

払, び：法人利潤, T : 法人所得税，Y :国民純 

生摩，K : 回1定資本ストック

このモデルは，G, I, Wx, 77. K, Y の 6 つの内生変 

数を★む over-identiiiaWeなモデルセもる。

最尤法は, ある条件の下で鞭® 的な有効性を持ち，

力、つ一"致性を持ったバラメータ-"を与えてくれるが， 

計算手続が大変なので-致性を持ぅたバラメ —タ-"を 

算出するニ段階最小白乗法等-の推定く次々と開発さ 

れた。 /
Klein 'のModelI のパラメ'一ターも，.その後,.数人の 

学者の手で檢时されることになった, T. J. Rothenberg 
and'C. で. Le郁 iers〔6〕は上に示したKlein M o d e lIを 

そのままの形でK ld t iと全ぐ同じデタ〔Table11 .9〕 
を使って，Hi段階最小自乘法で再計測した。その結果， 

K le inの計測結果とはかなり違うづラメ'-ターが言十測 

されたと報告した（〔Table11.10〕めW欄と(2)欄を比較せ 

よ)。しかし有効衍数を何衍にして計測したかほ不 

明であるP '
とのことがきっかけになつで単に推定法の遠いだけ 

でなく，コンピュータ一の誤差累積問題が関係して1/、 
るので■はな、、.かという孽 \ /、を持'"P人々が現われた。R. 
Sum m ers〔力 は ，Klein M o d e lIそのものを用いないで , 
辨自の実験 ;??モデルを用いて，完全情報最尤法,制服 

情報最龙法，最小ま乗法,ニ段階最小き乗法ぎの推定 

法のン.ピュータ一精度を比較した。'.Summersの実験， 

では， コンピューターの有効析数が少ない時には，た 

とえわずか2.本め方程式からなる憧単なモデルでも , 
先決変数相互間の相関が高い場合は,バラメー  タ ^が  

不正確になるこ 'とがわかった。‘ Summersの実縫のもう 

一つの量要な結論は，彼の実験用モデル© 場合には ,
コンピュ一ターの有効析数を8 以上確保すれぱ,上 

記のパラメータ~誤差はほとんど全部解消してしまう 

という点である。

A. Zellnerは近年のエコノ メトリクスのめざましい 

進歩を推進した代表的な学者の一*人である。Zellnerを 

中心に幾つかの貴な'実験が行なわれている。Stroud, 
Zellner, and Chan〔8〕 はウィスニイシン州立大学で 

CDC1 6 0 4というコンピューター（有効衍数約11衍）を用 

いて, Kleii  ̂ M o d e lIの?？推計を試みた。やはり同C 
データ CTaWe 11‘ 9〕を用いている。RothenbergニLe6n- 
dersの実験結果と比較するためにニ段階最小自乗法を 

用いてパラメ*r タを計測した（〔Table11.10)のわ職)。 

Rothenberg^Leeiiders，とはとんど同じ結果が得られて; 
いることがわかる。

Zellner等は，この結跟を錦密feチズックした結果， 

計算手続にfri違いはなく正確に行なわれていることを

45 (6 P i)
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1 .5099 
.1309 
.1460 
.4392

1 .5002 
.1303 
. 1466 
. 4388

16.5451 
. 2153 
.0181 
.8103

16. 5547 
‘ 2162 
.0173 
.8101

(比絞不能） （比較不能) 
. 1 3 0 4 ' . 1304 
.1467 . 1467
. 4389 . 4389
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. 0173 . 01735
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一 , 1577. 
. 1502

16.55 16. 43
.2162 . 2141
.01730 .01172

, . 8 1 0 2 . 8162
20. 28 20. 20

.6159 . 6138
- .1 5 7 8 - .1 5 7 4

.1502 .1527
(比絞不能） (比絞不能)

. 1304 ,1248

. 1467 . 1250

.4389 . 4618

20. 2782 
. 6159 

- .1 5 7 8  
.1502

16. 5547 
,2162 
. 0173 
. 8101

20. 2782 
.6159 

一.、1577 
. 1502

1.4969 
. 1303 
. 1466 
‘ 4388

確認した。そして，〔TaWe 11.1のの (1)欄の K le inの 

站果との遼いは,パラメータ一推計方法の違いによる 

ものであると結論した。しかし，《3)欄の結果がニ段階 

最小n 染法の場合の正しいパラメータ-*で をかどう 

かはホij定できなかった。

その後，ZellnerとThoWiber〔9〕はシカゴ大学でIBM

7094 を用いて同じ樊験を行なった。その精果，IBM 
7 0 9 4の倍精鹿（お効格数約17格）では〔Table11 .1のの 

(4)欄が, 取精度（有効衍数約8衍〉では{S)欄がそれぞれ 

計測された。この実験から得られる結論とし';C, 単糖 

度で評算したのでは, 正しいパラメータ"は得られな 

いという'と，とがいえる* .
46(692)

180.1
182.8
182.6
184,5
189.7
192.7
197.8
203.4 
207. 6 
210. 6
215.7
216.7 
213. 3
207.1 
202.0 
199.0
197.7
199.8
201.8  
199.9
201.2
204.5

2.7  
一  0. 2

6. 2
3.0
5.1  
5.6
4 .2
3 .0
5.1

一 3. 4 
- 6 . 2

一 3 .0
1.3
2.1 
2.0  
1.9
1.3
3.3

I CTable 11 .1の Klein Model I のパラメ夕一比較

( 1 ) ' , ( 2 )  (3) (4) (5) (6) (7)

K i m m B f l W W ■ 曹  m i m r r m r T " " " * "

r三旧学会雑誌j 68卷 9 号 （K>75ギ9 月）

CTable 11 .9X Klein Model I のデ一夕 

e  I G Y + T  K-, n W. W .

I
Mi験の種類，Klein R—L Zellner 1604、

パラメタ' /CDCm x f k ) (有効街不明）U i祈
Zellner Z e l l n e r 鳥居. 能)I : 鳥居.漸许鳥居•新并 /IBM7094\ /IBM7094\ /IBM1620\ /IBM1620\ /UNIVAC \b 精 度 i I単精度 i U t r  / W i  I Ui06信精度ん

Irホs

iBl ; ^K ' I

:m
I
，i
I
、るi.'を

1

1
I

m
a
m

1
 

7
 

7
 

8

2
 

1

5
 

4

3
 

o 

1

1
 

« 

• 

• 

• 

# 

•

2
 

™ 

i

9
 

8
 

2
 

5
 

7
 

o
 

8
 

1
 

5
 

5
 

2
 

0
 

1

.

1

1.60  
13 

.16  

.42

2.；
2.-
2.!
2.1
3.
3.
3.:
3.
3.
04.'

4. 
4 ‘
5.
5. 
6 ‘

6. 

7. 
6. 

7.
7.
8. 

8.

ん
 

5
,

 

S

 

S

 

ム
么
ル

；
^
 

c 

I
 

w

12 . '

12.-
16.!
18.-
19.-
20. 

19.1 
19.： 
21. 
21. 
15. 
11.
7.

*11.

12.
14.

17.
15.

21.
23.

8
 

9
 

0
 

2
 

6
 

6
 

1
 

2
 

3
 

8
 

0
 

9
 

6
 

5
 

7
 

3
 

7
 

7
 

5
 

6
 

o
 

7

1920
1921
1922
1923
1924
1925
1926
1927
1928
1929
1930
1931
1932
1933 
1934,
1935
1936 
1937-
1938
1939
1940
1941

I
 

3 

o 

1

.

2 

2
 

3 

o 
2
 

o 

4

2
 

6

7
 

7 

5
 

1

.

7
 
6 

3
 

7 

9
 

:

仏
报

 ̂

 ̂

 ̂
^

t
 

 ̂s.

讯
报
サ

s
’他
m 
^
他
ル
ぬ
，

m

4,
6.

Y
7
 

C
p

 

1

7

(8)



経 済 分 t i f に お け る コ ン ピ ュ タ ー の 謝 塞 f i g 題 （そ の 3 )

Zelliier等の実驗は，実証分析家k l貴重な警告を与え 

た。しかし，以上の実験だけでは，^有効術数が大き 

いはi ，安全であるJ ということがわかっ:feだけである。 

有効衍数を何格にすれぱ安心力きる力、という疑間には 

答えられない。 .
，維者達はこの疑問に答えて，有热ポ数の信頼限界を‘ 

算出するための一# 的タルールを見つけ•出すととは不 

可能でほないど考えている。；まおそ；h r は,俞に述ぺ 

た誤差限界の推定の理論が役に☆:つと考えてレる。し 

かしそのような方法をシスチムイ匕して-"般的に利用 

可熊にするまでには, まだL ぱらくの時間がかかりそ 

うである。

そこで，ここではIBM 1620を用V、て,有効お数の 

信頼服界を経験的に?i がめてみるととにする。すなわ 

ち, 有效祈数を1 析ずつ増やしながら計測を綴り退す 

のである。有効衍数が小さいうちほ計制たびにパラ 

メー 义ー値は変化するが , 有効就f数がある大きさ以 

上になるもうそれ以上は有効格数を増やしても同 

じバラメーター値が得られるだけになる。

私達の実験ゆ, 有効If?数 8 抱の場合がら出発した。 

その結果は〔Tれb l e l l . lのの (6》欄に示してもる。そし 

て有効格数を次第に上げてみた。その結果, つ!/、r 有 

効祈数18祈のととろでパラメ" ダーは安定しすこ。 この 

結果は〔Table' 11.10〕のけ)欄に示してある。

とのぎ験による私達め結i r はこうである。「Klein 
M odelIjの場合，誤きりな\/、パラメ"ターを得るすこめ 

ぬ も 10進法でIS衍相当の有効椅数を持つコンピュー 

ターが必要でもる。

そのようなP ン，ピュ" ターが,私達の手近にあるだ 

ろうか。それが次の問Mである。 般に使われている 

コンピュータしは，IBM 1 6 2 0のような可7ぶ長コンピ 

ュータャではない。よほど特殊なことをしない服り単 

精度と倍精度しかち0 得ないのである。そこで,色々 

なコンピュターについて倍精度で同じ実験をしてみ 

て，その結果をCTablo11 .10〕.のC7)欄と比較してみれ 

ぱよいことになる。私達はまだ，すべての代表的コン 

ピュ一ターについて実驗を終っていない。現在までの 

突驗では，IBM3 7 0を倍精鹿で使用した場合には.精 

庇が若干恶い。UNIVAG1 1 0 6を倍精度で使用した場 

合は〔Table1：U 10：! の(8)欄に示すように，C?)欄のパラ 
メ一ターと完全に一 致̂しているととがわかる*.

1 2 . 変数変換に .よる回帰r分折

分析において安心して使える精度の回帰係数を 

得るためには,倍精度で計算すれぱよいことがわかっ 

た。をれでは，コ ン ピ -•タ一を倍精度ヤ使えぱ常に 

安心できる結果が得をわ^るかというと,必ずしもそう 

でけ!ない。 コンピュータ一を倍精度で使用するだけで 

なく, エコノメトリクスのアルゴリズム（計算手順）に 

も:G失を加えて, 分析結果の精度を確保することを考- 

えなけれぱならない 

回帰分析の方法はエコ'ノメトリクスの教料書で、は，

原海まわりの積和行列を用いるか，平均i i まわりの積 

和行列を用いるかの3 通りしがない. しかし,とれを 

a ンピューターのプログラムにレて計算する段になる 

，と,''実に色々な.アル'ゴリズムが考えられる„ 回帰分析 

の糖度がプルゴリズムによって大きく左右されること 

を初めて確かめたのはLongfley •である。. しかし，彼 

の指摘れ一向̂にI I証分析まの注意をひかずに今日に至 

っ.てV,、る》.
また，R. H a U も横和行列での誤養累横をできるだ 

-け小さぐするために，変数に刘■し色々な変換をはどご 

して回帰分析を行なうことを提案した。現在，よぐ行 

なわれてい，るアルゴリズムとしては，次のようなもの 

がある。

第 1 は, デ一タのオダー調整を行なう方法である, 

しぱしば, 計測に用いるデ-•タ め オ ダ " が非常.に大 

きく違って、、る こ と が る 。 とのような場合は,あら 

，かじめデータのオーダ-•を摘えておいて回帰計算を行 

ない，後力回帰係数© オニダーを元’に戻してやるとい 

うものである。' とのオーダー調整の効果は大きい。卖 

驗をしてみよう* '

CTable1 2 .1 )のデータを用いて，次式の回Mモデル 

を計測してみる。コシピューターめ有効析数は18祈で 

行なう》

1/{ -  /?0 +^1«1,• +  +  /33»3i +  (12.1)
オーダ一調整は, y とa；i に撤えることに:する。従ゥ 

て, には 1 0 »を掛け， には‘1 0 4を投ける。オー 

グー調盤をして評測した結果は，計測後,元に戾して 

やる。とのようK レで得られた ff•測結果はCTable 
12. 2〕に示した4 オーダ~調盤をしない場合の結果と 

比較してみると, % , 為, んは上の2 衍しか一致して 

いない。また，/?3 も上3 析しか—致していない；この 

結果から,ダー調盤が有効てホることがよくわか

m e m

■?!?*»»!
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〔Table 12.1〕 デ一夕

■ V CCi X2 が3
51799. 347553. 0 .009^262348 74 .80
62438； 382250. 0 .0098088860 68.60
68740； 390914. 0.0098045541 64. 90
75325. 398572. 0. 0098007246 6 1 .30
77582. 403439. 0. 0097982906 6 0 .15
84601. .425640. 0. 0697871904 59. 60
91306. 442533. 0. 0097787436 58.10
97588. 456576. 0. 0097717719 55. 80

108879. 489343. 0.0097553383 54. 95
118636. 516337. 0. 0097418414 54.55
133240. 540252. 0.0097298838 53. 20
149611. 580666. 0. 0097096770 52. 65
167055. 624872. 0. 0096875739 52. 35
174287. 634023. 0. 0096829985 50.00
184668. 6B1586. 0, 0096742166 48. 65

' ■ ■ ,

〔Table 12.2) 回帰係数の計測结果(有効祐数18衍)'.
オーダー調#をしない場合 オーダー調整をした場合

/3o - ■9784850536. -9739020328.
489. 659 487. 368

/?2 978475284721. 9738923を1331.
ル -1 5 4 .7 3 7  - -154.316

るであろう。 ■■
第 2 は，平均値まわりの積和行列を作ってII*算する 

方法である。この方法はエコノメトリクスの教科■書が 

教えて、る方法なので詳述しないが，回帰係数の精度 

を高めることになる6 V
第 3 は, 直交変換の方法である。これには色々な方 

法があり，その効果はまちまちである。この直交变換 

の方法についてほ稿を改めて書くことにしたV \  
最後に, 上の第1 , 第2 の方法のま数変換のアルゴ 

リズムを示しておこう。

説明7ぶ数マトリックスズに次のような変換をはどと 

して新しい説明変数マトリックスZ を作る。

Z  ニ XS (12. 2)
S は，説明変数の数をV とすれば， (p + 1 ) X 1)の 

正則行列である。ぶがどのような行列で,どのような 

变換能力を持つかは，後で述べることにする。また， 

an帰係数/ ? は （1 0 .1 )武で計算される。再述しよう，

き (12.3) 
(12, 2)式で変換した新しいデータ么を使9 て(12, 3) 

武と同じ手統をとれぱ，私達力，、本来求めている回倚係 

数 /9‘ とは逸う© 0 係数ろAが得られる。すなわち

(12. 6)

6 = ひT'め -iZ'p (12.4)
である，この（1 2 .4 )式で計算した回帰係数S はコン 

ピュータ一誤墓の被害をあまり受けていないはずであ 

る。キこヤ'，回掃係数えら本来求めようとしている 

回婦係数/^を評算できればよい。その方法は次式であ 

る。. .
f i=Sb  、 (12.5)

これは次9 ようにして誕明できる。（1义2)式を書き換 

えれば

X = Z S -、

である。従っズ

き= i X x Y 、x ’ir  
= {{ Z S ~')' {ZS~^)}- \ ( Z S - y y  
= { ( s - y z ^ z s - T H s ~ ' ) ^ z ^ y
ニ 5 (么'め - ssr'(s-i)'め /
ニぶ(2?メズ>ー1名'!/
-<s®

となる。よって, ひ2. 7 ) 式は a 2.5) 式の手続きが正 

しいことを示してV、る。 \ 一

ぶ恋换行列について述べよう。まず，オダー調整 

を行なうには，/S変換行列を次のようにすれぱよいこ 

とがわかる。

- 1
10"* 0 (12. 8)

(12.7)

S: 10»2
0 10V

ここで，nu 712,- n p は,それぞれ対応する説明変数の 

オーダ'-調整したい数である。 ， .

また，上の第2 の方法の平均値まわりの積和行列を 

作る場合のS 変換行列は, 次のようにすればよい。

1 ~ X l .一念 2.‘，一が J)'
1 0S:

0
(12.9)

ここで, X I , ：̂2, を P は，それぞれ対応する説明ま数 

の 平 均 値 で あ る 、 

このように，この5T変換行列のを少し変えるとと 

によって，色々な変数変換が可能となるのである。
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