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経 済 分 析 に お け る コ ン ピ ュ ^ タ ー の

誤 ! !問 題 (ギめ1) :

—— 誤差問題のIS大性とその分析方法一 -

鳥 居  

新 非

:.f

洋
 

泰

.益

1. 問 題 提 起

私達2 人の著者は，実証的な経济分析の仕事に携っ 

.ている問に，コンピューターの精度問題が分析の精度 

.に非常に大きな（というよゥはむしろ決的な)影響を及 

.ぽすことを痛感した。それは，時には，経资理論，エ 

コノ メトリクス，統計理論策の理論的情度をはるかに 

超える大きさで私速の分析站来を携乱することさえあ 

.る6 私達2 人の著者は，以前にも一^庶この間題をとり 

.ト.げて注意を喚起したことがあるが，ここに同じ問题 

をW提起して読者の注意を促したい。

1960年以後の経済分析の進歩は5)̂ に著しい。第1 K ； 

経済理論そのもの力;精密化された。第2 に，実I tゆな 

経済分析の方法論'るエコノメトリクスが進ン少した。 

第 3 に, 高速.大容量のコシピュ一クーが普及した。こ 

れら3 つの進歩によって，大量のデ一タを処理し経済 

理論の仮説を触めることが可能になった。また，大型 

め複${̂ な経済モデルを測范して突^的な経済モデルを 

作成し突際の政策判断を用いること力河能となった。

既に, 多くの® の政策当局が， 济成提や景気変動 

め過段を解明し，経済の速行をシミュレートするだめ

エコノメトリック‘ モデルを作成している。これは，

明らかに，ケイ.ンズ理論とその後め新-お典派逝論の発 . 

膝， コノン .ド. ! ) . ク‘ 進歩，. . . コ..ン..ピ，i t 一ターの ! § 達 ‘. 

と許及によ高ものでる。また， レオンティセフが開 

発した座業速 [ M ]分析も， 大な並礎統計の収集 ‘ 集 1 M ‘ 

と大躲摸な行列演算がンピュータ一の力を借りてポ 

能となった為に，今では多くのの政策当局がホ際に 

採H i すをようになったレC のよう,に，経済分析はもは 

や机上の理論ではなく，現史の経済問題の解決のナとめ 

に本格的に応用される段階に至っている 

今後は，私违が j i i：面すも現まの経济問題はを分，今 

迄よ‘ り一眉大掛りな経済分析を必要とするよさにな.今 

であろう。：たとえば，国際通货* 金融問題，開発途上国 

援助と産業の i l 際分業等: の問題は',各国のま粟連関ま 

と世界質きマトリクスの速動といった途方もなく大規 

摸な分析を i 、要みしている。また，今後に予想される 

各国の现突的な経済計画の方向ゆ，複雑なポリシー，

ミプクスと業構造政策の週沢に深く立ち入る必要に 

rttffiiしている,。これらは'/、ずれも，デきとは比嫁にな 

らないほど高庇で大规摸な分析計算の時代ヵ觸来する 

ことを示唆している。 '
ここにWゥたけ0題がある。コンピネークーを使いさ 

えすれぱ経清则論とエコノメトリクスが教えている通 

りの分析計算がyd行できるかというと，実はそうでは 

ない。炎はコンピュータ*-は私達が劣えているほど正

(注） とのfiif究ノートは，劇®義糖火学産‘業研究所および情報科学研究所にお、、て鳥;《̂̂ •新井が行なゥている共同研究の成 

果の- 部である。 '

こめ研究ノートは鳥廣•新非として既に発来したものに加策訂正をした。この問題につ、、て多くの人ダの注意を喚起す 

るためにあえてW 論することとした。 .

この，コンピューターの精度問題の分析に[も n ンピューターの-お効{̂!数をa みに遍<えて精虔実驗を行なう必gお•'、もゥ 

た。この竹殊な实験の為に，他界でおそらくただ1 fnこなってしまゥ'たホ的なコンピューターであ>るほ!想義熟-人学す/ 

科学则究所のIBM 1620y/s, rvariable length machinojとしての機能も発}1|{した。この’ホい機械の維持の為に研>'li所と 

I B M社が仏ってきた努力にほ謝したい。
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確無比な計算用真ではない。使い方によっては，1+1 
の答が2 にならないことさえある旧介な計算jjj具であ 

る。今までに腿分沢IIIのェノメトリクスの解説と研 

究の® 物が刊行されたし，随分沢山の史証分析が行な 

われたが，これらは, 、ごく少数の例外を除いて，コン 

ピューターさ免使えば完全に理gj通りのHI.算ができる 

という盲信の下に行なわれていた。 ’

私速2 人の著者は, コンピュ"ターを使って経済の 

分析計算をする楊合，評為誤差が、かに:A;きな問題を 

提起するかを示そうと思う。そして，計算誤差の大き 

さを探る，方法を示そうと思う。その上で，経济分析に 

最も頻繁に用いられる分析g|‘算の1 っである回も！}分析 

を中心に，コンピュターの,誤差間週が提起する困難 

をどのように処理するかを考えてみたいと思う。

.2....コンピューターから発生する 

計算誤差の宾例

ンピューター力*、rg-|.算間遠いJ を犯すことは殆ん 

どない。しかし，その答は,「はとんど常にを含 

でいる。J 計算をIHJ違いなく奨行するということと 

計算に認差が含まれることとは別のことである。この 

ことは，コンt fA * -ター，サイj：■ンティストにとって 

はごく当り前のことでもるために， ンピューターの 

尊門家でないュ、ザ-のに触れる形で譲論が行なわ 

れなかった。経济研究者の間でも，R. Hall C 2 〕や . 
Longley〔1 ) 等のごく少数の例外を除いて，~-般に 

はコンピュ^ クー詔差問題はあみられなかった。‘
以下3のつの具休例によって， =3ソピュータレは 

かくも油断のできな'z、代物であるということを認識し 

て頂きた,い。

〔具体例。 ’

2 次方程式の根を求める問題 

a；2.+(X 4002a!+ 0. 00008 = 0 .(2.1)

恼堪な問題である。 2 次方程式の极の公式

一み;1：
2a. (2. 2)

に （2‘ 1 )式の係数（a = l ,  6 =  0. 4002, <3 = 0, 00008)
を代入すれぱ恨が計算できる善である。 —
いま試みに（2. 2)式の大きい方の很ニ±ヒ乂どニ4̂Lりー

2a

を手,シ:算でin確にm ダしてみよう。 答を知る 

ために，4 洽 5 入，切り上げ，切り等のまるめ 

の操作 (rounding)を行なわないでf |，算すると，答

は下のようになる。

な= -M OOg + \ / 0  4002* -4 X 0 . 00008 
2 —

‘ 一0. 4002 ト V0.1M6004^70003^

， ■ < 2 .

-0. 4002 + 0. 3998 '

2 V . V'-'V；： ^
ニー 0 . 0 0 0 2

この根 (a;=：-0. 0002)を (2.1) ためお辺に代入すも 

とプf:辺はTH確に 0 となって右辺の0 と等しぐなるか. 

ら, この根は正解である。 ' '

次に，同じ-計算を，イ/効析数が4おのV ンピキ 

クーで爽行してみる。答は-0. 0[)025となる。との 

答を（2.1)武のお辺に代入しても左辺はb にならな 

い。 ぐの^^は O.OOO05 め熟墓を# ゥてレ、る。正解: 

-0. 0002)に対して2 5 % 0嵐塞，である。：

コンピュ" ターの有効:！̂数を 4祈から 5 6格

…..‘と増やしてみると, 同 じ (2. 2) 式の評算結東は 

〔Table11のようになろ。〔Table I〕には記入してな 

いが, コ；̂ピ " ターの有効街数を:9格 , 10格 .，...‘ 

と更に上げて行っても, も は や 誤 差 じ な い 。 

〔Table .1〕 コンピュー夕 一|こよる計算結果

コンピュ一タ
- のお如衍数 .評算紹果 m 差 m 差率

4 析 

5 析 

6 祈.， 

7 -l̂r 

8 祈

-0. 00025 

-0. 000205 

-0. 0002005 

-.0. 00020005 

-0:0002

+ 0.00005 

+0. 000005 

+ 0. 0000005 

ナ 0. 00000005 

0

25% 

2,5% 

0. 25% 

0.025% 

0 %

以上のポ験から，{りコンピューターの有効析数がを） 

る程度以下であると計算f 墙力';発生する。‘ {2》お効;!̂  
数を增やすにつれて誤差は小さくすみ‘ 有効祈数 

'，かちる程度以上になると誤差は発生しない。この奨' 
例から, 計算斜差の発生の原因はコンピューターの- 
有効衍数が不足しているととに関係があるらし、と 

いうことが推察されるであろう。 '
び、-休例"
マクロ — リン城|jHによる sin?Tのきj.翁

3 

一
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i
s (2. 3)

(2. 3)式が有服のだについてsin ft；の近似fiTiを与え 

ることはよく知られている，また， との公式は， 

「演算を途1|>で打ちli[)ることによって生Tデる真の値: 

と近似値の谱の絶対値か切捨てた最初の填の絶対 

値よりも小さいJ ことが証!j)Jされている。:
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経済分祈におけろコンピュ• -タ*-の誤差問鹿（その1)

ととろで, 私速はsin 7Tニ0 であることを予め知 

っている。コッピュークーの精度がどの殺ぽのもの 

であるかを確めるために計•をさせこ結果を〔Table 
2〕に示してある。イぎ効衍数が16祈のコンピュータ 

一でもsiii 7T==0の正解にくらベてかなわ精]薄が賊 

いことがわかる。

この実験から，誤差の照山にぱ1>コンピュータ一 

わ有一効祈数の不足だけでなく，②演# 9 ,レ止も関係 

しているという推察ができる。

.〔Table 2〕，sin tt  の計算，

コンビ;X タ '―の
お 効 数

, sin 7T.の計算結来

4 祈 . 0. 001033
6 m 0. 000014099

8 祈 0.00000009465-

1 6 格 0. 000000Q1999 ---•

〔具体例3 〕

2元速立方程式の解を求める 

5a:-  3311/ニ 3. 6’ .
6;c_，397vニ5. 2

(2.4)

(2.5)

(2. 6)

It 7)

(2.8)

この間超の解を手計算セ正確にまめた結ホは

« ニ 3 3 1.7 1 ’

2/ニ 5. OOOj

でもる。こcb解を (2ン4) 式1；̂代入してみれ*iギ正確に 

左辺と右辺が等しくなって，おしシ、解であるととが 

確め >̂れる。

この問題につい"T策味坪い実験を行なぉう。(2. 4)

式の下の式の右辺に観測課差がちって5‘ 2 が5 .1 と 

なっズしまった處、含を想矩する。誤差率にして約2 

測孰^"e ちる。このために口ンピュ一タ~に 

.-解かせる連立方箱式は' (2. 4 ) .式の仏リ (2. 6)式と 

なる》 '
5»-331t/=3. 5|

—397?/ニ 5 ,iJ 

この(2. 6)-式の解は -
ニ 298. 61

I/-4.5 い , .

.となっセ, もとの解(2‘ 5〉;式とは大分かけ離れたも 

..めとなるレつまり，元の方程式の係数*̂ A にわず 

カぃ2ダの観測誤差があったために》解は10% 近い翦 

塞を含んでしまみたことヤをなる。

次に，同じ（2.4)武に'タいてもう1つの爽騎をし 

..，てみる.。..コンピュ >-，.ターの有効格数を:5.祈にしてお

V 一一-  55(555)

いて（2. 4)式に次の値を代入する*

® ニ 358'181 
y ニ 5, 4 J

(2.め式ゆ正解(2. 5)式にくらべれぱあまりに■力、け離 

れていることは一H 瞭然でるが，とれを（2. 4)

に代ネ̂すると，実に驚くべきととだが左辺ニ右辺力； 

成立してしまう。コンピュ一タの有効衍数が変る 

と, 全く違う数値力*mH解となり得るのでもる。

この例題の(2. 4).式は,..グラ.フに描、、ズ:みるケ非 

猪に接近した2本のカ與式の述立解を求める問題で 

あることがわかる。このように，問題の性質からく 

る誤差もま_>をととに注0 する必要があるレ,

3 . 誤 趋 の 源 束
；■ , ' ,■ . ..，，.，-，.... .. ■

以上め真体例と実験を通じてみると，次の4つのタ 

イプの敦達が発生.し'^いたととがわかるよ 

《0 コンピューターの有効街数の不足による誤差 

(2》演算打®りによる誤差 ■

(3)数値げータ）に固おの誤差とその増幅による譲 

塞

イ4》問題の性質に由来する誤差 

以下では, C：れらの誤差につV、.てみることにするが, 

れに先立らて誤i を次のように；̂̂義する約ポとする。 

絶対誤差

. ほニ X - X  I ‘

相対誤差 •, •

S 又 X - X  
X — X

但し，X  tネ真P 値 , Xは誤差を含む計算4Sである* 
なお，相対誤差の1H.算において，一般には，分母はX 
.ではなく X.を川いを。しか.し今,.,.，.私速5■こ.とマて.真の値 

X は未知数である。クごこで，相対誤差の5̂ 義には分母 

にX (Jが) 値)の代りにx (g iM a )を川いることにする，

3.,1 Hounding Error '
, ンピュータド誤兼の中で最もざ要な意味を持つの. 
は imining ema•.(.ま..る,めの誤算）でも.るレ.:そウ.他.*P觸辑;. 
の誤差（後述〉力';全くない場合でもr|)imdittg errorだ 

けは避けられない。 . 1
rounding errorとは何かを卸るため.には, . .コ.ン チ'：，. 

一ター内部で数値がどのように網憶されるかを知つて 

おく必要がある。コンピューター.はどのような欲値セ 

も扱‘えなけれぱならない。正の数値と:の数値は勿論

I — 1 1 —
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:のこと，絶対値の大きい数も小さい数も,俯数の多い 

数も少ない数も同の基準で极うことができな’けれぱ 

ならない。

商業ぺッスの製造コストの範囲内セとの13的を果た 

すために,一般のコンピュ、，タ一は数値の基準化まfc 
は正規化(normalization)を行なって，コンピ .じタ一 

内部での数値ま現方法を統一している。いま理解しや 

すいように10進法のコンビ" ク"を仮想して説明す 

ると，数値の正規化というのは,『どんな数値でも小 

数第] 位から始まる数{直と10の幕乗との積として表現 

することJ である。たとえば \  .
13570000.0 

という数値は 

‘ 1357X10®
として表現する。同様にして 

-0 .  00000013579 

という数値は -
13579X10-*

:...として表現する。‘..即ち,，いかなホ数値も有翁数字の部 

分と小数点位置を調整するための指数部分め組み合わ 

せでまわすのである。有効数字を表わす^̂ ^̂ 分を jmah- 
他数部)，1 0 の何乗倍であるかを表わす额分を 

exponent (指数部) と呼ぶ。

ところで，正規イ匕には不可避的にねunding error が 

っきまとう。それは，飯数を一度の祈数に制限レなけ 

れぱならないからである。#殊なコッピュゴターは別 

として，一般に用いられている沉用コンピュキタ一セ 

は mantissaは （10進法に換算して）7街〜IS街で'ある。

たとえぱ 12345.654321 0 .0 といぅ格わ数値を 

mantissaが8 相"のコンヒ*ュータ一に■格 ホ す れ ぱ ‘ 
.12345654X10** - -

として格納することになるから，右端の3 2 1 0 .0は切 

り.捨，て.られてしまう。.. 'これがrounding ei^orであ,るみ.
爽際の饥用コンピュタ一の大部分は10進法ではな 

< , 2進法，8 進法，I6進法さの方法で数値表現をして 

いるので，10進法©場合よりもやっかV、な間題が起り 

易い。た’とえば，10進法の1 /10は0 .1 であるから 

mantissaは1 衍あれぱ充分に格納できるが, 尚じ1/10 
を2 進法で表現すると

0.0001100110011....

という無限循潔小数になるから， 2 進法りコ，シピit —
タ一では1/10の記億に’ rounding errorがっきまと‘ラ '' 
ことになる6 このような例は枚举にいとま力(ないレ 

rounding errorは， に数値め格納Mけでなく , 2つ ‘

以上の数値の加観乗除を行なうと吏に深刻な問超にな 

■ る。’即ち, 演算実行前r は 输 M内に収ま 

っていた数値も涼算の结東★ より大きな有効格数を持 

つようになるから, 演算精果を格納するためK：はどう 

してもroundingを行なわなければならないととにな 

る。roundingの操作としては，「切り拾てj , •■切り上 

げJ, 'r四捨五入.1等が者え'.られるが,-..’ホ販されている， 

巩用コンピューターは殆んどがr|̂ jり捨てJ 方式を採 

用している。

4.章では，との r切り捨てJ によって生ずる體差の 

大きさを評価する方味を提案する。

3. 2 Trancation Error ’

前述の〔具体例2 D でみたように，いつまでも极数 

■ 計算を続けれぱ正確な答が得ら;jxるこi ;ヵ输っ ていて 

も，実際の演算はどこかセお*ち切らな^̂ れぱならない, 
演算のれち教り（trarteatkih)は,やはり不可避的に計 

算結東の誤差を生む。 '
最近の経済分析計算は,'.'非!^型モ.デルを始めとして, 

緣 遊 し f  I-算 (iteration)を必要とするもの力湖えてい 

る。これらのiterationを合む計算では,間域どとに 

trancation errorの力きさを評価しながら覚ね■切 b の 

限度，を♦ きわなけれぱならない。，.，

もう-^つの間題がある。FOI^TRAmこ代表される各 

種 :3ンバイラー.|[̂；̂は> log,:.’exp, tan等の.ライプラ.リー 

. サク‘ル- •チンが組;^込んセもる。これらのプル一 

チンの多くは, ' 級数展[33によって計算を行なっている。 

そめために前述のtrancation errorの不'☆が残るので 

ぁるレ .

例先は，Cobb-Douglaa型の生ま関数

; (3.1)
，を計測する場合を考えてみると，普通は

' logQ ニ logit，*l-(alogK.+ ĵ ‘ldgL. (3.2)
のよ5 をこ対数デ- タにらいてのi 型0 帰分析を行)^う。 

データの数の3 僮め ,K,L)だけ•©対数f i货 （級ぎ展開) 

をするのであるがら，そのナぐび1̂こtrancation'error力：
‘発生していることになを, この場合には，データの段 

階からして既に.ti•ネncation errorの介入が相当にある 

ことを予想しなければならない6  •,

3* 3 Inhorent Error
数値（データ〉 身がさまざまな誤差を持ち得る。経 

済統計の場合には，デ一タに1£|-イrの誤藍‘はlitけ兌できな 

い。..'inherent errorほ主と'Lて次の3 つの理|.1.|で発ヴづ
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経 ? ^ 分 析 お け る コ シ ピ ュ タ ー の 謝 善 問 題 （そ の U

する。
第 1 K , 観測誤達またレt 測定誤差である。経済統計 

の場合にほ,自然科学の観測誤塞にくらベて観測誤差 

り可能性は大きぃ。 *
国勢あや 3れ業所センサスは秀ぎ調査やあるが, そ， 

れでも r調查漏れJ, .「ニ量記載■!, r p 記入> .等の誤象 

が起る。ましそ大部分の経済統評は悉皆調査ではなく 

權本調，查であるから, 抽出レた標本が正確に母集0 を 

代ましゼいないために生ずるとt ろの「ぽ本抽出誤差」 

を合tfo
第 2 に，統計チ‘" タめ取り扱いのミズによつて生ず 

る誤き力まある6 調查原票の記人ミス,統計表のミスプ 

! )ント，デエタの転記ミス，力しド*>5ンチのミス等,

まとb て不注意よる誤り力ある。

不ま意に乂かて生ずるミスは, 原理的 "̂こは注倉'深す 

# 業をするととによつて防ぐにi ：カザきるが,不注意 

による誤りを減らそうとすれぱ作業速度が低下する。

をこで、,ある糧度不注意そスは止むを傳ないものと 

Lズ容認しでしまって,ミスの発見と事後処?aの合理'
な作業シスチムを考える方がよい。このことは，経 

済分析りためのデータ，ベースの設計と管理を考える 

41で火切な点である。

祐 3 に，統計数fiなを記述する摩の限界の問題がある。 

たとえ言* ,仮りに日本の'人ロを最後わ衍ま:で正確.に把 

えることができたとしても, それを台帳に書き留めた, 
り，印刷したり★ 力レドにパンチしデこり,磁気チープ 

.に記録しりホる場合に，完全fe最後の祈まで記録し 

切れない。実際Jこは, 千♦ とか と 、っナこ単位セ 

示してそれ以下の析を捨象することが多い。.このよう 

に, 夷盤可能な格数に眼库があるために，デ一タが画 

有0 誤差ぜ持らてしまデめ力を情でもるンi
V ，レ'.V....，...ぐ. バ- : . . ：. :パ. ' バス.'' ■ ■ ■: •' • .

4. Rounding Error の 性 質 .

TOX：仮数部の値 ，

e : 指数部の値

Ex： 誤差おE 規イ匕して衷わした仮数 

, t : 仮数の祈数

説明をわかり易くするために, しぱらくの間10進法 

めコンピュークーを想:^する。3.1 節で説明した正規 

化の力法によって薄-えれば, 仮 数 部 (mantissa) M x は 

次の値をとる售^̂ ぁ̂る。

^ ^ IW x K l (IXI-AfO の時) ( 4 . 1 )

: ニ0  0 X 1 = 0  の時) - ( 4 .  2 )

E x も一種の仮数であるが誤が0 の場☆ ももb得る 

から 、

0 < ! E x | < l  ( 4 . 3 )

以上の記号を使0 て真の値を表わせぱ

X  ニ饥) c . l O ，+ E x . l ( r ‘ （4 . 4 )

と表わすととができる。 '
( 4 .  4 ) 式め右辺! ^  2 項の、器 e -t h  r o u n d i n g とよゥ 

X 発生した熟塞をもう一度改めて;[ピ艇化するために小 

熟をシ桥おけ左に移動させたことを示している ’

( 例 ) . '

\niat)tissa .が.4 析のロン.ピュータ:r*.に.6 祈の数値 

12345.0を格納するとすれぱ.'マ'.''-，，....'

附  ニ . 1 2 3 4 ■

- ' « =  P - ，， ，

Ex-VB6 ： ‘ ..で:，..':' ，

’ 忍一i tニ5 — 4 = ^ 1

誤差BJx，10*ぺ は 「切り捨て」, r切り上げJ, r四抬 

五入J, 「偶捨寄入」等のroundingに;よつて発生する。 

f■おり播てJ やぜり上げJ に < らぺて「四捨モこ入Jや 

「偶捨奇人J の力が望ましいことは後述する。

4 . 1 . Roxmdirtg Erroi•の定式化

；；\ r tン ピ — タプカ可避的にminding，. erro；r を発生 

する理由は 1節で述べた通りであるV rounding error 
.の大身さは全くゾat, random .に決定する:ものであ'o .て,.
をこ1̂：1ぱ{̂ 1め媒则性も見出せ:をいように考えられ:がち 

であるが,’ よく調べてみると，そとにはある®の規則 

性が# 在する。

rounding error，の性質を走式イヒするために.，次め記：

号を用いることにする，

X ； 真の値
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も2. 切リ捨て體差の性質

ぱじめに，切り捨て誤差の最ネ限界を評価できるこ 

とを示そうC 4.1節で約束した記-号に加えて次の3つ 

の記サを約来する。

X ニm x‘10， : 切り捨てを行なった数値 

£xニ Ex，l(T« ■ : 絶対誤差‘

£X Ex-1びづ
X m乂 •10" 相対誤差

(4.1), (4.2), (4. 3)式で示したよ，うに' , E x とW3Cは 

そ れ ぞ れ 0ざiExlC l, ^ ^ iW x K lという範圓を持ゥ 

ているから，これを使ゥてお対謝墓の最大限を知るこ 

とができる。

麵 ■"物--” - T
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1X 10,
0 .1X10, 10* 10トI

(4,5)
i (4. 5 ) 式は, 切 り捨ての相对誤羞が次のような性質 

を持っていることを示唆し’ている。

( 1 ) mantissa .が t格のコ、ノ.ピュ一タ，一では切り检て 

の和対■誤差はを超えることは ) い。.

( 2 ) .切り捨ての相対誤差の最大服は，コンピュータ 

, :， ^ の右効If]数 （manUssa)が大きくなるにつれて.
小さくなる。

. つまり，有効衍数が4 析のコンピューターでは，切 

り捨ての相対誤差の最大限は= 0 .1%でibるが，10，-

有効析数が8 祈のンピュータ一では^ ^  ニ 0. 00001 
%でもる。

このことは，コンピューターの有効街数は事情が許 

す限り大きい.方がよいことを示唆している。 ■

も3 , れ進法コンピユ 夕一の切捨て誤差限界

前節では10進法のコンゼュータ一を想定したが，実 

療に使われているコンピュ一ターは2 進法(binary), 8 
.進法（octal),..16進法. (hexadecimal) 等の数値表現を用 

いている。本節では2 進法るいは16進法の場"A•の！?J 
り捨て誤差の限界に'^いて述べておく。

2 進法の正视イ匕の操作は，次のように丧わすことが 

できる。

X=Wix*2M-Ex‘2*-' <4.6)

但し，ここでは, 仇X と E x はそれぞれ次の施旧を 

持った2 進数で.おる。 -

-ざ| w x i < l (1X I キ0の時） (4.7)'

O ^IExK l (4.8)
，..従ゥ..て，2 進法でf 衍のmantissaを持ったコンゼつ 

一クーで切り抬てを行なう場合のお1対誤塞の服界は, 
次のようになる。

£x I
' ¥ r

Ex*2=-
Wx*2"

1X2*

■X2'*
:2-…

■ (4.9)

2 進数の切り捨ての相対誤差の服界は，2 進法でt 

衍の-イ]■効祈数を持ったコンピューターにおいては'
である。この楊合にも，コンピュh ターの-イ；r効衍数を 

-Xきくすれぱ和対誤差の阪界;は縮小する。

同じ力法で16通数のコンピューターの!り捨て誤差 

の限界をホすと次のようになる„ .

H寒 h I X 16 广‘ 

-お 1が

16' 16'-

、 • (4；10)
问様にして，一̂般.にn進法のコシピュR ク一の切り捨 

ての相対誤差の限界は 、

(4.1ひ

である。但し, • U t 進法でt析のお効衍数に対応し 

ている。.，

も4. 四捨五入の誤差の性質

前述したように,，喪際に用いられてい，るJ；)l用，コ：ン:ピ 

ュ，- タ" は, はとんど例外なく「切り拾てJ によか 

roundingを行なう^，，しか.レ..「切り捨て」、の代りに.「四 

捨五入J 'を採用すると誤差の限界は半分になる。そ;R  
は，次のようにして認めることができる。 '

r四拾St'入J によりX  rounding .した値を文，とする 

と ij^rは次のように定式イ匕できる。 .

lX| = twx|X10* (|E x |< 0 .5  の時) (4.12)

V |XH|W x|Xl0" + 10*-' (lExl^O. 5 0 |Îf) (413)

つまり（4 .1 2 )式は「四捨J の場合をン7；'し, (4.13) 武 

は r五入J の場合を示している。四捨五入の絶対誤差 

は次のように定式化できる。

|£x| =  |E x |x w *  (「KH捨j の楊合) (4.14)

|£xjニ|1 一Ex|Xl(T< (「五入J の陽合） （4.15〉

.絶 対 差 の mantissa E x 範旧は，「四牆j ，の場合には 

lExI< 0 . 5 であるから

|£x!<0.5X 10-^  (•■四捨j の場合） (4.16)

カ诚立つ。•■五んの場合には |1 一E x |^ 0 .5でもる力、 

らやはり

|£x|^0‘ 5Xl(T< (「五入J の場合） , (4.17),

が成立つ。従って，r四捨J, 「冗入Jいずれの場合にも 

相対誤差の範Mは次のように定式イ匕できる。 '

0.5 ><10*Ifl4£x| ンしExXl(T  
'mxXlO" 0.1X10* =0.5X10'

:0‘ 5X 10' (4.18)

(4 .1 8 )式と（4 . 5 )式とを比較すれぱすぐわかるよ〉 

に，ra捨冗入の相対Hi'德の服界はめり捨ての相対誤墓 

の限界にくらぺて- ' になっている。勿論，四捨7j：入
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組済分析におけるコピュ一タ一の誤達問題（その1)

の扣対誤まもコンピュータの有効がi数を火きくすれ 

tギ急速に縮/J’、する性数がることには変りない。

, 姑論的に，コンピューターの有効衍数は大き,V、はど 

rounding errorを小さ，くするこ.とができる》，し力>も,， 

同じ，roundingでも，一般に行なわれている. 切 り捨 

てJ よりは「M捨冗入J を採jfi'した方が誤差の限界は 

半分になる。

なお， 2 進法の演算では10進法の •■四捨五入J K；和 

，.当する，symmetric rounding'.は 「0 捨 1 入，丄であ，る。 

との溢合の相対誤差の範uyは次のようになる0

■ f |  =
IEx，2。
mx*?/

★  •か

(4.19)

(4 .み式:の2 進法の！?j り捨て誤差の鲍四と比較すると 

ちょうど半分になってい^ ことがわかる。同様に16進 

法につい't：調べてみるとr 8 拾9 んの相対誤差の飽 

'taiは

If Ex-16"
-16*

‘16*'
=8X16"* (4.20)

となって,前述の（4 .1 0 )式のもょうど半分に^って 

いる。

5 . 四則演算に伴う誤差の評価.

5. 1 , t£ ，号

第4 章:では二つり数値ホ単独にrounding.する場合. ■ 

の誤の性質をみたが，？ンピュタ . 一 による分析計 

算は菲常に多く:の四则演算の繰り返しである。評算ス 

チップを重ねる度に誤差が複雑1̂ 紙̂み合わさって行く。

多数の計算ステップからなる一迪の計算をチンピユ 

一タ一を；nいて行なうためには，誤の累積について 

の何等かの規則性がわかっていなけれぱならなV V 後 

述のプロセス，グラ7 は，誤達の累積状況をトレース 

するのに有効な力法であると考えられる。プロセス. 

グラフによる誤差果坡の迫跡?去を理解する為に，四則 

演算によって誤差がどのように☆成されるかを定武イ匕 

しておこう。

以下説叨には，次の記号を用いる。

X , Y ；真の値 

交，す ：計 算 値 .'

E>c,Ey ニ：5C, Y の絶対誤差 

E]xパ. ：和 （X + Y ) の絶対誤ま

Ex-y ； m . ( X - Y ) の絶対誤墓 

Ex.y : 衍 （X ，Y ) の絶対誤差，

Ex'y : 商 ( X / Y ) の絶对敦遂

5 . 2 .加算による誤差の合成 

誤差を伴う2 つの数fiTiの加算は次のように定式イ匕で

きる。,.. . ■  -
X + Y ニ (文+Ex) + ( t  +  E Y ) ,

：- ( ：̂+1") +  (Ex + Ey) , (5.1)

従って，和の絶対誤盖(Ex.v)は次のようにける。

， Ex+yニ Ex+Ey ...... (5. 2)

また，和の相対誤達は，次のようにして，個別相对 

誤差の加ffi平均でああととを導くととができる。

Ex.v Ex+ E y X /E y\  t  /R A  
X + t  ~  X + t  ~ ' 5 + t \ X /  X + Y V t V

(5. 3)

Ex, E y の符号はせ鱼いずれもf c り得るか、ら，(5.2), 

(5.3)まの合成課差の大きさは様々であろう。E x と 

Eyの符号が同符号の時はEx +Yは大きいし,異符号の 

場合にはE x+yは0 となるとともあり得るい’

5. 3 , 減算による誤差の合成 

前節と同様にして，差の絶対誤寿は個別誤差の塞で 

あるこi 力あかる。

E x-y ===Ex ~ E y (5.4)

差の相対誤差は個別相対誤差の加IS平均である*
Ex：y _  X  /E x 、 t  /Ey )

X - t  X - t# ) (5.5)

5. 4 . 乗算Iこよる誤差の舍成 '

2力の数値X とY の積は次のように足式イ匕できる。 

X -Y = (X + E x ) • (t+ E v )
=  M 4-X E x+tE v+E xvE Y  (5.6)

(5. 6 ) .式;の最終項のE x.E yはmantissaの右端で発生 

した誤盖の勘である力、ら，積 X ♦ Y にくらべると非常 

に小さいをである。故にE x.E yの項を拾象して（5, 6) 

式を書さij!lすと， ’
X *Y ^ X *t+X E x + tEY パ

従って精の絶対誤筆は 

EJx，yP=：X E x + す Ey .

また，積の相対誤差は

• E x .y XEv + tE x  Ex : E y
x * t  ~  X ■' t

(5.7)

(5.8)

(5.9)

すなわち，Ex，：E yが充分に小さけれぱ(虫際に充分に小
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さい〉，積の相対■誤差は個別相対誤差の和'に等しい。

£.5‘ ■除算による誤差の合成

rざ垃ちを含む2 数の問の除算ぱ次のように式化でき 

る。‘

(6. 1) 
タのイず効

X ( ^ % ) ： 
Y (t+ E y ) m e . - ) (6.-10)

t  八 1 + E v /t  
<5.10)->たの右辺第2 項は次のように級数展開できる。 

ニ丄- ' ! ■ + ( ' | ' ) 2  -  (教 キ . . . . .

(5.11)
'(5 .1 1 )式を，.:(5.10)..式に代入すれぱ.'.，，'.，

X れ E x .{ i〜争 + (ザ '一(一ぎ

をして, これらの間で■

U ニ OC + Y ) * Z ' '
の計算例を考えてみる。但しンピ 

数はf 析とする。 ‘ .

最初の許算ス'チシプ， X + Y によって得られる答に 

ついてズkずる!^り捨て誤塞の限界は，

Ex+y
x+t^ 10- (6. 2)

Y t
■"I"* • •»«•• ^

(5.12)

でもる。次にO C +'ipにZ .を掛けて生ずる誤墓は 

(5. 9 ) 式に示した通り元の相対誤差の和であるから， 

全体め相対誤拳は次めようになる。 ’
Ev) 一 .Ex+y.. . Ex

<15‘|2) 式の右辺第2項以降と - は か な り 小 さ

な値であるから捨象すれぱ，商奈は次のように書ける。 

X  X , E x. X _
Y - Y ~ ~ t ~ ~ f T ^ y  (5.13)

従って，商の絶対誤差はリ ‘
' 2 Y

B x /Y ^ -y E x -：̂7EY (5.14)

商の相対誤差は次のようになる。

E x n L _ E x _ ^  '

X / t  X t  (ネ15)

すな:^ち,商の相対誤差は近似的に個別の相对課差の 

差に. しい。

以上の5. 2 -5 . 5 の各節で見出された誤差の合成の 

法則を用いて，四則演算を重ねて行なって行く時にど 

のような誤差梁糊が生ずるかを迪跡するのが次の課題■ 
である。 . . '

U 文 <6:3)

但し， （6. 3)式の右辺最終填のめは，最終結果U を 

記億するK；ミに発生する切り捨ての相对敦塞である。- 
との例題では，Z は認差を持たないと似走してい'る 

から, これを除けぱ全体の誤差の範{雄は

fH Ex.
X + t +  ̂ c Kx+y

X + Y + k«l (6.4)

. 6. 説差累積のね跡

お. 1 . 四則廣算結果のRo’undinだError

(5. 3), (5. 5), (5. 9), (5 .1 5 )の各式は,誤差を持っ 

た数値を加減乗除することによっ て*{̂ ^成された誤差の 

相対的大きさを示している。このような新しI 、'|?《差を 

持ゥた数値を改めてコンピューターに記憶する瑪合に, 
神び新しいwmding errorが発生する。このminding 
on‘01• がどのように城大するかをみるために,はじめ 

は;ぜ谱を持たずに記億された3 つの数値X, Y, 2 を想

となる。E x>yと7.,が同符号の場合は(6. 4)式め等号 

が成立ち辦符，号の場☆•は不等号力城;立する。

ところで， 4 章で既述の通り，切り捨ての'相対誤差 

の施toは h i ^ i o - " iである。また，

を1<10-… である；従って，（6,4) 式の最 

木限は下記のようになるパ； 、

^ 1 0 -けi +  lb -け1 =  2X10-け》 (6.5)

(6.5) 式を書き換えれぱ

. E"^| ty| X2X10-け I .. (6.6)
であるから，U = ( X + Y ) .Z の絶対膜差は計算値tf 
の 2X10-け1 倍を超えるととはない。 ,

6 * 2 プロセス*グラフの方法 

McCrackenと D o m は, 多数の演算スチップ☆線; 
り返す場合について，（5.3), (5.5), (5.9), (5.15),
(6. 5) の各式で示した誤律合成がどめように波及し合 

'..つて行ぐかを迫跡するために，.'プロセス....グラフの方 

法を提第した。i ' '

プ、F•セス♦ グラフを;nいると，一迪の演算ステクプ 

を矢印と演算itii号で示すことによってノナ遂終的な$*̂ 差 

の範囲を知るととができる。また，途中の满算スチダ 

プで発生する説整が般終め誤寒に与えネ影響を容易に 

知るととができる* プロセス♦ グラクは,次のような
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.経济分祈におけるコンピュータ— の誤墓問題（その1)

ルW * ルで書く*

( 1 ) 演★.プせセスは，下から上へ向って矢印でま示 

. ，' ，する。. . '  • ， .
(2)、水5'ド.力向にみ'^同じ高さの要素同士のH算を実 

行してから,し段上のレペルの計算に移るぶ

(3レ数値は，® , ⑦,:'..©といったように記述す.る*
(4) 演算の記きは, ©. ©, ©, で加減乗除を-爽

:......わすん，. . '. . . . .
(5). 加算は, 2つの数値(例えぱ® と⑦)から④への矢 

印でまわす。 2 本の矢印には:必ずラベルをつける。 

® から④ぺの矢印のラベルは, が/ OH-J/),⑦から 

@への矢印のラペルは2/Kaj+ めと記す約来とする。 

〔Fig* I ] を参照されたい。

( 6 ) 減きの場合は， 〔Fig 2Dのように, ⑤から©へ 

..の矢印には.. a s / — 2 / )のラペルを，⑧から©への

I 矢印には，2//(が一? / )のラベルをつける。〔Fig.幻 

を參照。 , .

(マ）乗算の矢印には, - ト1 というラペルをつける。 

CFig.STを參Iねされたい。これは® のプラス1 -乘 

の意である。

( 8 ) 除算a)/i/の場f合* .⑧から0 への矢印.(分子から0 . 

ぺの矢印）には, a!のゾラス1乗の意味で，+ 1のラ 

、 ペルをつける<> 分ほ® から(2?ベの矢印には,?/の 

々イナス1 乗の意味で, . 一1 のラペルをつける。 

〔Fig. 4〕，を参照。 *
CFiK.1]
ai + wのプロセス，ダラ

LFi だ，2〕
0：—2/のプPセス，グラ

x/(xHy) y/(x+y) x/(x-y) y/(x-y;

〔Fig. 3)
rtj • yのプロセス，グラフ

ト1

〔Fifif‘4)
aJ/yのプセス•グラフ

〔Kig. 5〕 ii«{i5+j/)，2のプロセス•グラブ

X と，y は‘，’.始めに, . .それぞれ.ゲ》, ryの相対誤差をもゥ' . 

ているとする。演算の第1 ステップ，oi + y では，* か 

..ら は y .からは，デj/*：7^ の和対誤建力"̂弓I.き継.

がれる(5. 3式）を想起されたい。% 1 スチップのHI.算 

結果（が+ 2 / )を記億する際に発生する切り捨てめ相対' 
誤差をn  'とすると，.〔Fig. 5〕 下から2 段目の满算 

+ が完了した時点までの誤差は，

aJ+1/
(6. 7)

★ に第3 ステV プ (ic+2/)，ダへ進む。この乗算の一V 
..方の喪素.， が）は（6. 7)->た';C■示した誤差をもてい.， 

る。一方め乗数ぇはデ：の相対誤差'をもっているとし 

よう。また，最終結果《の記憶の際に発生する切り播 

ての相対誤差をゲ* とする。全体の相対誤差はルール 

け)と (6 .7 )式から次のように評価できる。

I t ニ メ (+ 1) +r*X (+ 1) +r.a
- ViVy

，-ト•一̂ —'7*̂  + 1*1 +  Tz +  Ti 1(6.8).
a-\-y"  »+y

仮定したすぺての誤索G v  ry, TuTu Tz) が切り抬て 

によって発生したものでちれぱ，各々め誤差は（4.5).. 

55̂ の限界を想えない镑であるから，を体の差の脚界 

は次のようになる.。

|E"
I u>+y! cc+y

(9) 個々の数値が持っている相対誤Mをゲハn のよ 

うにまわす。1旧の演算でこれらがどのように累 

教けるかを知るには, ル ー ル け 》，か》で約 

來したラペルを掛けて加免れぱよい，

ル~ ル《9)によって巢被誤弟が計算できる• ⑩客. 5) を 

みながら，例題 '■Mニ（が‘ト2/) *な' の 炎 ;を'i仏況.をよ

5 . 園園 國國國國國'

特殊なケースとして， ならぱ，

L}-1— <：1 であるから，（6.9〉式はもっと具 
\i6-\y\ I o:\-y

体的に 

E„ <i4X10'

という招对;塞の施を教えてくれるととになるケ
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