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一一粗代替財体系と局所的安定性一

福 间 正 夫

( I ) .' ， .，，， ，

1 前 稿 で 行 っ ナ こ 大 域 的 安 ボ 分 析 り あ と を 受 け て ， 本 稿 't? は を の 局 所 分 析 を と り 扱 う 。 大 域 安 定  

性 の 眺 望 ( 0 の ち に あ え て 局 所 安 定 f t に 視 野 を 狭 め る 理 由 に め い て は ,疑 念 を も つ ひ と が い る か も し  

れ な い が , そ れ は も っ 疼 ら 前 者 が き わ め て 厳 し い 条 件 で あ や か ら に ほ か な ら な い 。，ピ ー タ ー . ュュ 

一 マ シ が か つ て 例 に 引 い た よ う に , 走 っ て い る 自 転 車 は ふ 力 う 小 さ な 動 揺 に 対 し て は 安 ® で あ る が ， 

大 き な 動 揺 に 対 し で は そ う で は な い 。 ま f c 人 の 体 も 鞋 激 な 細 菌 の 感 染 に は 発 病 し な い と し て も ， 重  

い 感 染 P 場 合 は そ う は い か な い 。 そ し て こ れ ら と 同 様 ， 痛 済 の 世 界 ホ も ， た と え ぱ 自 山 な 為 替 市 場

は与件の小変化の卞では安定たりえても,戦争のような大衝撃の下やはくつがえらざるをえないの
(2) - . . ' ， ■ '

:で る  6...，，.，.’， ，， ， V .，，，-:

2 わ れ わ れ は 前 稿 と 同 じ く  W糖 の 財 の あ る 市 場 体 系 を と り 扱 .い ， そ れ ら の 財 の 価 格 を ；P l,P 2 r
-’ * • ■パ' . . ' . . . .

.....，,Pn,超過需要関数を及(Pi,P2, pj (iニ1,2, •‘，-，，, n ) と記す。また第"番目の.財を価値尺 

度財として規準化を行った場合の財価格をル, <12, … .‘, q n - i ,超過需耍関数をA.(01,な2, q„-x}
(^=^1,2 , 7i)と記すことも同様である。

ただ本稿では一貫して規準化された調整過程のみを考えるから，市場の調盤方租式としては前々
(3、 * ： :-，-...'

稿 の （17) 式すなわち

( 1 ) ^̂ -ニ / ‘ レ*.(の，な2, ‘‘… (《ニ 1 , 2 ,
の形のものを採用し, と こ で 右 辺 の (め は sign-preserving’な価格調節関数でるとする。

さて今日ではよく知られているように，U)の孤立的な均衡点{な1*,がV Qn-i*}の安走̂条件は,, . : ' . ' . . .  ' = ■■■-'■;',, " ' ；つぐ..< . . .
そ の 均 衡 点 の 十 分 ® 傍 に つ い ':C み る を ぎ り ， こ れ を 線 型 近 似 の 休 系 の そ れ に I置きかえて:考えること 

が可能で、あ《ざ。 そ こ で 以 下 に お い て は , も っ ぱ ら 局 所 的 安 楚 を と り 极 う 祝 点 か ら ，

注（1 ) 福岡IE夫 「ホ場均衡のを定性n —— 粗代枝M体系と大域的农定性J. 学会雑;ifcj 1975咐 ♦ 2 / ] ☆併号<
( ^ )  P. Newnian, '^Approaches to Stability Analysis, Ecmoniica, February 1961  ̂ p . 16.
( 3 ) 福岡正失 <11湖均衡の安走性 I —— 序論的考察j , *■三m学会艦 i.j, 1974^r-3 . i ) . 16.
( 4 ) 前揭論文，pp. n - 1 3 参照。

. —— 1(m) '一一

. . . ： ， - '  — 一 .. \___________________一 ■!
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ョ &ら' (な1*, g 2 * ,，‘ . ‘ ‘ .,C V -i* )/3 ^ f,，k s / ，' ' ( 0 ) と 定 義 し て ,{り の 代 り に  

.
《2》 ニんルiQ i+ f c从 2仏 + .........+ ^ iO , ,n - iQ r t - i ( わ 1 , 2 ,   .......... , n — l )

. -  ■ ,■ ■, ■'； :,， ，’ . ，'--.
で あ ら わ さ れ る 微 分 方 程 式 系 を 考 え て い く こ と に す る 。 （2》が ( 0 の 右 辺 を チ ー ラ ：- 展 開 し ， を の 2 次 

以 上 の 部 分 を 省 略 す る こ と に よ っ て 得 ら れ た 線 型 方 程 式 シ ス テ ム で あ る こ と は い う ま で も な い で あ  

ろ う 。 る い は こ れ を よ り 館 単 に 行 列 記 号 で 示 を ぱ

(3) Q = ^ K m

のようであり，ことでfc  i t  /ciを対角元素とする( n - 1 )次の対角行列， A ほ rt,7から成る同じく 

( « - 1 )次の正方行列である。われわれはまた財のi|i位を適’当に•.変換するととをつうじて,(3》を‘

(4) タニ か .
' ， . ‘ タ）， I • I

の 形 に 帰 着 さ せ る こ と も で き ， そ の 場 合 に は A  t  K A と の あ い だ に の よ う な 相 似 変

(6)
換め関係が成立する。したがって《4)のおで扱っていっても議の一般性はまったく播われな,いが*

以下での主顧の性質を考慮するときには, むしろ(3)めままの揪で分析を進め，'iTも搂しそおくのが
• .. • , .

使利であると思われる。そめ理由{:t叙述の進行にボじて, 次第に明らかになをセもろう。 、

3 多 数 財 市 場 の 安 定 条 件 を ,(お め 解 Q i ( t ) が
(5)，l i m ( 9 , ( 0  — 0  ( i = = l , 2 , *••*■■, n ^ l )

を 満 た す こ と と し て 動 学 的 に 定 義 し ， 安 走 問 題 の と り 扱 い を は じ め て 正 し い 軌 道 の 上 に の せ だ め は

(7)
サ ム エ ル ソ ン で あ る 。 彼 は (5 )が 成 立 つ た め の 必 要 が つ 十 分 条 件 と し て ， / C A の 特 性 方 殺 式 l iT A — 

；? / |  ニ 0 の 根 の 契 部 が す べ て 負 に な る こ と  ■ .
(6) R Q d < 0  f o r  a l l  t  . '

をあげ，さらにその主著め付錄においては,:当該の条件がいわゆるラウス= フ ル ク ィ タ ツ 行
《8、’.，，.，， ，‘ .

列 式 に よ っ て あ ら わ さ れ る こ と を も 指 摘 し た 。 す な わ ち い ま 特 性 方 程 式 1>ひ）ニ l i T A — ス/ |  ニ 0 を 展

開 し て 得 ら れ る 多 項 式 を

と 書 き ， ここで

fcoニ 1 , b 、ニ  (一 1 ) 2  も(X", h = ( — 1 )*  m k j  Iな な ;!

ニ ト 1 )" — た 2.........-k n - \ \A \
注（5 〉 K. An*6w and L, Hurwicz, "On the Stability of the Competitive Equilibrium^ I" , Ecm<yi)utri6a, October 1合58,

P，の 5， ，： /  . ， . . I '■■̂ ■；,：；. . , . /  -
( Q )  M, Fukuoka and D. Kamiya, "The Stability Conditions and tho Speeds of Adjustmentst A  Critical N ote/’ The 

Ec&n&nttc Studies Q m rt^ lV f February 1964
( 7 ) P. As SamuolBon, "The Stability  of Equilibrium; Comparative Statics and Dシnamieが’，Econontelricdi April 1941 

(reprinted in J. E, S tiglltz, ed,, H ie Collected SoieiiHjic P up^ s of Paul A, SaiiHielsmt Yoh  L 1966)/
( 8 )  ditto, fhundntions of Economic A m lp sis, 1947, pp.*429-：435. :

■2 (502)

謝，嚇 嫩 ??が減ろく，
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:が与える‘H 3 iの行列不等式によって示されるめである。 .

こ う た サ ム ゴ •ル ツ イ の 安 定 条 件 論 は , 旣 述 の よ b に 問 題 正 し ぃ 分 析 视 角 を 切 り 拓 い た も の と  

: し て 高 く 評 価 さ れ ね ぱ な ら な ぃ が > た だ 彼 の 結 論 そ の も の は 安 定 性 が 成 立 つ た め の 数 学 的 条 件 を 記  

述 し た に す ぎ ず ， そ t t が ど の よ う / i：経 済 的 仮 説 の 下 '^、保 証 さ れ る の 力 ，を 充 分 に 明 ら か に レ て ぃ な ぃ  

，憾 み が あ る 。 （7 )の ラ カ ス = ブルクィ  'ッ ツ 的 表 示 は i O l の 元 素 の タ — ム や お ら わ さ れ て い る か ら ， 

た ;U か v2；(6 H a 交 べ て 有 意 辨 な i s 説 と し て の 外 見 が や や あ ら わ で あ る が ..そ れ で も な お と れ に 直 截 な  

猫 済 的 解 釈 を 下 す こ と は （と り わ け 次 数 が 大 き ぃ 場 合 に は )ぃ ち じ る し く 困 難 で も る と い わ お ぱ な ら. ‘ レ， . . ' ' 、 -
み い 。：. . ゾ,： . / い.:.■'：■-■；■： ；' ' ’ . ■：' レ : : . : . ； .:，

■そ こ で ポ ス ト ，サ ム ユ ル ソ ン の 安 定 迪 論 り 展 開 コ ー ズ に お い て は ， 経 済 的 な 見 地 か ら よ り 直 截 に

，そ が 味 が 把 握 で き る よ う な » 海 ■ 質 の う ち に 安 定 条 件 を 探 ろ う と す る 研 究 が 職 ぃ で 現 わ

.れ，その関速で'f  A エルソン0 理論より以前に誕生していたヒックスの静学的安定条件論をあらた

-めて見Itそうとする機運が促されたのであった6 以下においてわれわれはこの系譜に沿ういく力か

の 業 績 ギ と り あ げ る が , そ の 概 観 に あ た っ て は ， ま ず 行 列 A が ど の よ う な 特 定 め 性 質 を 満 た す 堤 合

‘に，そ れ と k A の動学的安定 'との関速が生ずるかを究明していく方針を採りテこいと思う。 ビータ

一 ，ニュープシはそのサーヴ ;C イ論文において，（4 )の A が交替的に種々の性質を満たす場合に ,

:同じく i そのものめ安定性がどうなるかを基軸として譲論を展開してぃる’が,これは本質的には

K A に条得を課して同じべK A の安定性との関連を問うにひとしいであろう。われれがこの接
(10) .

避紫を採らないのは ,、メッツラーも述べてぃるように , '

、 .

r価 格 の ’反 応 を 支 配 し て ぃ る 諸 条 件 ぱ ， 各 個 の ,市 場 の 静 学 的 な 需 給 の 条 件 よ り も は る か に 唆 味
. . . . ■  ' • ' , - ■ _ .

で あ り , し た が っ て で き う る と と な ら ， 調整速度 ;^、ら は 独 立 な 形 で 市 場 の 体 系 を 叙 述 す る  

め が M ま し い _ ! , ； '

. . " . ,  . . . . . . '  . .

:からである。われわれの見解によれば，メッッラー以後にM 開されてきた議論の與睡は，むしろこ

う し た 動 学 的 な 調 盤 速 度 に は 依 存 し な ぃ 超 過 需 要 関 数 の み の 性 質 か ら #系 の 安 定 性 に つ ぃ て 何 が ぃ

免 る か を 明 ら か に す る と こ ろ に あ り ，， ひ い て は 後 述 す る プ ロ ー ニ プ ク メ イ ナ ス た '^の の 安 定 性 や 全

注（9 )  P，Newman, **gome Not^s on Stability Conditiona'' The R&vim o f Economic Studies, Octob6r 1959/
- (1 0 )  L, A. Motzler, ''Stability of M ultiple M arketer Th6 Hicks Gonditions^^ EeonOnidHca, October 1945, p. 284 (re­

printed in P, Nowman, ed., Rm diii^s in  M alkem atim l Ecmioniust Vol* 1.1968* p, 204 Also In L, A, Mctzlcr, 
Collected Papers, 1973, p / 507) ；■ '

’■ 3  (,603^
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安定性の譲論を問花させる土壤を与えた点に見出されるので.

4 ところで，上記の主題の展開劇ヤ、まず舞台に登場する重要人物め1 人は，ル (ioいおゆる, 

"Hicksian…性すなわちk ツクスま身のいう完全安定条件にほかならない。 そとであらかC めヒか 

クスめ安定条件論について一 応̂の説明を加とておくのが使利で、i>をう。

ヒック:^はも:づぱら超過需耍関数の性貧のみを用いて静学的な安走矣件を武イ匕したが, >れ に  

よればy いまおる任意の財の価格がをめ均!!値5̂、らわキかに’離反しずこ場合, づぎめV 、まれ:の条件’の 

下においてもレ当該財の超過需婆が她格^6ま化と反対方向ビ|/|くならば， の体索は完全に安定. 

(Pかfectly gtato)である々その条件と、うのれレ（f)他の財の価格がすべて不变ビ<?：どまる場合，(pf) 

他の1 個め財の価格がその市場の均衡を回渡するように調播される場爸,(^、)他の2 個 の 価 格 が • 

それらの市場の均衡を固振するようtヒ調整きれる場合, …‘..CうU て|1原次fc胸盤き; る価格(6数を 

地していって，最後に価値尺度財（第n 財）を除く, fliiのすベての財の価格が調验される場合だ•いナこ 

る。つぎに同様に, 任意の財の価格が均衡値からわずがに赖反した場合，上記め最後の条みヵ'i成立 

つ場合にのみ，すなわち価値尺度財を除く他のすべザのおの価格が調整される合にめみ，当該の.

財の超過需要か価格の変化と反対方向動く:'とき,.]■こ,'その'体系は不完全に安定(irrtperfectly stable)' 
. • り 2〉 , ■ •

-であ .る。，'..': ...-'....V ,...-. - . .. : [ . , ■： :....' : ： >
ひ3〉

いま上記の数学的記号を用いてこれら2 種類の安定条件をあらわすとすれば，まず均南点におい.

て

4e, M i
(8)

dQr
dei

dqr n — 1)

J] (ii, dqj
dq,

.-，- , '  ■ ..* . ■

が 満 た さ れ る . と き に ，体 第 は 不 完 全 に 安 定 •で あ る 。 と い う め は ， こ の 場 合 第 - - の 不 等 ま )^も f 財の，

価 格 の 変 化 と そ の 組 過 需 要 の 变 化 と が 反 対 ■方 向 を 励 く こ と を あ ら わ し て お り ， 第 二 の 等 式 が ，レ 財

以 外 の 財 の 価 格 が す べ て そ れ ら の 市 場 の 均 衡 を 回 復 す る よ う に 調 整 さ れ る と と を あ ら わ し て い る か :
ら で あ る 。 そ こ で 元 素 (Iり‘ に 関 す る ぜ ヨ U I の 余 因 数 を / と し て ，（8)を に っ ぃ て 解 け ぱ

(9) der I I
dQr j ^ < 0  (rニ;L, 2,''，..，，"一 1)

注 ( 1 1 ) A の性贸がA のそれと致するのは，調整速度ゐi がすH ての財について同じ値をとる場合めみでもる。しかしとれ 

は，財をもる特許な堪位で測ゥているからであって，ブ般には成立しない。いまある1 財り]}i 位のみをれきにすれぱ, 
その財の起過需耍iftは 2 分の 1 .になり, 伽格したがゥて価格の変化制よ2 悟になるから，闕盤速度はそめ財のみにウV、 
ては 4 倍になる。Cf, Fulmoka amTKamiya, 0ル eな,，P. ?7,

(12) J. R . 1 licks, Value and C apfa lt 1939, 2nd ed*, 1946/ pp. 66-67.
(13) Hicks, (fp, ciL, pp. 315-316パなお J* L' Mosak, General EqttilibriUm  Theory in  In te rm tio m l Trade, 1944, pp. 

"10-41,O. Lange, Price F k^iH liiy a M  EMptoynrnit, 1944, pp. 01-94 (P. Nowman, eム R ead ings/V ol. I, pp. 178-
り, 安ジI'韻 0 ⑧济的均海の勁学的安走条沖j, 安外ほ腔著作集*T ポ 3 巻'，I97!, Pれ 133-1 3 ,6なと*をもまRに

4 X504)
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に て 考 え て み れ ば , 左のV 例ではぜさ2,丑11 =  1, ぜ 二  一2 となるかち,それ明らかにじッ 

クスめ意味で完全安定'でも不完全安定でもない。しかしifえの特性方程式は,]2+  (2も一A：2)んト2も1み2 

ニ0 となるから*、たであれば特性根の突部はっねに倉となって， P 学的には安定である。 他 

方，右事例においては,’がニー 1,.ぜ11'=1,ぜ22ニ1，となるから,,:.:そ，れは.ヒ.ッ.'ク.スの意味で不5̂ ^全 

に安走で :̂>るが, K A の特性方程式は/?し （を1+ん)>?一んムニ0 となをからも, ん*2 (：?：?値いかんにか.
. ：■ . ::，'.. ..ひ4)

かわ.らず特性揖の二方を:̂ 正のぎ数となぅて動学的には不安定である。ゆえにこれホめ事例から， ヒ 

ックスの不完全安定は真の励学的安定にとづて必要条件でもなければ千分条件でもなく , また完全 

安定も動学的安定にとって必要条件でないことがタ口られるのであ忘。ではヒックの完ネ安定は， 

動学的安定にとって十分条件たりうるかといえば，この点についてもサムェルソンが1944年の論
( 1 5 ) .ベ ...，:..‘ ：.' .. . . . . . ニ ....

ま で 示 し た と こ ろ に 做 っ て *‘

(12) A とこで< は住意0 魚数

注 (14)‘ Samuelson» "The Stability of Equilibrium**, Econometrica, April 1941, p . 112 (The Cdllected Sciehti/tv Papers of 
' Paul A. Sam uekm , 554) n . 17*

(15) ditto, "Tho Uelation between Hicksian Stability and True Dynamic ：Stability^\ E conoM rica, July-October 1944 
{The Collected Scientific V a^ rs  L pp, 563-564).
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を得る。 じすとがらてヒックスの不完全安定の条件は, A の行列式//とモれより次数が1 個少ないす 

ぺてウ肯座小行岁(I式と力さ異なる符号をとる£ とやあるン

他 方 , 体 系 が 完 全 に 安 定 で あ る と き に は ,価 格 が 不 変 に と ど ま る 財 の 個 数 は 任 奪 で あ っ て よ い わ  

;け で あ も が ら , そ の よ う な 財 め 数 を 1 摘 ず '0 増 や し て い く こ と に よ っ て ， (8 )の 等 式 の 数 は 1 個 ず つ  

減 っ て い き , を れ と 同 に 変 数 :の 数 も .ま た l i l ず タ 減 っ て い く 。 し た が っ ズ そ れ ら さ ま ざ ま な 次 数  

.の 体 第 を , 同 じ く ゴ 〜 M なr に つ い て 順 次 に f t くことによ > > て ， •

脚 a"< Q ,ぷ

i
l
l

4-

aがか

知
知I < 0 , ...., sgn/Z■ニ sgii(T-l)"~*

(i, j , A; =  l,2, «-1,

が得られ，結局ヒックスの完全安‘定の条件は, / /の奇数次の首座小行列式がすべて鱼,偶数次の前 

座小行列式がネベ"t M Eとなるととによってあらわされる。そとや行列A が (10)め杳件を満たすとき 

‘̂21いわれわれはそれをヒッ クス行列（Hiek^n)と呼ぶのである。

さてとめようなヒックスの安定条件は調卷速度k i とはまったく無縁な形で定式化されて'/yるか 

ら，一般にはギれに依存する勘学的安定条件とは稀海な旧係しかもちえないことが予想される。^  

''ずい.まサムエルソ:ンが与えた数字例

0
0
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という事例★考えれぱ, 答が杏で、あることが明らかとなる。辜 実 (12)の奇数次の首座小行列式はす 

ぺてfも偶数次のそれらはすべて正であるから, ヒックスの完全安定の条件は満たされている。.と 

ころK すぺズのもニ1 とすれば, i f Aの特性方程式はいうまでもなく，■ , .

€ ) ^ + U -  e ) H a -  e )  +l=^0
と な り ，恼 単 化 の た め に ] " - イ ヨ ' と お い て 計 資 す i t ぱ レ . ご

が+ が+ が+ ぉ+ 1 =
.2T—.1
2/一 1 =0

となるから，とれを解いて西つの振

cos 72** sin 72°, — cos 36° ±isin 36• • • '： • ' • ■ . -  . - . ,
を得る《» 特性方程式の根はこれにf を加えたものにはかならないから，いまf を 0 と -cos7 2 "の、

, : '/ . ： ■ , ，- :，I - . ，. ； ■ ，* . 」、. ， ，. - ■ .，.： ' ゾ. ■.，- ， ' ，，，バ、‘，

あいだの負数として逃べば, 特性根のう.ち::!つは正の実部をもつことになり，（I2)は動学的をこ不安定:
■' ■ -• ■ ' ■' • • ； • . - ■■
とならざるをえない。 . . ’. . . ，

5 とうしてヒックスの二つの安定条件はいずれながら動学的安辟件にとって必要でもなけれ
• ■ ， ，. . ， -• ■ • ■, . ■ . ■

ぱ十分でも.なく， したがって一般にはこれらはまったく無関係'1?あることが判明した。 しかしこの' 

ilf実は, いまだA がある特殊な経済的性質を満たす場合に，両者のをいだに緊密な関係が生ずるこ 

とを妨げるものではない。ここでわれわれは本稿本来の主題に立入;^ととにし，まずれ種の||^6あ., 

いだに粗代替財の関係があることを仮定しよう。す な わ ち ん 戸 取 と す る と き ，ん•シ 0.

H -H , 2,‘.•"，，外） と考えるめでおる。すると起過需要関数のゼロ次同次性から明らかに
• , .... .

が )/知产》„ん/ (ん j - 1 , % ，. • •••, 71— 1 ) となるから, p „ > 0 で あ る か ぎ り は ヴ

(13) % > 0  . i, 3 ~  I, 2,  , n ^ l ) , '

の条件が満だされるととになる。すなわちA の‘非対角元素はすべて正となるも) である。以下では: 

行列i•のこ性質にもとづいて顕著な貴献をあげたメッツラーの名に因んで, （I3)を満たすA をメッ 

ツラー行列（Metzlerian) と呼んでV、くことにしよう。するとまずそのような行列については，つ ぎ  

の定理が成立する。 . 、

定 理 1 かメッツラ一行列であれは， ヒックスの完全安定（A がヒックス行列であるこ> V  
, (16)

との動学的安走とは同値となる。

m 明

評:明はつぎのニ段階に分けて行われる。まず前段では行列i f A のどの対^ 元素の絶対値よりも. 

大きい正の数ぶを選んで, 行 列 K A ^ s I をっくり, そのすぺでの特性根P につI；、て J p ' K sと力： 

ることがの安定性ル必要かつ十夕):条件であることを示す。ついで後段ではtiックス，め完全资

注 (16) Metzler. op. dL , pp. 285 IT. (Newman, ed., Readings, pp, 205ff, Metzlei*. Collected Pu^ers,, pi), 5081T.)

' 6 細 —
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定条件が, すべてのp についてiパくg となるための必耍かっ十分条件力もるととをポす®

(1} i C A の特挫方程式|1̂ 在"^；1/|^0と l ( A + s / め特性方’糖 式 lifA+s/-が 1 = 0 と☆比較すれ 

ばす<̂、分るように, 商者の根、のあいだにはXニ0 - S 'め闕係がある。 よってすてりかに•っぃてIaI 

< s が満たされれぱ，との開侈;6、'らすべてのタの実部れ貪とならざるをえず？ ifハ文安定となる。

/つぎに翁^ 題わはうは，一̂ iiにはP の-"部にS より大きい絶対値をもっもがfcりても，クのす 

ぺてが:^め実部をもっ可能性は除かれえない,から, 真ガあるとはかぎらない6 しかし目下の場合は
■' ■ . V ■ ■ • ■

A したがって太ぶ力いッツラー行列であることと， .

(14) ^ < a « + s > 0 -  C iニ 1 , 2 ,  . " .，‘，t2— 1 )
が保証されていることから，ifA+s/Itすべて正の元素から成るfJ列となってぉり，したかって著 

名なフロべュウスの定理が使免て,最大の絶対値をもょっ特性根は正で実数の単根となるのでなくて 

ほならな(1 \ そこ力もしA のな力、にその絶対値がS を越えるかあるいはS にひとしいもめがもると 

すれぱ, 当該の実根もま^^ « を越先るかS にひとしいかでなくてはならず, これは‘义のなかに正ま 

，たはゼロの実A が合まれをととを意味している。すなわ'^ぶ為は本安定とならざるをえ . ないので

ある.0.:.:. . . . . ..，....ベ.パ：.:，. : - : ' .

ソil)っぎにじックネの完全安定がすべてのP に'?いてく®となるための十サ条件力もるをと 

女まず示そう。すでに述ペナこようにiirA+S/め特性根うち最大€»絶対値をもっのは’正の樊根で 

あるか.ら，結局上記の命題をボすには，特性多?^式

，( 1 [ (P - め - し S んゅ" ( P - め ";• 2 + 2 1 3 もら I:；： が ( / > - か •"
■- . . .

4-....+  (— :0"-1ゐ1&2,..…k„ 一 iH  ぐ  '
がかより大きいかわるいは® にひとC v 、正わ実根をもたないことをいえぱよく;あるいは同じこと

.で'あるが，.：’ . • . . ' . . ’..て;:パド...： ...，ノン .......■ ■ ....,‘、 - . .. - . . . . . .  ； . . . . . . .  ..‘. . , . ； ■, ■, ■.

十 ( 一 1 ) づ fcikぐ . … k れ ハ ! ！ ニ 0

力t正またはゼロの実根をもたなぃことをいえぱよい。 ところがヒックスの考^ 寅定の>条件御か網た 

されていれぱ，.(旧)の係数はすべて正となるから,デカルトの符号律によってむ6)は正の根をもっこと 

はできず，またいうまやもなくゼロめ根をもっこおもできない。 よってヒックズの完全安定はすべ 

ての()にっい,て が 成 せ っ た あ の 千 分 參 件 で あ る 。 ,■
.で-は最後にヒジクス:の完全安定がそのおめの必要条件でももる.ことをポすためをこ，J C A + s /の W  

次め首座部分行列/'̂»»ん•ト《ム （1,2, ...，‘.， ァ1 )を寒えてみ.よう。K A + S 2 の上記の最大极 

を 齋 き , K„,A,„ +  s L の# 性オ良を- # に p W . と記せぱ，すべての > (供) にっいて \p M  1̂ デ 

^ (1 7 )  G. Debreu .ttiid 1 . N. Ilcrateln. '*N6nnegative Square Matrices'*. Econojnetxica, O ctoU r 1953., p. $98.

メ -—  fl (607)
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と な る こ と が 知 ら れ て い る か ら * Iパ0 し た が り て ？*< S な ら ， す べ て の / 5 ( W )に つ い て I/?(ケ?1)1 

< s と な る G と が 明 ら か で あ る 。 と こ ろ が ， さ ら に Iクo > o i < r s と な る た め に は .

^ 1 1 a i i ! C t \ m

(1 9 ) S g n  H n — s g n
び 2 1 d 2 2  * • ‘ d 2 tn

. ‘ ， 1 . . , >. ■■ ； • - ■
ひ m l ぐ ‘' ‘

:sgn(-l)

が成立つのす、なくてはならない。2jr•奨 \p{m) K s となるためには，.すやに示したところにしたが 

い K J L 力;安定となるのでなくてはならないが，い ま の 根 を ム ，ん ......，j L とすれぱ》

根と係数との関係から， -.

(一1 ) ~r 1 ) ' も.‘..'....，ん

したがって ' .. ' . .

(20) もん 2，. . ぃ ニ ，ムん.‘，…'ン r t . .
が成立つ。そ-してこれらの根ダ;まずすベて実根であるとすれぱ，それらは、ずれも負とならねばな 

らない:のであるから ‘

(2 1) s g n  / / „ . = s g A  ( — ! ) • "

となる。つぎに複素根がある場合に，その数をe 個とすれば，これらの複素根がかならず共腕の?^ 

で^^われること，ならびに-；1!：4；̂̂な複素根の積’は正の実数となると.とから， C は偶数であり，したが 

ってぜ„ の符号はのこりのm — c 個の実数の愤r よって決定される。と と ろ が e は偶数であるか 

ら，ふ た た び ぃ '

：(22厂 sgnが"Iニsgnト-l)"*~*=sgn(ニ'l)m 

とならざるをえない。したがって, いずれにせよ|(0(m)|<sとなるだめには,，ぜ„ の符号と（一1)" 

のそれとが一滴しな'くてはならないことが明らかとなった。 .

ところが以上の関係はm が 1 かられフ1 まセ© どの数をとっでも, そのそれぞれの首座部分行歹(I 

について成立力関係であるから，これは行列式iyのあらゆるm 次の首座小行列式が(-1)，" と同じ 

符-ををもつことにはかならず，結局ヒックスの完全安定の条件が成立つことにはかならない。

. よって標記の条件の下での， ヒックスの完全安定と真の安定との向倘性の証明はすべて終了した。

■ 6 き て メ ッ ッ ラ ー に ね う 上 ;記 の ; ^ 理 は ， こ れ を 分 解 し て .

( 1 ) A が メ ッ ッ ラ ‘ 行 列 で か つ 7 iT A が 安 定 で あ れ ぱ ，メ は ヒ ッ ク ス 行 列 で あ る  

と い う 命 題 と , /

( n )  7 1 が メ ッ ツ ラ 一 行 列 で ??n つ b ッ ク ス 行 列 で も あ れ ぱ , K A は 资 定 で あ る

ュ  8  (6 0 8 )  — :

注（18V Debreu and HerBtein, (>p* ciL, p. 599,

ご タ *、气て‘め/すゼン: _ ，' '" 1̂
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という命題の:::'^にすることがやきるが, ネ節および次節^^-^^さらにそのそれぞれの方向で開発さ 

れた別個の定理を迪りつつ，議論の進展を図づていくことにしよう。 ， 、.

さきにも述べたように,，K A ( 0  K の部分すなわち調盤速ほの部分に圓する経驗的情報は，超過キ器 

耍関数に関するそれに胶ベればはるかに乏しぃかち，.そうした調盤速度の大小にはかかわりなく安 

定性の定理が開発できるとすれば，とりわけ有川であることはいうまでもない。以下で扱うところ 

はこ6 種の安定性に力、かわる事態の究明せあるが， のためにはつぎの2 辅類の安走性の概念を'定 

義しておくの使禾！Iセをき。 ' ' ■
. ■  し ' ■ ' ■ . . . . .  ' ,：； • ... ...... ■ ■

まずわれわれはプロ-* = マクメイナスに檢って，行夕*I M がどのような正の対:fず:!行列のについ't：も

i M を安定な行?̂![たらU 6 るとき, す:̂ぶわち:£ > 4の特性根の実部をすべて負ならしめるとき，A は

Z)安定 CD stably)であ:もというC とにする。：て> ぎにまたわれわれは力一クニサポスユックに做つて,
A の あ ら る ★数の首座部分行列がJ9安S定'trあるとき，パは全安走(totally stable) であるというこ 

(20) ■■ ..、 . . . . . ： ‘ 

とにする。これらの概念の経済的意51̂についていえぱ，前者ゆ .(価値尺族財を除く）すべて財り調

整速度が正でるかぎり , それらがどんな大きさをとる場合にも成立する安走件の概念であり, 後

者はさらに任意個数の調整速度がゼロ，となる場合にも（すなわち若千の財の価格がまったく硬itt的となる
. . , , . : . . . . , . . . .  . . ( 2 り - . . . . . ■  .

場合にも ) 成 ☆ す る 安 定 性 め 概 念 で る と ぃ う こ と が で き よ う ら

このよ.うな定義にもとづくならぱ；われわれはまず上記の命題（I )の仮を全安定の仮定に置き

かえることによ力て，つぎめ定理を得ることができる。

• (22) '
定 理 2 A が全安定であるならぱ，それはヒックス行列である。

証 明  、'
定理1 の後段の証明を檢討すれば，そこではメッツラ-^行列の仮定はK A の安足性からその首

. . ..... '- . ' ニ. .

m U ^ - W l K m A r n の安定性をぃうためにのみ要請されていること分る。 それゆえこれを全安定 

の仮定を21置きかえれば， 同様の推論をつちじて任意のk i d ニ1 ,2 , についてん,も

注 (19) K. J* Arrow aiid M. McManus, "A Note on Dynamic Stability"*, Econonidricat Ju ly  1958, p. 449*
(20) J. Quirk and R. Saposnik, /ti/rbdiichW to Gert^rdl EqiiiHbriiivi Theory and W elfare Economics, 1968, p. 166,
( 2 1 ) ここでの全安定の概念は.ランゲcpそれ (Cf. (X Lange, Pince Fle^bUzty mid EinqA&yment, p. 9 7 ) とは與‘/i：っている

とにま意すべきである。 .
*(22) Metxler, op, cif,, pp. 282-283, (Newnian, ed., RmdiyigQ. pp. 202-203, Metzlcr Colkded Papers, pp. 5057506)

ただしめ安定性はかならずしもヒックス行列性を必耍とはしなし# 、ら注意を:戾トぐる。たとえぱA ニ[ '一i  ~ o ] とす 

るとき，D A の二つの特性根は.もさ4もなら iまわ実根，も< 4 もならま数部がの共顿複素板となるから , V、ずれにし . 
ても>1はi ) 安定となるが，首座か行列式には0 のも9 が海ねることになる。 ‘ '
, い‘まー般に>4の^^数次め首座小行列式がすぺて# 正, 個数次の首座小行列式がすぺて# 么となるときに，それを擬ヒ 

，义クス行？y (quasi H icksian). と呼ぶとすれぱ,.，. 4 が.をの味で擬ヒックス行列であるこ:とが，.任 1̂ ，̂. IHのタがOf/■列 D  
: ウいて，D A のすベての実根が兆正となるためめ' か'9 十分条件となる4 この;(gffliはさいきんアロ一によって捉 

'•.され'た。K. J ‘ A iro w ,ゾ‘Stability Independent o f'A がustment. Speed", .ii>...G‘...Horwieh atid P‘ A. Samuel即n'ed., Trade, 
Siability, hnd Macfoecoimttics, 1974, Theorem 1 参照。'..

結局 , こめの教えるところによ ,;k ぱ， ヒ >ソクスの安Mi条f'l:は, 'Mlむこもとづく1)1調な運勘と複素胁こもとづく振 

勤とのうち前者の部分の安定性にかかわるものと考えられようレ 、

一 --.— 9 (i)cJ j9 ) —  . . ‘
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ん，したがってggn^^^sgn(-l)"'でなくてはならず,定理の成立は自明で

ある。

では逆にぶがヒックス行列やあれぱ，全.安定性やの安定性が成立つかといえば, 一般にはそれ力I
• • ...... ,' . ■ ： ■ . J . . .. ' \ ■ . ■ • ； ' ' ••' • ■

いえないことはすでに0めの皮例から明らかなとと,ろである。 しかし，こ9 方向の議論としては,ク 

ぎの與味深ぃ■ が知られてぃる。 ，,

定理3 メがヒックス行列やあれぱ，ある正の対角行列についてZ M は安定となるレ
' ■ ■ , ； , ■ ■ ■ ' ■ . ■ .■ ■ . . '

. . . . : . . s r ，..明..:.:：’. ■ ' . . ' .，ふ . . . .

証明の背チどしては, の を 適 当 選 べ ば 2 M の# 性根がすべて負の単浪となるととを[ 帰納 

によって示す。：まずA め次数が 1 の場合，命題の成立は自明であるから，それが 2 以上であるとき 

命 題 が 次 め 場 合 に 成 立 つ と し て , OiT-l)次の場合も成 itっことをませぱよい。

いまA から最後の行と列を除いた首座部分行列をんとし, A を

■ (2  ̂ A  ヒ「ル ポ  T  ' ， • ‘
し ^̂れ一1 ^n - 1> n*~l‘

のように分割するとしよう。すると帰納法の取定から，あ る (71-2)次り正の対角行列の1があゥ 

.て, Z M L i のすべての特座揖がきの単揖となることはいうまでもない。 ’ ,

ここでゴを，もとで大きさを決めるもる実数として，A の分割(ね)に応じて .

湖の(めニ [?1ミ] . し
■ • ' . .  ， ，， . ，.，. .

のようにの(めをつくってみる。そしてさらにM (め. ( めんと定義すれぱ, ‘

(25) M(0>--i>(0)A=[^^'

■レ：. / . " . : . . . . ン. ，. . . ノ ‘ ： .， ... ’ . . .  .. I
となるから，M ( 0 ) は Z M U の特性根とまゥたく同一のれ一2 個の負の単根をもち，またユ個のせ

ロの根を，もつ„ ところがi w o o の根は(；̂の連続関数であるから, 充分に小さいある<̂：> 0 を適き

に選ぺぱ, M (めの根のうも少なべとも"■-?個のものはやはり鱼の単根で，しかもヒックス行列:

の仮定から sgn\M (め H^sgn(— 1>か1 どなるところから, のこりの根も鱼根たらざるをえない《̂ よ.

って定理!の結論が成立つことは明らかやある。 '

ここで本稿の目的からしてより重要な命題（n ) o 方向め原に転じよう。ぶ種の•がすべて

法 (23) M, Fisher and A. Fuller, '*0n the Stabilization of Matrices and the Convergence of Linear Iterative Processes**,. 
P f<m dings o f iU  Cambridge Philosophical Society, V o l .54 ,1958 , Theorism 1 , pp. 418-423 および a S . . .B a l lU 伽 e, 
"Stabilization by a Diagonal Matrix", Proc^dings o f the Artierumn MatheTmtiml Sodiety, V o l .25,1970 , Theoreirt 
1 . pp. 728-732 m .  V  : ’

t o 定fflをよりV-般的な形ではじめて証明したゐはプイッシャ „ ；；： クラ一 で あるが, とこでめ証明はバランタイシ0  
ニつの別証めうちきわめて滞使な前老に拠った，

10(510)
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粗代替財力ある場合には，たんにA 行列がメッツラー行列となるばかりでなく，また価値尺度財を 

も含めた1 三[8ぜ り /!行列もメジツラー行列となる。するとこの仮：5^の下では， （n ) のよう 

に k ックス行列の仮定がなても，全安定まの成立つととがつぎの定理をつうじて明らかとなる。

定瑪4 1 がメッツラー行列であれぱ，ぶよ全安定であ今。

. : .  '証 . マ,明 .....パ'、/ '， . ：■
証明の方針としセは, まずm l がメ 'rツラ一行列であれぱ，A が鱼の俊对角行列となることを 

示し，らいで(il) A 力';負め優対角行列であれば, それが全安定となることを示す。こ.こでA が角の:
... ■ . . . .  . . . . .  \, . . . . . ， .， '• ..ニ：

傷対角行列であるというめは，め.〈O " ニ1，2,...‘‘.,"一1)で> かつあを正のべ；̂̂トル{<?1,ら ‘...'*» 

c«-JlC対して . 、 :

C i k < ! > 1 3  C j\aij\ U ,  i = l , 2,  •-••••,  - H - l )
. . • . ■ .;‘•： ... . . ：- : . >  . '  ，.:.. '

あ)るいは >■■：'■■,

Cii<if,i>c^i%i a ,  j==i, 2 ,…‘..，" - 1)

のl/ v fみかが成立ぅことである。

(i)ゼロ次同次性を用いれぱ，均衡点P * にぉいては| ]；?ゴ*ん产0 (ト 1，2, ……,《) となって

いるから，これを書きかえて
. . , . ，' . . : ，- . , . ' ‘ . . . . - . , ‘. . . . . . ■  , , , . ■ . ；；

(26) H  ん•*ん 产  ー (^ - 1 . 2 ,  .......... , n )

を傳, (^=1.2 ,….‘ゾ化；J =  l,2； ."，..，n - 1 ) の関係を用いて,

0) ^ ^ / a y ^ - P n ^ A i n  (ト 1, 2 ,…‘V,一  1) ‘ ： '
. . . プ . . . .  : - ■‘

を得る- ところが粗代替性の仮定からん"> 0 で あ る か ら ..

. ，.rt.'1..
(28) ^  Q fa ti< C O  ( i ニ 1 , 2 ,  " * - 1 )  ‘ . ‘

-と.なって，.，. , '..'.

(29) ^  (i =  l,2, ii一 1) 、

力 術 ら れ ， こ と で ん < 0 , ん > 0  (ズ お ) し た が っ て メ " < 0 , め ゴ け キ め で も を こ と を 考 慮 し て
• . : ' • .，.̂  < ■ ’ J- • ‘ . . .

嫩 め * ( ト 1，か …..Vぷー1) :.

を得る。 •

ッぎにワルラスの法则から，それを微分すれば，均衡点では

( 3 1 ) 2]?^ /^ 4_"ニ 0  (ゴド1 , 2 ,  ‘，，，，' , 《)

が成立つから，前と顏似の議，論によって

11(.511)
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脚  ^ . G = r ,  2,  ■*••*', n — 1)

力、得 れ，ここでふたたびび.?,<0, a.v>0 (i i= j) を考慮することにょって

か） び/K . l > 2  ヴ, * k，| . 0 ,ニ 1,2,  ...，72-̂  1)*4=7 , /
が得られる,

以 上 の 結 果 浏 お よ び {33|gて、ら， S i 代啓 '性 の 下 で は A が 行 に っ い ず も 列 に つ い て も 負 の 傻 ★ ま 性 を 満  

こ す こ と が 叨 ら か .と な っ た 。 ，， . ， , :

叫後段の議論はマジケンジ-に資うが，とれを1 個の補職理み峰まとぁャ东す。

M 助 定 理 1 ぶが鱼の齒対角行列であれば，A は全会さで:ぁif

証 明

まずA の;^の俊対がその正則性を意味することの証■から始ある。いまもしぶ力;;則ではな

いとすれば，任?ま，エの対角行列znこ対してd a x = o となるようなぺクトル‘ゃ 邦 が 存 在 し し

たがゥて •' ,, ^

"一1
《お） ももび ‘ソ̂)̂プニ0  ( * ^= ^1 , 2,  72 — 1)

:が成立つ。そこで N  ニ m ^ x k l とナギるようにゐを選べば，そのようなゐについてもか购成立つか

.ち.：’’ .

(35) dmkk な,k 2 J  dfi-kiXjJキAt
ゆえに

脚  d^\akk\ |% | ニ  l4o t；yta；jtj ニ  I X I djCikjXj]
O ^ k

—S  も ゴ Ij‘ガ/I ざ S  も Iびiwl \Xk\
タ千# 、 ♦

と な っ て ,

(srr もW

か得られる。Ini様に‘2/'Z)i4 ニ 0, 2/プ-0 から，やはりぁるゐにっぃて

( 3 8 ) も W び も M, -牛"

( ) 上《シ« ^ を̂ ^  ) ちゼロ次N 次沖を肌、る為想についてはT. Negishi； -A  N ote on tho Stability  o f an Economy 
I  Goods are Gross Substitutes”，Econbmdrica, Ju ly  1958 を，おこ*7ルラス法i(ljを用いる発想にっいては f
. ： and the Dynamic Stability of General EquSiibrium", Ecommei^ica, January  1058 

1958"(Ou k M* McManus, "The Arrow and Hurwicz and Hahn Theorem，，, Stanford, Mimeographed.
r  ' 叩. り" .，PP. 172-173 による）および T. Y a a u i.-A  Noto on Metzlerian MatHx" r分配 ?1^3の研5̂^̂—— P，•训 保 ;， ‘播記念論文级J 196怖所収を參 ll(■(し た ’ '

(25) LqW‘ McKon^ie -Tho Matrix with Dominant Diagonal and l3c如omic Theory^ in K J .  Arrow. S. Karlin and 
W7 1『 ふ: ; ，， 邮 ね M elhds in  Social Science 1959, 1960. p. 49. また Quirk and Saposnik；ひp. c i t .  pp.

12(612)
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TU場均衡の安 !42性 m

が得られるから，（37)と相ほってA の対釣優位の仮走とネ)ほする。

つぎにA の安定性をいうために，行列A  —  >?/を考え，/Iの実数部をぜひ）とiifけぱ，いうまでも 

な く ' •

... (39)1 «;,• — ^1^,1 ( t ii一 7?ひ）I 

である。そこでいま紹論に反して72ひ)さ0 でもったとすれぱ，a" く 0 で る と こ ろ か ら k ,•一ぶ 

ひ）iさM となり，したがってもしA が俊★が j行列であれば, 7 1 -；/ もまた優対 *̂'』行列たら〔ざる 

をえない。ゆえに前のパラグラフの帰結が適用されてA — が は 11£则となり，これはA がA の特性. 

根とはなりえないことを意味している。よっての特性根のyn部はすべでとなるはかはなく，そ 

の安：̂1̂性が成立した。 ， . . ， ' . '，

ところで優対角性の定義から，A が傻対)*り行列であれば，そのらゆる次数の首座部分行列もす 

ベて優対角行列である。’ ^

そしてA が優対)^行列で，ある止の数Cl,C2, ‘..…， c„-iに対して0,|(1"|>2]<3>ム.|"ニ^ 2, ••• 

"‘，れー1 ) が成立てば，任意，，THの対Jij行列_Dを-さ‘えて， di ニ d i ld iとするとき（ここでもはD の正の 

，突れおt:素) ， cu C2,……，し 1 に つ い て も も .Iも '(ぜニ1,2, •....‘, "一 1 ) が成立、つことも 

明らかである。 よってのilは安定，すなわちA はの安定となり，前のパラグラフの議論と併せて， 

A が全め吏となることが知られた。

8 以 上 の 議 論 に よ 、ゥ て ， わ れ わ れ は 前 稿 の そ れ と 平 行 的 に ,粗 代 替 性 の 仮 ぜ の 下 で の 局 所 的 安  

定 性 を 確 立 し た 。 し か し 補 完 139係 に あ る 財 が tや 無 と ぃ う 条 件 は ， とりわけ律 J !を 者 慮 に ぃ れ る 場 合  

に は き び し ぃ 条 件 で あ る か ら ， セ き う る こ と な ら 補 完 財 が 認 め ら れ る 力 向 に 譲 論 を 拡 張 す る こ と が  

望 ま し ぃ で も ろ う 。 パ . .  .
こうした拡張の一'̂：>としては,,，すでに補助定理'1 として揭げた優対角行列のお!̂例があげられるが, 

これとはまったく異なった方向として一部の経済学者の興味を渡きつづけてきたのは,いわゆる森
- ，:，(26) . ，， * ニ ， . ，

崎 行 列 （M orishim a. M a t r i c e s )の 事 例 で あ )る。

森 嶋 が 企 図 し た - ^ 般 化 は ，仙ifわTミ 度 財 以 外 の 財 を 2 祥 仏 ぶ に 分 け ， i ,  H i こM ) が と も に / e に 厲  

す る か S に 屈 す る 場 合 に は < % > 0 ,そ れ ら の 片 方 が / む こ 属 し 他 方 が ぶ に 属 す る 場 合 に は め ;< 0 と仮 

定 す る こ と か ら 成 っ て ぃ る 。 こ れ は そ れ ぞ れ の 群 に JT6す る 財 が 同 群 の 財 に 対 し て は 粗 代 替 財 と な り ，
, - ' ' . , V . ' '，ぃ .ス 、 . . . - レ' '广.こ ...’.‘ ..:.，バ ： ，’： -  ̂ , ;

他 料 の 財 に 対 し て は 粗 袖 完 財 と な る こ と を 意 し て お り ， A が

' sg n < %  ニ 嫁  n  も ‘i ,

(40)
S gn  : s g n  めム

注（か〉 M. Morishima, "On the Laws of Change of the IMcc-systcm in m  Economy Which Contains Complementary 
Commodities**, O^aka Bkoiiomtc Fapefs, May 1952.

■— 13 (613)



の条件を満たすことと同値でもる。. あるV、はこれを経済的にま現すれぱ, 給 'ぶ財力第プ財に★ホして

粗 の 意 味 で 代 替 財 (捕完財）な ら ， 第 j 財 も 第 i 財 に 対 し て 代 替 財 . (補完財〉で あ る と と ， ;まナこ第i 財

が第i 財の代替財のまた代替財（あるいは補完財のまた補完財〉.なら，第 i 財はかならず第つ‘財の代替

財であること, そして第 i 財が第；?'財の代替財の補完財（あるいは補完財り代替財Xナi；ら，.第 i 財はか

，.な，ら..ず第ゾ，財の補完財であること，..,.でもある，。，：以上の定義から，，も::し/?'またはぶめいずれかが空'で'

あ れ ば ， こ の 事 例 が メ タ ツ ラ 一 行 列 の 事 例 に 撒 す る こ と は 明 か で あ ろ う め

さ て 記 の 条 件 (恥)を満たす場合には,いうまやもなく K A もま'た同種の条件を満たすから，

いまjK：4 の対角元素そのいずれの絶対値よりも大きい正数S を加えて，適当なta換をほどこす

ならぱ，，. . . パ‘. ,,,
■ ... . . . .  ，. . . . . . .

R  S  . . . .

n [ ^ T A + s 7 ] n - i } i 2
]s一 i +

のような符号配置を得る。4 日森嶋行列と呼ぱれているのは，•^般にこめような符号配置の条件を 

具え:^行列のことである。ととでi J n , ぶ© い’ずれかが空であれぱ, との行列がフロべi：•クスの正

行列に帰することはいうまでもない。こうしてA がメャツさ一行歹!1であることがi f A + s r かプP
. . . ' .  : . -

ベ ユ ウ ス 行 列 た ら し め る よ う に , ] が (40)を 満 ^ す こ と が 本 質 的 に i f A + f i / を 森 嶋 行 列 た ら し め る  

わ け で あ る が / 以 下 で は い さ さ 力 適 法 を 変 え て , よ り 根 源 的 に A が 満 た す と と 自 体 が 森 鳴  

行 列 性 の 定 義 で あ る と 考 え る と と に し よ う レ  

す る と さ き の メ ッ ツ ラ " の 定 m に 対 応 し て , つ ぎ ま 崎 の 定 ■ 赠 す る 。 ：

定理5 が森鳴お列̂ヤあれば, ヒ ッ ク ス の 完 全 安 定 と の 働 学 6̂ )安定とは値であるニ •

証 明  ,• • - - . ，.
\ . ) t  M = K A - i ~ s I と お け ぱ , さ き に も 述 べ た よ う に あ る 置 換 行 列 T H こ 对 し で .

n i l f  n - 1  ニ  M p  ニ M jiji  M j^ s  
,M s / t  M s s]

となり，こ こ で そ し て M f i / K O となる。とこもがドクプリュー

スタインが示しfc；よう( I〉

「7  0-1 m n n  0 1 ー「 M b レ  ー

し 0, - — / 」しM s /f  L 0  — / J  丄ー ik fs；? M s s .
の ご と く で あ っ て ,

M u r  — M jis  
M s r  M s s

法 (27) Debreu and Horetcln, op. cit., p. 603, n. d.

— 14 (524)-
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. 市場均衡の安定M ifl ,

はいべ毋カもかく正行列である。ネして M n t  U p が同*-の特性根をも'ことは明らかであるか

ら，おとは★らたく，定理1 をも'^てte明に'代んることができる。

' . . . :，.. ■' . . . .  ,. ■ - ： ' ' ' '̂ .: •'. ■ ■■■,：： ■■■： ■ ，. .- ... 
こらしてメジッラニ行列と森嶋行列とのあいだにはきわめて密接な平行関係のあることが知られ

るわけであるが，さ ら に を め ヤ ，安定性そのものの十分条件といき视点か商者を較べてみ
. . . , , . . . I : 園 . ' I . .

た場合ほ, ど b で^ ろうか。われわれはすでVこ前節の走理4 で，体系が価値尺度財をも含めてネ11代 

替性を満たす場合, 換 言れ ぱ ね ><れ 1 行列がメタツラー行列でもる場合には，A はかならず全 

安走シなるととを見た。これになぞらえて,いまA から J へ森嶋行列性を拡張して仮足した場合 

>2：̂ゆ, 果して同じ結論々墙かれるでろうか。

との設間に対する答はr i をこほノーで、 り，結果が安定になるか不安定になるかは，ひと先に価
(28)

值尺ま財と他の財との代替，補完関係にか力、っていることが，最近の成果とし'"?知られている0

この点をさらr 究明し< みるために，まず財の集合を，一般性を失うことなく i^ギl,2,. . - . ■  . ■ ，' ，. ： ■ . . ■ . . . ，. . . .
他}, ^ = = { m + l , • ‘. W - 1 } および細値尺度^1^^2の 3 群に分割してみよう。するとゼロ次同次性に 

よって, 定想4 め場合と同様，均掘点でH : .

湖 ! ] り/ * ん +3>„ん 》ニ 0  ( ン 1，2 , …

，と な ’る か お ，， . , .；_：

(42) U  も '％ " +  S  ヴ ニ ー タ n* ん " （わ 1 , 2 , .， " - 1)

が 得 ら れ る 。 そ こ で こ れ を 適 当 に 書 き な お し て .
.力:が*=( % + S  ひ V H - ひ‘0=^ -  (?>n* 成"+ 2  るぐめ, ) (tf ie) •

, - ■' ■ ■ , : も . .  •
とすわ4よ，，森嶋行列の仮定から* 左® の#数め狩号はメッッラー行列の場合とまったく同じ配置と

'な'る。ゆえにここでもし右さがすぺて資であると仮定するならぱ，すなわ:^ . ；

fJ^A in^-2H  qk*aik>0 ( i  € R)

p M n - ^ 2 1 ]  q M j > 0  i i  ^ S )
パ :.ぐ r . .  ； , ： V パ忍：. ：. . - . : . . ，

の条件がすぺて満おされると振定するならば, それがメクッラ" 行列の場合めん„>0 (all#A") 

の仮定に該当するわけであり，したがって定迪4 の場合と同様,■/!の資の傻対角性たがってその
，. ...-...-.' ，.. . _ _ _ _ _ _ _ _  ゲ ー . . ■ - ■ , ■ ： . ■. -
法’( 2 8 ) 躲嶋行列の他f t をそのまま無条件に>1からAヘ掀張すれぱ，かならす不安定性が生ずるポ実は,，最初アロー コハーヴィ， 

，シブ4こ，'よって指摘3れ，、やがてバせット='、ビバガイニ;*-ーク.> ケネディなどによ.ゥてRE明された。これに対して森檢 

は安定性が保IIされる方向に十分条件を補胁した。 K‘ J. Arrow and L. Hurwicz, "Oi> the Stability of tli6 Com* 

petitive Equilibrium, I **, Econmdrica, October, 1958, L. Basset, H. Habibagahi, and J. Quirk, "Quulitatlve 
Economica and Morishima Matrices**i Ec&nonietHcd, .ApHし1.967, C. Kennedy, "Tho Stability of the Morishima 

Syntem*Th Revkw 6/ Edonomio Studies, April 1970.，‘および M ‘. Morishinm.. "A Gsnoralization of tho Gross 
Substitute System'!, ibid > ...

 15 (.515)---- ...
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全安定性を導くことが期待できよう。ところが森嶋行列の仮定をそのままi：に拡張するとすれぱ, 

m らかに(44)の床件がすべて成立つことは不可能であるから，不安定性グまずることになるであろう 

以ドの二つの定理は, これらの主張の精後な誰明を金図したものである。

定理6 ^ が森嶋行列で, その対 "̂̂_1元 素 a n がすべて負であり，かつ上記(59)の条件がす べ て

(29)

満 た ; ^ れ る と す れ ば ， A は 全 安 定 で あ る 。

証 明  

(43)と(/Iめから

S  Q * a i j -  J^  q k * a ：k < 0  ( i  e R )
(45)

S  H  (l*aih<0 (レぶ)，

ゆえに

(46)、

2  g,*ao—  S  (lk*a{„ (4’ e R)
J=h，'

q * a i i> - I] g/a.v+ X) qk%k (i e S)

と，な，る力';,仮定によ.って

2  (?/*k,vl +  (i € R)
(47)

k€S、

s  + s  がIcy (i f s)j€ R  k tSfc+f ，

となるから，正 の 均 衡 価 格 <?2* 

助定理] によって，結論が成;*する。

‘， については資の優対，/0行列となる。ゆえに補

つ ぎ に (4め の 条 件 が 成 立 し な い zjl：例 と し て

V n * A i„ -\-Y \ (ik^ a ik^ O  a  e R ) あ る い は

(48)
り《*ん《-ト2  <?/*め在0 (レめ

を仮定してみよう。するとこんどはA の不安定性をfili明することができる力';,その前にそこで用い 

る補助定述をあらかじめ証明しておこう。

(30)
補助定理2 A がメッツラー行列でかつめであれぱ，A は鱼の優対角行列である。

証 明 の ど の k " |よりも大きい正の数としてS を逃べば，仮定に，よりA + S / は正の行列

注 (29) M.Morishima, op. ciL, pp. 181-183, また M. Ohyama, *'On,tho Stability Of Generalized Mctzlefian Systems'*,
The lievieto of Economic Shidies, April 1972, p. 200, ； '

(30) McKenzie； op. c iし, p. 58, Newman, op, cit*t p- 7*
このJdfilは. メッツラー行列め場合は, あ|j助 劍 111O 逆命如が成;！I，/：つことを示すものでホ)る。

一 — - . 16(616)
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と な る か ら ， フ ベ ニ ウ メ の 定 理 に よ っ て 絶 対 値 に お い て 辰 大 の ，’正 の 実 很 ゲ が あ り ， す べ て 正 の  

成 分 か ら な る べ ク ト ル 0；に 対 し て ‘ ‘

(49) (A -l.fi/ ) び ニ  ゲ0?
( 3 1 ) , . . / ..園 ..   '...

が 成 立 り 。 ゆ え に

(50) A o6— (,7' — s ) x  ■
となる力V 仮 定 か ら A は 安 定 で る か ら , f — S < 0 で あ っ て , し た が っ て / Iが< 0 。 そ こ で ，

(51)..‘X I め ，-0?ゴく0  . " ニ  1 , 2 , ........ , " 一 .1)-:

を満たすような正の{な1 ,a?2,." い.，び》m } 力':存在したことになるが，(51)から一 a"だ，〉 め  

かも飯定か..ら.'ttfi<0,:. «な> 0 ,乂培:/)..である，から，.:..

で，

(52) k { k ‘> g M も a ニ 1 , 2 , . . . . . ‘, す!一 1)

となる,

定理7 が森嶋行列でその対角元素めfがすべて魚で’あり，かつ上記(城の条件が満こされ
- ..(32) ■ ..

るとすれ.ば, は不安定である。 ！

‘証 明 い ま (48)の前半の式が満たきれるとすれば,ゼロ次同次性から

(53) S  q / a i j ^ O  ( t  € R ) :

を得る。 ， . ’

以下ではまずW 次の部分行列ん《ニ[(%](も j e R ) が負の優対魚性を満たしえないことを示す' 

帰譲法を用い，もしある正の..{<̂1，<̂2»  について

(54) c» la,-fl>  S  c M ij \  i i ^ R )  '
3-+i -

となったとすれば,いうまでもなく

(55) . Z 1 W  : ( i e .め  V
' 州 . . . . ，

を得る。 ’ ’

つ ぎ に (53)か ら  、 . ' ......
(56) S  a  f  R) ’’

. .

义なるから，，

注（31)... Debreu and'Herfltein, op, cit., p. 598.
(32) Kennedy, op. 6iL, pp. 174-175. Basset, IlabibAgfahi, and Quirk, op. cit., p. 229, M ‘ Ohyfima. op. cit., pp. 200-001.

_  17  ( 5 i7 ) .  ■—— .
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(57) (パ め
■?‘+»'

. ' ' ， ，. ，’ .

が成立ち，ゆえにも‘* / c 产 i S f とお <ととによ っ て ， ( 5 5 ) ,邮から. . "
'■ パ ，， ■ i . : ，，..

(68) S ~ ^ ( / S , - / 3 , ) M > 0  C ie K ) , .

ポ . ........... ■ , . ：

を得る。ところ が yOt=inh:/3ぷメ R ) であるよう.なたについ’ては,.明らかに軸は成立ちえず,，不
.，， ... ‘ ，. *. ..，'..，，■こ：；'.； . I •' ' ' - '. • ■ ■' ' -:, '

合理が生ずる。 . ' , /

こうしてm 次の部分行列M  a ,  j  e R ) は優対角行列た:り1 ないから，さきにfc明U た補助定 

邮 2 によって，それは安定ナこ卞えないb ととちが, もしそれが安定でなければi ふたたびそのメッ 

ッV — 行列性を考慮キるとと'によって, をれはヒダクス行列たりえない0 .をしてもし部分行列が*i 

ックス行列でなけれぱ, 明らかr 原行列 A ョ[cy (i, 3 ^ 1 , 2, .....•, rt— 1) もまたヒジクス行列ナこ 

りえない。' ゆえに定理5で示したように, i f A は不安定たらざるをえないのである。 

(48)の後半の;》̂：；が成立つ場合も, 議論 ネ̂まったぐ同様である。

. ' ，’ /.:. . .ン :，. レ ’ ：‘，、 ..'.，-パ '-. ' . . . .....，. ..:....ノ . .
. * ，； ， . . .  ' * . .

■ ' .. . . . 一. . . .’’， ,■.

以上に兄たように森嶋行列の場合は, (44)が満たされて72醇,:ぶ群0 財がそれぞれ価fi尺度財に対 

して充分に代替的であり,,それが他群の,財々の捕完関係を凌駕するようであれぱ,安定性が確保さ 

れるが，そのような条辟が満ナこされなければ, 不安定性が‘生ずる可能性'力,;ある。いまの森媳行列 

性をそのままi に跋張するとすれぱ,いずれかの群め財と価値尺度財とはかならず補完財ナこらざる 

をえないから，（48)が成立して不安定性から免れることはできない。この意味において森ill行列め事 

例 は stability-preservingな性質を欠くといわねばなちなV ゃ ラ う 。
V ■ ' . . . . . . - . て . . . . : . . . -  ■■.

. • .. . ■ * ぃ, 、、 ..‘リ ' 、 . . - ' ，. ‘ \  . ，. .... ■ ■
9 こうして補き財の存在はdisturbinと で り ，粗代替財のモデルは依然として優位を保ちつ

* 、 . ，. ‘ ， ，.. _ ■ ■

づけネかのようにみえる。事実タークは最近の論文のなかで,速関財の定義が符号上対称である辦 

☆ (sgn aむ‘ニsgn細の場合) にほ, が定性的に安定性を辦おすめ(：ま,粗代替財体系め事例のみでも 

ることを指摘している。.

しかしとれはいうまでもなく JLの符号の/《ターンのみがら安定性を導く定性的な分折に限力ての

帰Isであり，前稿の後半でとり'扱った顕示選好の弱公理でもると力、純取引量ゼロのぎ例のような定
.- . . . . . . . . . .  . . . . . . 、 ， • ‘ . • .
量的な条件をおく場合には, 話はiioである。たとえば均!^点において純取引量がゼロの事例を考え 

れぱ，所得効果はな\、わけであるから, 偶別主体の代替項行列の定符号性がらA は対称セ負の定符 

-ej.となり，したがって補完財の有無にかかわらず，それはま定（事実のちに証明するよ.うに/)爽定なら
. . . . . . ‘- - - . . . . , \ ：■ ， . 國 L . • .

びに金安*:51)となるのでもる。

注 (33) J. Quirk, **Coxnplementarity and Stability  of E q u i l ib r iu m A w e r ^ n  JScd7p>?n̂  liemeio, June 1970,

^r~r"r 1 8  ( s i s )  ■
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. との息地か!^すれぱシナリオのなかの感役は補完財ではなくしてt/しろ非対称的な所得効果であ 

り，その点はヒックの主著第 1 版め誤譲と,して,つとにモザックや安弁によって指摘されたとこ 

ろである。ところで一般には所得効果は^欠如せずまた対称的でもないから, 安定性が満たされるた 

めには, それに 何̂らか,の量.的制約が加え!^れるのでなくてはならないであろう。iよく知られ,ている

よう1 C , この方向に-^ホを進あおのはサムエルソン*̂ ^あ I?,彼のいわゆネ; の準走符号（quasi nega-
/： . ■ ■ ■.レ.... .  (35) ... ■• . . . ,，，，.:

tivo dellnito)の議論かそれに当っている。

ここでぶが貧^^举定符号であネという0 は，+ U + A ' ) ああいは同じととであるがA + ぶが負

め定符号となることにはかならない9 — 般は対称的な部分と亦对称的な部分とに分けられて

^  —  A + A '  I  A — A^ . .

2 ■ 2
, ， .’.，：- . ：, , . „ ,.:. - , • ; ... ノ .:.，. ： ： -. , , ' , , ： . .... ... , , . . ，. ’. ■■ r；,

と書かれるが，ここで2 次形式
..、 ■ I . . .，...》 レ. ..、'.'パ-1.■

a / A c  ニ — a H -0 , Jc=/:0 ,

が負となるとき，A を負の準定符号'と呼ぶのでちる。
. . . . '  . ' . ■. '  . ' .■.. ■ • 國(36) ..‘

さてサムゴ■ルソンがテしたように，A が負の準:セ符号でれぱ，それは安定となる。しかし今日 

•の見地からすれば, とめ主張はより-*般的なリ.ャプーノフの定理の--っの特殊な形態とみなすこと 

ができる。をとで以下やはまずリャプーノフの基本定现から出発して，それを援用しっっぷのZ)安 

定，全安定を導く途を揉択することにしよう。 .

• . ' I ' ■ . . . . . . .

定理8 (リャプーノフの定理）fcる正定符号の対称行列5 があって，丑 が ：̂ミの定符ぢ"̂. . . . ' ■ • ■ . ■ . ... • , ■ . ■ - •

となるとき，そしてそめときにのみ，_/!は安走である。.

' V : ■ . .，v V  じ ，.，:..’: . ' . . . ソ， '̂-v

-証,'.明 r ... . ； \  ..， . .

. ，， : . - ' ，，，\ ' '■ゾ ' ゾ......'て-' . . - •  •-/'，：: . V ■：：：：■•：；>
注記の参考文献を参照せよ。 ■ ■
：V ，- -- - . . ' . . . ： • ； ' . . . , ご: - . . . : ： ' -  ̂ ：• ... /Qg)

上記の基本定理にもとづくならば，プロ一> マクメイナスに•負うっぎの定理が容易に導かれる。
' ■ ' - - . . .， ■.レ，.--

定理をネる正の対角行列C?があって, P在+ A ' a が倉の定符号となれば， はZ)安定であ

る 。 園 . .  . . . . . - . .  . ■

.V ■ •■：：■■'  ̂  ̂ .じ . .，....... . . . . . . ， . . . . . ， ：.：. ，. r  .. * ' • い • ■：*■ ； ...

証 明

注 (34) Mosak, op. eU" p. 4 2 ,安兆换膀 経済？11論のik:本問題J 第 4 巻，『お済学諧座j , . ルす京経済M究 所 版 部 ，1947, p. 
64. (f'安サ场廣蒸作集J 第 2 卷， 1970, lip* 5レ5め .

(35) . 'P» ん  Samuelson, 0/  Ecmontie A m ly s is , 1947, p p ,140-141. . . . . . . . . . . . .
(36) .ibid., p. 438. ，

(37) Wi Hahn, **Eino Bomerkungen zur zwoiten Methode von LjapwoV’V MaihemaliBcke Nackrichten^ B a n d .1も 1955, 
. pp. 350ff.' R ; I n l r o d M l i o n  to M atrix  A n a ly m , 1960, p. 2 3 1 お よ び !)p* 242-243. 、

(38) Arrow and McManus, op. cな.，pp‘ 449-450, Quirk and Saposnik, op. c i t , p. 166，‘、 い ，. 〉
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任意，JT:の対称行列をのとし， ニ5 とすれば，5 もまた正の対角行列であり，したがって 

それは正定符みずの対称行列である。ところが

(59) BiDA) +  a ' の)5  ニ CjD-i(ZM) +  {A^D)D-^C=CA+A*C  
で，C_/1+A'Cは仮定によって;^の定符号'であるから，結局Z M に対して5(iM )  +  (A，Z))丑を魚 

定符たらしめる正定符号の5 があっだことになり，定理S か ら は 安 定 ，し た が っ ズ は Z> 

安定である。

- ところでより精確にいえぱ 》 アロー  コマクメ イナスが証明したのは， の場合につ い て A が• 

彼らのいわゆるぶ安定を満たすこと，すなわち任意，正走符号の対称行列ぶに対してぶA が安定性 

を満たすことである。’正の対角行列£>はいうまでもなく正定符号で対称でちるから，3 安定が成立 

てぱ当然の安定が成立ぅたことにもなるのであるぃ

アロー クメイナスはまた同時に，どの定符号性が十分条件であるのみならず必耍条イ卞でも 

あること，すなわちA がi：<iの準定符号であって，かつ対称のS についてS A が安足になるi;すれば,
. ...人‘... ..(40) ' .

ぶは正ボ符-5*とならねばならないことをも誕明した。彼らの議論のこの部分は，園の定现— ぶが 

対称で，A および'ぶA がいずれも資の準定符号でおれぱ，ぶは正定符号となる一一-を一般化したも. 

のと解することができるであろう。なぜならぶA が負の準定符号であれば，それは安定となるが，
. .  V y . (41).. '

その遗はかならずしも真ではないからでもる6

、以上で言及したぶ安t定性の議論は，各財の価格の変化率がその財の超過需要にぱかりでなく，他

の財の超過需要にも依律する揚合（ドン.パティンキンのいわゆるspm-ov6r effectがある場合）に有用で

.ある。 しかし本稿の意図としてはその種のをデルには立入らないので，以下ではふたたびZ?安定性.

の譲論に限定して，むしろそれを全安定性の.方向に一般化するのが目的に叶うであろう。

‘ . - .:(42).. ....
范理10 A が負の準定符号であれぱ，それは全安定である。

証 明

仮 定 か ら 任 意 の べ ク ト ル に 対 し て a / ( A + A ' ) a < 0 , しすこがってな'^1が< 0 となる。 そこで

法 ( 3 9 ) この走J1をはじめて示唆したのはサムルソンであ)る。 Cf. Samueleon, op. cit., p. 2 7 5 .ただしサム，エルソンがぶを. 
正の準定符号であってもよいと述べているのは誤まり力ある。アローニマクメイナスがfft摘してい'るとおり

，ぶ ニ [ 一 ][ 1 ]< - l ] ' .したがって
一3 I

とすれぱ，ぶは正の坪1定符あは負の準走符号であるが , S A は不安定でibる, . 、

. . ： ，， ：，，，，：. ；,； - ，，..，，' ：- I. ..，：， . .， . J .(40) M‘ Sonp, "Positivo and N egative Relatipns and Stability Conditions", Osaka Economic PaperSs March 1955,
(42) ふたたびアロー ==•^グメイナスの反侧を借りて

とすれぱ, 5 は 正 符 号 ，A はねの準定符ち- , そして ^̂みは义ゆでネジる。 ところがぶA は準定符号性を満たしていない- 
(42) Quirk and Saposnik, op. ciL, p. 167. ,

 2 0 ( 6 2 0 )  : ‘ ‘
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いまがの成分のうち饥個（0 < 饥 0 — 1 ) を残して他を全部0 とおけば,

(60) a ? „/ A；i C < 0

が成立ち，ここでi«„•は残った饥個の成分からなろ# ゼのぺクトル，A n はそれらに対応する》も 

次の1^座部分行列である。するとん V は負の準定符号，L たがってん * + ん/ は:^のポ符号である 

から，I を定理9 のC とネなすことによって， は■£)安定となり，よってA は全安定となる。

定理idの 系 A が対称で貧の足符号であれば,それは全安定である0

さきにも記したように，所得効桌が無祝できれば，代替項の定轉号性から系の仮定が満たされる
. - ' . . . . .  . . .ン ... ..... (43)

か ら ， A は た だ ち に 全 安 楚 と な る 。 こ れ が サ ム エ ル ソ ン ニ ラ ン ゲ に よ っ て 初 期 に 提 唱 さ れ た 命 題 の

一 般 化 で あ る と は い う ま で も な い と こ ろ で あ ろ う 。

1 0 以上を要すろに，D 安定性や全安定性の十分条件として一応補者たる地位を獲得したのは， 

粗代替性の事例と負の準定符号性の事例である。前者は補完関係の欠如を，後者は所得効果の許容 

限度をそれぞれその経済的内容として意味するが，5£理 4 の前半部で見たように，机代替性'の事例
. . ( 4 4 ) :. ‘，....：.. 、.：.’'.，. ； ：.

ではA はかならず負の傻対角行列となり，またュュ一マンが;̂ ‘したよ.うに, が資の優対贷J行列で 

.あれぱ，それはかならず魚の準定符号となる。反面，その逆命題は明らかに成立しえないから，こ 

れらニ組の条件のうちより一般的であるのは:tまり準符号性の条件のはう.でもるというべきであろう，

(経済学部教授）

法 (43) Sairtuelson, op. d t .,  p. 2 7 1 .0 . Lange, op. d t ,  p, 97 LNowman, ed., p. 1841.
(44) Newman, "Somo Notes’’，p. 7.
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