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市 場 均 衡 の 安 定 性 n

-一 - 粗代替財体系と大域的安定性一 ~

福 岡 正 夫

1 前稿において述べたように，安定分析の究極の目的は，経済体系がどのような条件を具えた 

ときに変数の動きが均衡に接近するかを解明することにある。当面の競争市場経済についていうな 

らば，これは価格のメカニズムが，収束する調整経路を与えるに足る条件を明らかにすることを意 

味しており，そのような十分条件としては今日いわゆる粗代替性の事例，優対角元素の事例，顕示 

選好の弱い公理の事例など，さまざまなものが知られている。なかでも近時の理論の発展コース上 

もっとも葉中的にとり扱われてきたのは粗代替性の事例であって，これとはまったく隔絶した他の 

事例なるものは知られていないから，以下本稿においてはこの条件にもとづく安定性の証明を主服 

として今日確立されている諸成果を概観し，あわせて若干の交通整理を図っておくことにする。

. 2 ここで粗代替性（Gross Substitu tability)とは，当該の経済が， { 1 , 2 , … …, のどの1 対の

.財についてもそれらが互いに粗代替財となるような性質を満たしていることをいい，その場合の組
(2 )

代替財り定義は社会的な超過需要関数E 人V\，V z , ……, V n )けニ1 , 2 , … …, 7 0 について行われる。い 

まある任意の財《の価格を除いて，他のすべての財の価格が不変にとどまり，かのみが臉贵したと 

き，価格が不恋にとどまる財の超過需要がすべて増加するようであれば，その経済体系は粗代替性 

を満たすという。すなわち

{ 1 ,2 , ........ , n ) .のなかの'任意のi について ViくTh’，で，かつすベての j ギi についてルニ?)/
⑧  、 . .

のとき，それらの j キそについてE j( P u p 2 ,  ，ね く  ,?)„')となる

ようであれば，その経済は粗代替性を満たしている。またもしがその定義域において微分可

能であるとすれば，そこに含まれるどの？n こついても

(SO .すべての i ,  j , ただし j キi について dJSj(やI, V2,........ , となる

法（1 ) 福岡正夫「ホ'場均海の安-矩性I一ぼ論的考察J,『三W 学会雑誌J,1973年2* 3月号，

( 2 ) 個別的な消'でぱヵ需要旧数について，最初に粗代替Iけを定義したのはちザックでもる。J. L. Mosak. Gemrat Eqtd- 
libi*ium Theory in Intermtional Trade,194もp, 4 5 .また生産の場合は所得効果がないから，おiというガ級?詞にこだ 

わる必2!；《はない。 ■ '
■ '§
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:けI学会雑誌j 68巻1 • 2 号 （1975イf:l.2力）

ことが粗代替性の定義となる。ここで（S) と (SO .とは明らかに同f g ではないが,後者が前者を意
\ ‘

»ルすることはいうまでもないであろう。

これらの定義が空虚でないことを示すミクロ理論的具体例としては，つぎのような効用旧数の事
( 3 )  '

例かあげられよう。

«•ニ1la:ル’ あるいは■»>= X !びゴlog Xj ?—1 j —\
ここで a_/〉0, X Iめニ1 i=i

これらの効用関数を予算制約式
n n

2 ? み‘ち-ニ 2  成

の下で最大化するとすれば， 、ずれの場合も

も
re,. ニ めしー̂ —  U = l , 2 , ........ , n)

- (4)
という形の需耍関数が得られ，しすこ：をってdxiidp产 aホれとなるから , も> 0 であるかぎり粗代替

« |の3il：例が成立する。生産の場合は所得効果がないことを考えれぱ,この場合社会的にも粗代替財 

のケースが成立つことは，容易に理解されよう„

3 安定性の議論そのものに立入る前に，若干の予備的補助定理を誕明しておくのが使利であろ

う。

補助定理1 粗代替性（(S )あるいはだ/ ) ) の下では，Eiip)  "ニ 1 , 2 , … …， 7 0の共通の定義域 

は正の成分のみから成る。す‘なわち前稿の r は u , 2 , . . . . . . , n ) のすべてを舍むことになる。

証 明

( S ) の定義を順繰りに用いることによって， となる i の染合 Q が 1 個より多くの元を含 

むとしても，なおのこりのすベてのj  C R ^ { \ ,  2 , …… ， についてpj ニ p / のとき， くEfy)')  
となることが明らかである。そこでいまP が 0 成分をもつ；P を含んでいたとすれぱ， i  ニ 1ゃ, ；0>1  
とすることによって’ Q ニ { め R = { j \  ?)j =  0 } とできるから，{j e R に つ い て は E jけ')く E jU p )  
が成立たざるをえない。 ところ力； のゼロ次同次性から， す べて の j について . E jけ) = EJ八Jtp) 
となるから，上の紹;5(iとPii立しえない。

補殺)定理 2 粗代替性の下では，均衡価格V * はすべて正の成分のみから成る。

注（3) K, J. Arrow and L. Hurwicz, "On the Stability of the Competitive Equilibrium ,1 " ,Ecdnometrica, October 
1958, p. 550, ‘

( 4 ) ラグランジュ乘数を/とすれぱ， めsstt,.ニび,•《/めあるいはめ/めとなるから，均 衡 条 仲 か ら び (も る い  

は を 得 る 。これを合1H•し予 !?-制約武ならびにめニ1 の条件を；f|jいることによって，ス め あ る  

いば^=1/Upia；/ を他これを上!iiiのめ'海条沖に代入して，本文の紹架をる。

2

巧
-

?
;

?

パ

! ,.
i

 

J
»
e
s 
ソ
,,
4
i
o
^



ホ場均衡の’安定性n

m 明 .
補助定理1 がら自明。 したがって ( S ) の下での均衡条件はすべて等式£■/?)*)ニ0 (_?‘ニ1 ,2, .， 

n ) のみから成る。

補助定理3 粗代替性の下では，任意の不均衡価格および均衡価格P* について

とするとき’
ぶ*(2カ< 0 ,  E A め〉 0

( 5 )
となる。

証 明

すべての"j：についてりfc/p** ニりi/25i*であったとすれば， あ る iC > 0に つ い て ニ 'kpみとなって， 

ゼロ次同次性から2?もまた构衡価格となってしまうから，仮定に反する。 よって少くともある，'に 

ついては ThiThウ PilPiネとなるのでなくてはならない。 そこでいまゼ三iVk^lVk)V と定義すれば， 

一般に 、

の./ニ ぜ ニ り .*
ルー 7 h 仏&  V i り*

であり，また上の結果から少くとも一つのi については？) / < ；P f *でなくてはならないから， 結局 

P'くP i * で， とくに/！: についてはル ' である。 ゆえにゼロ次同次性（H ) , 粗代替性GS) なら 

びに補助定理2 から

£•*(??) 二め(ダ)くぜ fc(p*) ニ。

となり， (り) < 0 がいえたことになる。

同様に ？/ ' =  り と お け ば ，P本《P” , ゅ'*ニPit'バ， したがって（II) ,⑧から

Q ニ E A  めく  E lAザ) = E  k'iji)
となって，だ (り)〉0 を得る。

(6 )

補助定理4 粗代替性の下では，均衡価格比は一意的でちる。

証 明

いま五■(り* )= だり)**)ニ0 で，すべての 2〉0 に つ い て ャ か * * でもったとしよう。ここで

J主（5) K. J. Arrow, H* D. Block and L. Hurwicz. "On the Stability of the Competitive Equilibrium, II’’，Econometrica, 
January 1959, p. 89.

( 6 ) この定11をはじめてしたのはヴルトである。A. Wald. "On Some Systems of Equations of Mathematical 
Economics", Econometrka, October 1951* pp. 385-7 (もとのドイツの論★は 193レド)‘また Arrow, Block and 
Hunvicz, op. eU‘, pp. 89-90 参照。
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「三03学会雑誌j 68巻1 * 2号 （1975̂ 1̂ 1 .2月）

Pk'

とし， ？} * * *  =  ；« ? ) * * ,  M > 0 で fkネゅニゃk，~ ^となるようながけ* をつくゥてみれぱ，P * * * ご?)*となる 

から，前と同じ議論を用いて（S ) から

ぜ *.，(?)** 本)くjBV(?)*) ニ 0
となり，？; * * したがって？) * * * が均御価格であるという仮定に反する。 よってかならずある；c > o  

について ) ) *ニンり* * となるのでなくてはならない。

補助定理5 粗代替性の下では，任意の不均衡価格および均衡価格が=について

pi*Ei(fpy〉 o
~  ( ? )

とならねぱならない。

註 明

証明の塞本的な方針としては，P*ニ e ニ (1,1,……，1)という特殊な？)*について結諭が成立つこと， 

したがって '

(1)£*(?>) #0 なら！]取(?))〉0 ' •

となることを明らかにする。

( a ) もし（1)がいえれぱ，一般の場合にも結論が成立つことは，つぎのような簡単な推論をつ 

うじて証明できる。いま財の測走単位を変更して，もとの価格は免.，が*=で示し，新価格は

Pi 0：ニ 1 ,2 , n)、2 ) Pi—

で定義するとしよう： (ズニ1 ,2 , - , n ) なのであるから， これは均衡価格に対する不均衡 

価格の比を不変に保つ変換であるとも考えることができよう。すると

ニ ：̂£*あ(ゆ*)
でか * はすべて既知であるから，Ei(p)三 ぐ と定義すればが=海めニ (り)， した，がって 

が=ぶけ)ニ eダ(り)ニ 2 ]  £*1'(が 
となり，（1 ) が成立てぱただちにや*，斤け)〉0 となることが分る。そ こ で あ と は (あ)キ0 なら（1 )  
の前提のHKp、幼 が成立つことさえ示せぱよい。帰譲法を用いて，もしぜ (?)) ニ 0 である’とすれば, 
あ る /C > 0についてニ ;!?;I * であるから，

Vi k "ニ 1 ,2 , n)

で， もまたニ /?が^ ゆえに s m ニ取义P*)ニ となって，不合理が生ずる。

よって以下ではデニ( 1 , 1 , … ，1 ) という特妹な？) * についてのみ議論を進めれぱよいのである,
>i( 7 ) Arrow. ]31ock and Ilurwicz, op, dl"  pp. 90-93.



市場均衡の安定性n 
( b ) そこで任意の；iEの不均衡価格りについて

( 3 )  e E ( p ) ^ ^ E , { v ) > 0
となることを示すのが，以下での眼目である。 .
いま-^般性を失うことなく，財の番号を

( 4 )  … 'さ p„

となるように殺べかえるとする。ここでもし2), = り2 ニ ニ ?)„ であれば, それらはひ , 1 , , 1) 
に 比 例 し （H ) から P は均衡価格となってしまうから， 仮定に反する。 ゆえにりが不均衡価格で 

ある以上は， （4 ) のどこかでかならず厳格な不等号が成立つのでなくてはならない。

この点を考慮にいれた上で， P の成分を用いてつぎの" 次のベクトル系列 {が，が，.… ..，が}を 

定葬することにしよう。

が ニ (Pi, P h   , Pi)
がニ(^>1,P2, Pz,  , p2)

( 5 ) がニ (：P l , P2, P3, P3,  , Pb)

がニ (?Jl, り 2, P3, ........ , Ps-1, Vs, %' . . . . . . .  Vs)
が+1 ニ (り1 ,り2, Ps, ........., Vs-1, Vs, Ps*U ........., Vs+l)

が*ニ ( P i ,V2, V 3 , V n - l ,  Pn)
すなわち，より簡単に記せぱがニ (り1*, V z % … …，2 V )の成分は，要するに

( 6 ) が = m a x ( K  J).)
となるようにつくられており， ’ '

iVi (ズぐ）

Ivs ( € > s )
h i  (ビ  s)*
U+i(C>s)

となっている。ま た が は （1 , 1 , ‘，. …，1 ) に比例するから，明らかに均衡価格であって

( 9 )  m が)ニ0  
が成せち，他方

(10) ニ :P
であることも言を俟たないでちろう。 とのようにがが均衡価格であり， •が不均衡侧格である以 

上， l < v < ^ n のどの" かについて， ザ が均衡fllli格でが+’が不均衡価格になるところがなければな 

らず，そのリについては当然が’:^が• + * ,したがって？C > ? V h iとなるのでなくてはならない。

( 7 ) がニ

( 8 ) が+’

I
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(13)

(14)

(15)

と こ ろ で わ れ わ れ の 狙 い は （3 ) を ！it明 す る こ と に あ り ， こ れ は （10) か ら

(11) e E  奶 〉 0
を 証 明 す る こ と に ひ と し い が ， さ ら に £^(が ） は

(12) £■(が’) ニ [ぜ (が ')フ _£7(が，-*)] K M が - リ ー ぜ (り》- 2) ] + … … +  [ぜ (が ) —ぜ (が ) ] +£■(が ）

と 書 き か え ら れ る か ら ， 結 局 （9 ) を 考 慮 す れ ぱ

e[E■(が つ 一 £■(ダ )]^ 0  ( s = l , 2. … … ，" ）

e [M が  + り - £*(ダ )]〉0 
と な る こ と ， あ る い は 同 じ こ と で あ る が

2 取 - さ S 五■，(が ） （Sニ  1 ,2 ,  ‘. . . ‘.，71)
2  だ I，(が +i)〉 U & . (が，）

と な る こ と を 示 せ ぱ 足 り る 。

そ こ で こ の H 標 へ の 第 一 歩 と し て ， ま ず が + 1 と が と を 較 べ て み る と ， （5 ) か ら 明 ら か に

p / ' i  ニ ?V ( i < s )
が + 1^が （€ > s )  、

で あ る か ら ， 粗 代 替 性 ⑧ に よ っ て  ’
(16) ( i ^ s )

と な る 。

つ ぎ に り 3+1〉 0 で も る こ と を 考 慮 し て

( 1 7 ) が +1 ニ  ( ^ 7 ) ダ "  ’
と 定 義 す れ ば ， （4 ) か ら ？?a/7V"さ 1 で あ る か ら  

が + 1^が ( i < s ) -
(18)

が +1 ニ が  H〉 s)
で あ り ， し た が っ て ふ た た び （S) を 用 い る こ と に よ っ て

( 1 9 ) 1 U  デ 、、k E  ふが) iC>s),
よ っ て ゼ ロ 次 同 次 性 （H ) か ら

(20) E {(ザ+、y ^ E  ベザ) i C>s)
を 得 る 。

(20) は ま た

(21) m p  … y ^ E W
と も 窗 く こ と が で き ， し た が っ て 帰 納 法 に よ っ て -^般 に 取 (が 4リ^ 肌 が 〉 そ し て 右 辺  

の E W は （9 ) か ら 0 で あ る か ら ， 《を S —1 と お く こ と に よ っ て

(22) E d 7 ^ )> .0  (€ > s)
6



ホ場お/海の安宠性n

が得られる。

以上にもとづき，（1 4 )が成立ウことを示すことにしよう。 それにはケースを二つに分け，（イ>
Ps =  ? )a . lお よび（ロ） ル+ , の場合を順次に考察するのが使利である。

まず（イ) の条件を満たすS については，ザニ P… であるから

(23) 1 ]£ ^ .(ダ+>)ニ11£^ (が）

が成立'0 ことはいうまでもない。

つぎに（ロ）の場合は，（15)で ( C > s )となるから，（S )から（1 6 )の条件，''' "■ベて強い不 ,

等式 .
(24) £；ズが+1)<£"か つ （ざ S)

の形で満たされる。そこでいま

( 2 5 ) のニ：1 !が+1風'(が+1) — 2 ]が £^(が） ■
という式を考えてみると， ワルラスの法則（W )から右辺の2 項はいずれもゼロとなるから，

( 2 2 )と（24)によって

(26) 0 ニ D  ニ 3  が+1 £■<(が +1)+  XI グ ' *)—S  W  取 (が) — 2  Vi £■,•(?/)

ニざりf [取•(ダ ■，'(ダ) ] 2  i^£(ダ+’)—：pシ2  ぶ‘(ダ）
ニ 2  Vi [Eiijf* *) — Eiip^)] +  Pg+1 u  [Eiijf* 1)—Ei(p^)] +  (?u  1 - り, ) 2  Eiiv")
(< ?U i 2  [Eiip^^**)—Eiip^)] +  s  *) — Ei(p^)] +  1 - Ps) S  Eiip')»* =1 t=a +1 1 = 5 + 1

となり，？?s+i〉o で割って結局

(27) s  £-,(})*" 0 > i )  E,(7f)
が成立つことになる。

前にも述べたように，"ニS のところではかならず（ロ）の条件が满たされるから, 以 上 で 誰 明 が 11
' i

完了したことは明らかでもる。 I
■ 1

この補助定理の結論は, しぱしぱ均衡価格り* と任意の不均衡肺格?)について， 社会的な意味で 

顕示選好の弱公理が成立つととだといわれている。たしかに？) * ,り（キ:P* )についてこの公理の主張 

が満たされるとすれぱ，

S P i P i E i ( p * )なら S りf*取 (が")< ! > « * 取 (?>)
ということができ， ここで目下の場合はH りi反か）がワルラス法則から0, S Pil^i(p* )が均衡条

I

注（8 ) p,>Ps.i から？)f>Pm m s ) , そして（24) から風(が"')一Ei(が)く0 ( i^ sh
(9 ) .  2>,+1-?>,<0,そして（2 2 )からだズが)き0 ( 0 > め。 -

7
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こ田学会雑誌J 68巻 1 . 2 号 （1975イr:1 . 2 月）
件 ニ  0 ( < = 1 , 2 , ........ , " ) から 0 となるところから， この主張の仮設は0ニ 0 という trivial
な形でかならず満たされるということができる。他方結論の左辺S??,-*取 (が*=)もまたヮルラス法則 

と均衡条伴の二重の理由で0 となるから，力他らず補助定理の帰結2 り,*£ •ズり)〉0 が導かれるので 

ぁる。

しかし，弱公理の主張が均衡価格と不均衡価格の対について成立つということは，かならずしも 

それが任意の侧格の対について成立つということを意味しない。この点が顕示選好の弱公理と粗代 

替性との基本的な相違点であって，前者の一般的な成立はその背後に社会的無差別マップの存在を 

秘めているが，後者の事例はかならずしもそのような背景を必要としないのである。 この点をめぐ 

っ ては，また第1 2 節で関説する機会をもつであろう。

4 以上の浦助定理の結果を踏まえた上で，本題の安定性の分析にとりかかることにしよう。わ 

れわれが依拠する市場調整のメ力ュズムは，前稿の（16)
Piニ F ⑩ iけ ぃ り2, ........., p„)]ニ i r ( p i , P 2 , ……，p „ ) (ト 1 ,2 ,  ........., 71)

ならびにその特殊ケースでもる（21)
P产  K i . E  ベ Pu P2, ••••••, Vn) (S ニ 1 , 2 , ........, .

( そしてそれらを規準化した（17), ( 2 2 ) ) である。（16)については前稿でも述べたように

( i )  F ‘ は m v 、の上で一価連続，したがってm 》' ) も P の上で一侧連続

( i i ) sgn  F K E i~)= sg n  H  ‘ ニ sgn E i
が仮定されるが，（2 1 )の場合は当然（i ) はル⑨の連続性から保责Eされ，また（i i )は で あ  

るところから満たされている。

ところで粗代替性の場合においては，前述の補助定理1 から，価格はもっぱら正領域に限られる 

から，われわれはどんな初期条件から出発するにせよ，それらがすべて正の成分から成ると仮定し 

てよいであろう。そこで以下では，まず上記の調整過程（1 6 ) ( したがって( 2 1 ) )力;，そうした任意の 

正 の が e p から出発する局所解ならびに大域解をもちうることを示しておこう。

補勘定理6 任意の初期条件が> 0 を与えるとき，（1 6 ) (および( 2 1 ) )は，ある区間 [ 0 ,て),
T > o の上で定義され，力、つが 0 )ニダを満たす局所解m をかならずもも， しかもそれらは

(10)[0, + 0 0 ) の上で定義される大域解に延長する'ことが可能である。

証 明

ま ず [0, r), T > 0 で定義される局所解がりの存在は，（i ) によって / / ( ? ) )が開部分雄合P 上で

注（10) Arrow, Block and Hurwicz, op. e it, pp. 9 6び.また H‘ Nikaido, Convex StrmHre and Economic Thewy, 1968. 
pp. 345-347 參照，

8
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市場均衡の安定性ロ

連続でもることから，自明である。■ 圓

つぎにそれが大域解に進長できることをいうためには，これらの局所解がすべてP の る コ ソパ

クト部分染合に含まれることをいえばよい。そこでその目的のために，まず任意の均衡価格？?*〉0 m' ' I
に つ い て '

(28) "a")ニ:max ザ -)4, (り=  miii I ぐ )j 園

と定義する。ザ は正，p U ) は連練であるから， V U ) が正にとどまりつづけるような区問T > C > 0  I
が存在し， したがってそのような{ の最小の上限をとって，それをとすることができる。すると 

£ € [0, 0 > )に つ い て は

—  1 Pi(り/りクニ"。")}
(29)

M/3(り ニ け  I 广 ニ ";3")} P
と定義することによぅて，補助定理3 からそれぞれ取b ( f ) ] < 0 ,  (り]〉0 がいえ，したがって

仮定の（B) から

Hi[vit)]<0 {i e MM ) ,  t e [0 ," ))
(30)

HAv(t)]>0 a  e MAO： t c [0, o)))
となる。 ，

上の結果にもとづいて，[ 0 ,の）で "M ) が減小し, ル(りが増大することを示すのが， 以下での 

議論の狙いである。これらは同糖の推論で証明できるから，まず

( 3 1 ) l im sup パけん^ーエ?く-り--< 0  ( i  6 [0, 0 ))) . i
となることを示すことにしよう。，実それぞれのい [0, OJ) について 

(u->oo)
(32) 鶴

lim s u p ----------- j----------- •ニlim----------- r------------A fh j/—► CO ihu
となるような非ゼロの数列{ /u r = iが存在し， 各 /レに応じて最大元の集合トん V〉が定まって

(33) レニ 1,、2 , … …）

(34) k(v) e ( v = l , 2 , .........)
のようなた(リ）を選ぶことができる。力' ; , とこでm はリニ1 , 2 , …… のすベての値について有限 

の a ,  2 , … …，がのなかから選ぱれるのであるから，リが無限大となるときは少くともある1 個の 

同じたが無阪回反復されるのでなくてはならない。そとでそのような/レを固定すれば，それについ 

て-^般性を失うことなく

(35) h ) ニ 1  ふ ま れ と (リニ 1 , 2 , ........ )
(36) k € M„(t+hy) (レニ 1 ,2 ,

BBIiililllll iMp p w pilg■■■■■脚
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学会雑誌J 68卷1• 2号 （1975す:1 • 2月）

と仮定してよい。そしてさらにリ- > 0 0 となるとき，M t )  
極服において

( 3 7 ) "。け）ニ i ゴ I )一

となり， したがって

(38) k e M M )
となるから，以上を綜合して結局 

つ。） lim +  れ，' )一"。け) 一 1 Pkii ~t~hv)一P k it)
-'-►CO.. Jhu v—*<x> Ihv

= 丄 l im タた(けん)づ > パり.ニ  ムー且ぐが，11

と t U O の速続性を甚4酌すれぱ，（35)は

Vk A-0 h  一 ルー jJa*
がいえることになる。 ところが（3 0 ) と （3 8 )から，（3 9 )の最右辺は鱼となるから，（32)とあわせて

(3 1 )を得る。

つぎに .

( 4 0 ) l im in f "ぉ (レ [Q ,の))

が成立つことも，まったく同様の推論をつうじて示すことができよう。

こうして [0, 0；) で t;。(りが減小し， りが増大することが明らかとなったが，ここでもして>^« 
であれば，从(<»)さ!;/3の)りク〉0 で， したがってまたW +んe [ 0 ,て) を満たす任意の小さいん> 0 につ 

いて ‘PiUo+h)〉0 となるから， の定義と相反する。 よ っ て で な く て は な ら ず ， 要するに

(41) v A 0 ) ^ v M ) ^ ^ i ^ ^ v M ) ^ v p ( 0 ) > 0  ( r > i  き 0)

がいえたことになる。 これは前稿（16)の解がりがすべて 

ニ ip I >̂0(0)从.* ^从.^"/?(0)从.*}
のなかにとどまることを意味しており，5 (り。）が P のコンバクト部分後合であることはいうまでも 

ないから，証明は完了した。

5 そこでいよいよこの大域解の，均衡点への収柬の考察に移る。はじめにまず，より饰堪な前 

稿 (2 1 )の調盤過極を考えることにし， この場合の励点p U ) から任意に固走した均衡点が=への距 

離の指標として加重されたュークリッドの距離の2 -515

(42)
( 11)

を川いることにしよう。前に証明したところから，が〉0 ならすベてのiさ0 について J?(り> 0 で

注（11) 以トの分祈については  Arr6v/, Block and Hurwicz, op, ciL, p o .102-103 翻K1。
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市場均衡の安定性n
ありつづけるから，1；パりはつねに導閲数をもち，そこで(4 2 )か ら (りを求めて，前稿 (21)およ 

びワルラス法则を考慮すれば，

(43) *̂«；(《)ニ2 ざ 1 ^ ( り,.ーり,.つ}){ニ2 ^ (7 )厂 ?),.*)2?,.(り)ニー2 エ)从*五̂ (り、.  ̂ '
. . . . . .

を得る。 ところが補助定理5 で誕明したように，⑧ の 下 で は ャ 0 であるかぎりS 从*だ‘(P)〉0
となるから，（4 3 ) 力、ら不均衡状態ではかならず (り< 0 となり，v M は堪調に減小しつづける

ことが分る。 - •
ところでこれもまた前に証明したように, p ( t ) がのコンパクト部分傻合 S (が）に含まれる以

上は， (り）の速続性から V̂ _，b ^ ) ] もまた有界であることが明らかであり，よって上記の単調減

小の帰結と考えを) わせて，そ れ に は 極 限 値 ニ が 存 在 す る 。他方同じくりけ）e 5('p°)で
あることから，数 列 {し} し—>00 (y->00) を選んで .

( 4 4 ) lim り(fv)ニダ， i?(り0〉
とすること力';でき，そこで？T を初期点とする（21 )の解?T (り二がら广•）を考えて， (り=  (り]
とすれば， (り）の述続性と，V U ,ダ）の一意性ならびに初期点に関する連続性から，すべての（さ0
に つ い て

=  ず ) ]ニド£7[11111りけ， =  V s i p i t ,がれ))]
■ = lim  V e Iv U 4 - ?)°)] =  lim  V E (t+  1̂ ) =  Vr '̂
となる。. この帰結から極限経路 (り上の点はすべて均衡点でもることが分り， なかんずく 

ニ？T ( 0 ) もまた均衡点である。 これは（21) の調整過程が漸近擬安定性を満たすことを意味し解 

がりと均衡価格の集合P *三{H  ニ/??ク*, 0 * 0 } との跟離は結局ゼロに収柬する。

ところが（4 2 ) の定義の均衡点は任意のり* e P * を固定して者えたものであり，任意の初期点せ 

から出発する大域解との距離のパ《 の単調非増加（だ(P)キ0 なら単調減小）が示されたので 

あるから，い ま 上 記 の 广 を 7> *として用いれば，l im り(りニダ。となることは明らかである。 しか 

もの近傍から出発する解経路がリヤプーノフの意味での安定性を満たすことも明らかであるか 

ら，以上で(2 1 )の大域的安定性が示されたことになる。

, 定理 1 超過需要関数 J m 力％ 前稿の仮定（o ( H ) ( w ) にさもに加えて，粗代替性（S) を 

満たすとすれぱ，調整過程(2 1 )は大域的に安定である。

ところでい ま 前稿 (2 1 )のかわりに，その规準化された形態すなわち前稿の

(22) <7,ニた,-， qt, \  , /Ci>0 " ニ丄，2 , ........, " —1)
を考えるとしても，まったく同様に 

(46) り ニ ざ -^:一  (び 厂 も ‘*)'

. 1  -

鬪隨"调囑隅I 關 fW — ■■園

i



と定義して

(47) Ve{ t ) ~ 2 ' i ]  (.Qi— Qi*) Biiq)
を導くことを"、できる。 しかしこの場合は，ぢかにワルラス法則を用いるととができないから，若干 

工夫して，（22)を拡大された体系

. . . 3̂ n-1 \

r三旧学会雑誌j 68巻 い 2号 （1975年1 .2月） '

(48) せ ， Pn
.り，.ニ  0

のなかに rはめ込む- I ことにする。するとこれはル を P i b n でおきかえ, V„ を一定値に保つこと 

を意味するから，巩 り /ニ 1 とおけば，（47)を .

( 4 9 ) "ぁ，" ) ニ2 | | ( | ^ - ^ ) イ お +  (1 -1 )6 „ (" |^ )

ニ - ：P,*)ぜ 1'(?3)
と書きなおすことができ，これに（W ) 力';使えて， あとは規準化されない場合とまったく同■jiに事 

が運ぶ。よって規準化された過程についても

\
定理2 定理 1 と同じ仮定の下で，調整過程(22)は大域的に安定である 

を得ることができた„

6 ここで前稿（1 6 )の形の一般化された調整過程に服を転ずることにしよ(1^。（16)については 

りけ）からり* への跟離の指標として，ユークリッドの意味での距離の2 乗和をとる代りに，いわゆ 

る最大値ノルムの距離

(50) ( り ヨ  y'itf[りけ) ]ニ  max' Vi~7h、= m ax Vi 1 5k 丄

をとることにする。 この場合も前節の場合と同じく，不 均 衡 状 態 に お い て は が 《とともに減 

小していくことを示すのが議論の眼目でちる。を, (4 2 )の場合とは異なって，ことでの" (りはつ 

ねに導関数をもつとは限らないから，やや慎重なとり扱いが必耍である。まず最初に単純な場合か 

ら考えることにして，（5 0 )での最大値がつねに{ 1 , 2, n ] のただ一つの元たとえばA;について

達せられるとすれぱ， (りが存在するから，

のようであって，v/Jvk*- 1 〉 0 ならの;tf(iO= / / * (；?))/ル*,また  VkbiJし '̂ く(けたら vm U )ニーi P (：p)ij)k* 
である。ところかThbk冬一1〉 0 な ら Pkbk*ニn m x { p j p i * ]であるから，補助走理3 および仮定（i i ) 
か ら IP(jp) く 0 となり， し た か っ て と な る 。他 方 PhlVn*- 1くQ な ら ニ  min {从./3)<*} 
注（1力以卜の議論についてはArrow, Block and Hurwicz, op, cit" pp. 97IT食照。
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. 市場均衡の安定性n 

である:̂ 、ら，同様の理由でZ P (り〉0 となり，したがってやはりi パ i ) < 0 となる。 よって 

であるかぎり，い ず れ に せ よ (り< 0 となって，v M は単調に減小する。

つぎに最大値が1 個ではなく複数個存在する一般の場合をとり扱い， t におけるそれらの染合を

(52) M U )ニ ニ"mU)}

と書とう。 この場合は"パi ) が導関数をもつとは限らないが，しかし前に補助定理6 で(31)を示し 

たのと同じ手法で

(53) I h n s u p , ' -十̂  二ぶ

となることを示すことができる。

事実いま簡単化のため23,./り,*ョQ ,.と言己し充分小さいんについてはM (f + ん〉ニM (りと考えうる 

ことを勘•酌すれば， ■
m ax |Q i(t+  /^)— 11—maxlQiCO — 1|

(54) lim  sup

dim  ] m ax7i—*0 I i e itfCO

h
Q iit  一 1

h m a xi < Af(0 h

：̂l im  sup ] max - .k-̂ O (りし れ

となるが，この最後の式については補助定理6 の場合と同様 

(55) lim  sup I m a x「IQズはん)一 \1ー丄を:.(ひこなh-*Q (りし /み

:nm  I m axv-*oo I i ( A/(0
となるような数列{ / U が存在する。 そこで第4 節の議論に準じ,一般性を失うことなくある共通 

の元を固定して考えれば，

(56) lim  (  m ax [ J M ] |

ニlim  ぬ'も +  んト ,二 iQおとl l l i  ニ聊  m t ) ~ l ] 4

となり，以上 (54), (5 5 )および (5 6 )をまとめて

1* ル/け +  ん)一VMit) /  7h l\") H^ip)(57) lim su p  ^ - X -  4 聊  リ ’
を得たことになる。よって前と同相I 不均衡下では充分に小さいんについてのA/ひ4 •ん) 0 パりが成 

立ち，そ L ■て v M ) は M こ関して連練であるから，任 意 の ん に つ い て も が 成 立 ゥ  

こことになる。 ‘ '
つぎに解経絡がりが事樊る均衡点に収束することを示す。ふたたび"ニ  m p ; {り " パ り  

ニ min {り,(り/?),.*}の励きに法目し，前述のようにそれらがそれぞれ減小，増大することを考えれば,

/
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:HJ学会雑H；も 68卷1 . 2 号 （1975ャ1 • 2 >])
" o (0 )> iU りさり,.け)/从.*さ",S(り〉0 であることから，それらには極阪値

(58) lim  Va(t) =  Va'\ lim  
が狂在する。 また同じく上述の条仲から从U ) もコンパクト集合に含まれ,

(v->00)
したがって

(59)
lim  り。

となるような数列けJ が存在するから， その極阪点す を初期点とする（1 6 )の極限経路ダ°(りゥ 

考えれぱ，前と同じ推諭をつうじてりヴり上の点はすべて均衡価格となり，とりわけダ° ニ  ?)™{0) も 

また均衡点となる。

さて（5 9 )からすべての i について

(60) l i m ニ 1
レ->co TPi

となるから，当然

(61) lim  m ax 丄 -二 lim  min■B.(らL—i;,v» vM v)■ /Y\ の の 丄TH f JJ,-
ともならねぱならず, しかも（5 8 )のが=は任意の均衡点であってよかったわけであるから，ず を 

が̂ の代りに用いることにより，

となるのでなくてはならない。ゆえに重ねてル (り̂ 从'(り/り り （i  ニ 1 , 2, . . . . . . ’ 7 1 )であること

から，结局

(63) lim  幾 ニ  1 (ト 1 , 2 , . . .…，")Vi
とならねぱならないことになり，l im がりニが"ニ/{り*, ^ > 0 となる, 

こうして

疋理 3 超過ffe要 数 E i v ) か （C ) ( H ) ( S )を満たすとすれば，調整過程（16) は大域的に安
(13)

定である

が成立したことになる。

他方，規準化された過程〔前稿の（1 7 )〕についても，

一り[ 、 一 
Vk~ 一 从-* (《ニ 1 , 2 ,   ,71)

が

Qk
一？Q k^~~qf^  (えニ 1，2，.......，")

注( 1 3 ) この足理はツルラスの法則(W )を仮)せしなくても成なつことに注意,

デプ—て1.サシ..フ：:ハ' : - : マ:̂ トン，.パ.:ふ.
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ホ場均衡の安定性u
と同値（ざについても同棟）であることを考えれぱ，まったく同じ議論があてはまるから，

定理 4 定理 3 と同一の仮定の下で，調整過程（17)は大域的に安定である 

が成立つことはいうまでもないであろう。

7 以上が粗代替財モデルにおける安定分析の骨子であり，以下の3 節.の所論はそれをいわゆる 

弱い粗代替財のモデルに一般化することを目的としている。 冒頭の粗代替性の定義（S) のなかで

E j ip i ,p 2 ,  ........., P n ) < E j ( v / ,り/ , ........, り/ ) の 条 件 が 取 り 2 , … …，V » )< Eか / ,  7h\  ........., り《')の
ように等号を含むときに，その経済は弱い意味での租代替性（Weak Gross Substitutability)を満たす 

といわれる。すなわちこの場合は， • が騰貴して他のすべてのが不変にとどまるときに，それ 

ら の j お について E i はかならずしもそのすべてが増加しなくてもよく，たんに減小するものが 

なければよいのである。われわれは以下この条件を（S w )という略号で呼んでいくことにしよう。 

も し が 導 関 数 を も つ と す れ ぱ ，（S ' ) に対応して，そ の 视 ゴ 从 〉0 の条件をd E /p ) /d pさ 0 
に綴めたものが， の微分型の定義（S、/ ) となることはいうまでもない。

ところでこの.ように（S ) ( S ' )を （S、v ) ( S / ) に緩和したとしても， それに加えてもる特殊な条件が 

満たされるときには，前節までの分析がなおそのまま妥当する。その特殊な条件というのはいわゆ

る分解不可能性（indecomposab'ility)の条件であり，こ れ は 上 記 の 不 等 式 P2 , ........ , ぜ办/ ,
p / ’ … …，Vn') のうち少くとも1 個が厳格な不等号で成立すること， あるいは微分型の定義

についていえぱ，行 列 [■£?,•』三[aEVみ}J の行と列をどのように殺ぺかえても，それを

E l i  E ij~n - 陶  n  ニ
0 E j j -

の形には分割できないこと（ここでn は適当な置換行列）を意味している。 この条件があれぱ，前述 

の補助定理や定理の成立はまったく支障を来さないが，この,なはそれらにおける⑧の使い方から 

ほとんど自明であるから，読者みずから確かめられたい。 したがって以下で弱い粗代替性の事例を 

とりあげるのは，むしろこの特殊な条件が保IEされない一般的な場合について，どこまで議論が拡 

張できるかを明らかにするところに主服がおかれているのである。

ホ;}い粗代替性の場合について，とくに考慮を払わねばならない第一の点は，一 般 に は の 定  

義域が前節までの場合のように正の価格ぱかりから成るとはかぎらず，ゼロの価格（座標軸そのもの） 

をも含みうるということである。それゆえ以下の所論では価格の運動経路がどの時点かでゼロ軸に 

接触、する可能性をも排除するわけにはいかず，また均衡点そのものもある成分についてゼロを 

含むことがりうるであろう。そこでこうしてゼロとなる価格があったときに，それをどのように 

処理するかがあらためてわれわれの新課題となり，そのためk はいくつかの補助走现が耍諧される。
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結論を先取りしていうならぱ，結局これらの予備考察の目的は， る時点以後正でありつづける価 

格の組とゼロでありつづける価格の組が判然と二分されること， したがって前者に属する財のみの 

体系にモデルを縮約し，それについていままでの分析を適用していけぱよいこと，を示す点にある 

といってよいでもろう。

前節までの所論と異なるもうつの点としては，こんどの場合は均衞価格比の一意性が失われ， 

規準化された均'衡倾格も一般にある集合を形成するということに注意しなけれぱならない。 しかし， 

この点についてはマッヶンジ一に負う補助定理があり，これらの均衡価格の集合は孤立点から成る 

のではなく，[{*1集合となることが主張できる。前のパラグラフで言及した補助定理は，この主張を 

証明する上でも有用性を発揮するであろう。
(14)

以下では上記の議論の方向づけに沿いつつ，必要な補助定理を遂ー誕明していくことにしよう。 

まず前稿の記号どおり / + を，肌 V ')の定義城をにおいてつねにP i > 0 であるような i の集合とす 

れぱ，

(15)
補助定理 7 / + のような : /については，P のどの？) についても E J M ' G である

I S 明

すべての i お について J7,•ニ 0 となる場合にはりシ0 とならねぱならず， したがってワルラス 

法 則 （W ) からすべてのp e p について E M  =  0 となって，、定理の成立は自明やある。 よって以 

下では，もっぱら• /以外の i について少くとも一^̂：)は正の価格がある場合をとり扱う。

いま PiU')ニPi のようなり(りを考えれば， どんな《き0 についてもP( わ で

もることはいうまでもない。そして《〉0 についてはりれ）ニりパ0 )ニ从’ （ズキi ) ,  vM ) > P j(0) となっ 

ているから，弱い粗代替性（S w )力、ら，すべてのズ=^ゴについて •
(64) E M t ) ) ^ E M O ) )

とならねぱならない。そこでこれらの式にそれぞれりをかけて足し合わせ，:P /0 )ニ0 であるこ 

とを考慮すれぱ，（W ) から

= S  v M  E M O ) )  ニ  S  Pi(0) E , ( p m  ニ 0î'j i =1

注（1 4 ) 以下の諾論Klついては K. J. Arrow and L. Hurwicz, "Some Remarks on tho Equilibria of Economic Systems", 
Economdrica, July 1960, diUo, "Competitive Stability under Weak Gross Substitutability： The * Euclidean Distance’ 
Approach", Inieriiaiional Economic Review, January 1960, d itto ,け'Competitive Stability under Weak Gross Sul> 
stitutabilty： Nonlinear Price Adjustment and Adaptive Expectations", International Economic Review  ̂ May 1962, 
L，McKenzie, "Stability of Equilibrium and the Value of Positive Excess Dcimncl", Economctrica, July i960, II. 
Nikaido, Convex Structure and Economic Theory  ̂ 1958 など参照。 、

(15) Arrow and Hurwicz, "The * Euclidean Distance * Approach", Lemma 2, Nikaido, op. d i., Lemma 18* 6 (i) pp. 
326 ff.

16



市場; 衡の安定性u
となり，ふたたび（W ) か ら & り,'(り*£̂ .(??(り)ニ0 となるところから，（6 5 )のfH}結を用いて

(66) V jit) E  j (p ) )^ 0 ,
したがって

(67) t E M t ) ) < 0  '
を得る。ゆえにすベての《> 0 について

(68) (り) ^ 0 .
となり，連 続 性 か ら に つ い て も （6 8 )が成立つ。よって t を P jに置きかえれぱ，どの 7> € P に 

ついても

(69) E j ( p ) ^ 0
が成立つこどになる。 ’

つぎに j らr のような j について事実J)厂 0 であるときの価格のI I合 b l  P产 a , りf 巧 を P(S> 
と書くことにしよう。すると

(16)
補勒定理8 j らr のような：?，については，P U ) のどのりについても五*,-(? ) )は定数となる。

証 明

P i j ) のなかからぜ’ ダ' をとり，ここで: /以外のすべての i については？>/〉0, としよラ。

-  = ま

とおけぱ，？j /さ/3り/ ’ で{ ニ脚 i " ニ。であ)るから，C H )と （Sw) から

(70) E  ニ E  fが ')
とならねぱならない。ま た 7)’ とダ ' を入れ替えても同じ議論が成立つから，•£■/?/)さ が い  

え，ゆえに (70)と相俟って 、

(71)  £■ /?/) ニぜパ？/ / )
となる。 ところで以上の議論は3V以外の成分がみな正のダ，ダ’ についてなされているが，そのよ 

う な は P ( j ) の刷密な部分ま仓をつくっているから，連続性によって，どんなが，?/' f Pii)  
についても（7 1 )が成立つ。

補勒定理 9 ダ《/ + のような j については，ある？/ ごP の下でE が ) = 0 なら，ど ん な C P(J)
(1マ）

の 下 で も り )ニ0 である，

注（16) Arrow and Hurwicz, "The ' Euclidean Distance' Approach". Lemma 1 , p. 42,および Nikaido. op. cit„ Lemma 
18.6 (ii), pp. 326 f f .ァu — 二ハーヴイッブの賊明はE (p )の微分可能他を仮しているので, . ここではそれを旧:おし 

ない二階Liをの証明に姆る。

(17) Nikaido. op. cit., Lemma 18. 6 (iii), pp. 326 ff
17

. . .
I

;い; 
；；

IIii

iHWMMWWiP 闕嶋 HMMM

m m m
m
II
、



田学会誌J 68卷1 ，2号 （1975年1 .2月）

証 明

前の抓助定理によって，どんな？) け）にっいても £7力)）は同じとなるから， 少くともある1 
組 の ？) f _ P ( i )の下で £^，(?)) ニ 0 となることがいえれぱよい。

まず ル ' ニ  0 の場合はダ e お 力であるから，定理の仮定自体が結論を満たし, その成立はg 明で 

ある。

また ？? / > 0 でもっても他のすべてのり/ ニ 0 の場合は， ニ 0 となるから，補助定理7 からど 

ん な ？) f  P にっいても取 (2>)^0 " ニ 1 ,2 ,  . ‘. . . .，n ) となる。 よって ( W )か ら P尼(_めニ 0 けニ 1, 
2 , ……， となり，V > 0 であれば E M = Q ( J  =  1 , 2 » …… ，71)となる力' : , 正の？)べ ク ト ル は の  

なかで糊密な部分集合をっくっているから，連続性からすべての p e p にっいて取.⑨ =  0 0 , 《 7 つ 
となる。

そこでもとはp / 〉o 以外に少くとも1 個 は ？) / 〉0 i i ^ j ) となる成分がある場合を考えればよい 

わけでもる。この場合にっいてふたたびp / a ) ニ;p / (レゴ)，p/め ニ とおけば， り/ さc > o のよう 

なダとダ (りにっいては明らかに（Sw) から

(72) £■か')さぜ1(ダけ)） (i^j)

となる。ゆえに前と同様それぞれ？) /をかけて足し合わせれぱ

(73) り/ り' W (り)ニ 13  り/ " )  W (り)
となる力'i , 他方仮定 ig?/3/) =  0 と （W ) から

(74) 2  p/Ei(p')  =  2  Vi'Eiij/) +  =  0t+y i+y
であるから

(75) '5ダ (りW (り)ま

ところがふたたび（W ) から

(76) 2  p / { t )  E , i v \ t ) )  +  v / U )  E , { v \ t ) )  =  0 
であるから，（75)を用いて結局

(77) p / a ) E i ( p \ t ) Y さ Q,
したがってp / げ) = t から

(78) 25■办 ' (り) ^ 0 W ^ t y O )
となるのでなくてはならない。よって連続性から

(79) i w m ^ o  
となり，

(80) F j ( p ^ m ^ O
となるが，他 方 7>/(0)ニ0 であるところからダ(0) f P ( j ) , したがって補助定理7 から 

(8  り £ J j(p '(0 ) )< 0

—— 1 8 ——



市場均衡の安定性n

である。ゆえに？/ ( 0 ) f 丹J')において

(82) E j(p \Q ))  =  0
となり，P " ) に 属 す る る ？) の下で五?/り)ニ 0 となることが誕明された。

ぽ助定理9 の系少くとも 1組の正の均衡点があるとすれぱ，どんな均衡点?においても

ニ 0 Ciニ 1 , 2 ,   , n)
- ひ8)

が満たされる。す な わ ち (が=)<0, ニ0 の形で均衡条件が成立つことはない。

証 明

が= > 0 であれば帰結は自明。 また？) * のなかに0 の成分がまじる場合も，定理の仮定からある正 

の 均 衡 点 が あ る 以 上 ，j " * についてもゴ (り*') ニ 0 となっているから，補助定理9 から 

P i j ) のどこにおいてもE M = 0 , ゆ え に ぜ ニ 0 となり，結局すベてのズについて

ニ0 (《ニ 1 , 2 , ，. ‘…，71)。

補助定理1 0 財の番号の部分集合Z が r を含むとすれば， 0 ) は B m の性質 (H )(0 )
ひ9)

(W )(B ) (S w )のすべてを満たす。

証 明

E パpz, 0 ) 力' ; (H )(G )(B )(S、いを満たすことは自明であるから，あとそれが（W ) を満たすことを 

いえばよい。

まず EKめボ、( W )を満たすところから，すべての p e p について

(83) vE (p)-^pzE z(Pz, Pg)-\-pgEg(pz, ニ 0
であるが，ここで n を単調に0 に近づけれぱ，（S w )から五"zは単調に減小し, しかも（B) から 

それは下に有界である。他方，仮定から玄の元は / + には含まれないから，補助定理7 からすべて 

の ゃら？ について £•タ と な り ， したがってE g は上に有界で， ま た （B ) から下にも-有界で 

ある。そこで結局 PgEAPz’ は 0 に近づくことになり，極限において

(84) VzEziPz} 0) ニ0 .
となる。

補助定理1 1 5 5 *を E ( / p )の均衡点とすれぱ，（化* , ⑦もまた S ■(り）の均衡点となり， は 
(20)

E A P z, 0 ) の均衡点となる。

注（18) Arrow and Hurwicz* op. cU,, p. 47，の Remark, Nikaido, op. cU‘, Lemma 19'4, p. 343.
(19) Arrow and Hurwicz, op. ciL, Lemma 3 前半。 アロー ニハー’グイソチは究理の定のなかにミ(p ) ^ 0をjbげてい 

る力ん，それがZ Z ) P の仮に令まれることは補助足J 1 7から明らかなとンろである。

(20) Arrow and Hurwicz, op. ciL̂  Lenntia 3 後ギ，Nikaido, op. ciL, Lemma 19. 5.
— 1 9 ——
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証 明  

■ (Sw) から

(85) E A p*) =  Ez(Pz*, v ^ * )^ E A p z * ,  0)
となる力' ; , 他 方 定 理 の 仮 定 か ら が 0 ^ 0 であるから

(86) E,Xvz^, 0 ) ^ 0 。
また補助定理？で諷明したように，すべての p e p についてぜ乂? ) ) ^ 0 が成立つから，当然

(87) EAPz*,  0 ) ^ 0  
で，上の帰結とあわせて

(88) BKpク, 0 ) ^ 0 。
よってワルラス法則り*£•(が0 ニ0, VクE ( p ク, 0) ニ 0 を考慮すれば，定理の成立は明らかである。

補助定理1 2 任意の不均衡価格？) > { ) および均衡価格2 > * > 0について，7Tのを  

P ぺり— 厂"（f+i)
となるような { 1 , 2, ......... , n } の置換とするとき， ニ m ax {■?: I 五■ぺ1)=^0} についてはぜ„(*)03)<0
となる。また仮定の不等号を逆にした場合，A /= m a x  {ぶI £^(り= ^ 0 }については £ U t')(? ? )> 0と

(21)
なる。

証 明

補助定理5 の場合と同様，一般性を失うことなく从'* ニ1 " ニ1, 2 , … …，《) とすることができ，

また同じく一般性を失うことなく財の番号をつけかえることによってP i ' p … (i ニ1 , 2. .........,71)
とすることができる。そこでそう仮定した上で，（5 ) と同じ要領で価格ベクトルの系列{が，が，… …, 
ダ} をつくってみれぱ，前と同じ推論をつうじて，（S、v)(H) から

(89) が +1)^ ぜt•(が） i i ^ s )
(90) (i>s)

となるのでなくてはならない。そして（9 0 )からは帰納法をつうじて，やはり前と同様一般に

( 9 1 ) Eぎ ) ' m p 、) ニ 0 (i>s^l)

がいえる。

さてた^ 8 か A ; > sかのいずれかであるが， 後者の場合をさきにとりあげ , もニS + 1 すなわち 

Sニん一1 とおいて，さらに < = ん，*C>A:の二つの場合を分けて者えれぱ，（91)から

(92) W ) ^ 0
( 9 3 ) 風(め ^ 0 (C>k)

注（21) Arrow and Ilurwicz. "Nonlinear Price Adjustment", r'oninm 4 (B).
- 2 0  ——
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となる。そこで(9 3 )にそれぞれゃi k をかけて足し合わせれぱ

(94) 2  p /風(が) ' 0 
を得, これと（W ) とから

k
(95) が)さ 0

を得るが，がのつくり方から i ' k については？)/==?)<であるから

(96) ,
となる。

他 方 ざ た で に つ い て は (89)から帰納法をつうじて

が得られ，したがってS ニねについてはザニ P であることから

(97) E M ^ E m  i i < k )
か得られる。

そこで最後に（W ) から

0 = S  PiEiijo) == S  7>iEiiv) +  2 ]  PiEiip)

= 2  ViEベめ +  2  Vi [Ei(v)—取(ダ) ]+  U  ViEiip)
ふなるが，右辺の第1 項は （96 ) か ら ^ 0 , 第 3 項はすべての i〉k について取，(?>) =  G であること 

から = 0 となるから，（97)をも考慮にいれると 

0き！] 从« ( リ)一風(ダ) ] ^ 0 
となって，結局

(98) Ei{f) 一 Ei(p'0 ] ニ 0
となる。ところが(9 7 )から左辺の各項が^ 0 なのであるから，それぞれの iぐ についても 

q>i[Eiip)—Eiip'^)] =  0 となり，Pi〉 0  でわって

(99) E i i v ) ^ E m  
とりわけ

( 1 0 0 )だ )々ニ W )
である。よって（92)から

(101) E ,( v ) ^ 0
となり，しかもんについては仮走からEiXめ〜Q なのであるから， E i M  く。 とならざるをえない。 

k ' についてだパり)〉0 となることも，ま.ったく同様に証明できる。

I

I
II

補助定理1 3 弱い組代替性（S w )の下でも，任意の不均衡価格りおよび均衡倾格?>*について 

p*E(p)'^0
‘ —— 2 1 ——
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(22)

が成立つ。

証 明

補助定理5 の証明を，⑧の定義に等号が入ること， および?}に 0 の成分がまじりうることを斯 

酌して，適当に拡張すれぱよい。議 論 は （i )  ? ) * > 0 の場合， o n  P * に 0 の成分がまじる填合，

のニつの部分に分けて行われる。

( { ) が= > 0 の場合は，おおむね補助走理5 の証明に準ずるから，とくに窗意すべき点のみを補 

足するにとどめよう。 まずp * > 0 であってもp > 0 であるとはかぎらないが，全成分が0 となる 

ことはできないから，（4 ) においてり1 はかならず〉0 , また？>*〉0 の仮定と袖助定理9 の系から， 

W )  =  0 である。

つぎに（1 7 )を用いて（2のを導くにあたっては，りれ1 > 0 と仮定しなければならないが， いまかり 

にそう仮定して（20)を導いたのち，ぜ(?3)の連統性を考慮すれば，（2 0 )自 体 は ニ  0 でも成立つ 

ことができる。

さて前の推論ともっとも大きく異なるのは，（1 4 )の証明にさいして，？C > 3 U iであってもすべて 

の i ' s について五■办け*)< 風(ps〉になるとはかぎらないという点である。 そこでこんどは， 前の 

(イ）（ロ）の分類に代えて，（イ） ニ?V i の場合，（ロ）り《>?)3+1で， しかも少くとも1 個 の に  

つ い て が +1)く (が）となる場合， お よ び （ハ）り《〉pパ1 で， す べ て の ビ S に つ い て が +1〉 
ニ五■,(が）となる場合，の三つを分類することにする。

しかし（イ）の場合に（2 3 )が成立つことはまったく同じであり，また（ロ）の場合に(26) (27)が成立 

つことも同様であるから，新たに考察を加えねぱならないのは（ハ）の場合だけである。 この場合は 

その前提から

(が+リニ！] 風(が）

となるから，（20)[これが（S、v )の下でも成立つことは明らかで^^る]とあわせて

(102) (が+1)さ;^  が）

が得られる。 ところがいまがを均衡価格， が+ 1 を不拘衡価格とすると， i? (が0 ^ 0 であるから， 

(1 6 )か ら i?,(が■+!)^0 i i ^ v h そしてダ+ 1 が不均衡価格であるからには，少くとも一'^^のけことえ 

ぱ i ' について五•，.'(が+1)〉0 とならねばならず， 上の帰紹からそのヴは"より大きくなくてはなら 

ない。それゆえEi'Cp'’) ' - 0 であることから

(103) Ei，(p"+i)〉Ei'ぐが、 ii^yv) 、

となり，仮 足 m f + 、)ニEベが) i i < v ) と （20) きEAp。) ( C > v ) とち)わせて

(101) ：D m v ' * ' ) > i ] E c ( r )

注（22) Arrow and Hurwicz. "The * Euclidean Distance  ̂ Approach", Theorem 1 , pp. 43 ff.
22  * *



I

，ホi

I

I

I

p €  P について ^ 0  
v ^ * M v ) が定義で

市場均衡の安走性n

となる。

これらの結論を綜合すれば，が> 0 の場合の定理の誕明となっている'。

つぎに（i i )  P * に 0 の成分がまじる場合の考察に移ろう。いま

(105) Z = { i \  p ,* > 0 }
と定義し，その補猿-合をズとする。すると補助定理7 か ら E M はすべての 

となるから上に有界であり， また仮定（B ) からそれは下にも有界であるから，

きて，それはニ 0 である。ゆえに

(106) p*E(.v) ̂  Pz*Ez(p) +  pg*Eg(.p) =  Vz*Ez{v)
となるが，ここでM ゆ については（S J から

(107) Ez{p) =  EziVz, Vz)^Ez{.Vz{vz, 0)
がいえ， したがって

(108) Vz*Ez(.v)^Vz*Ezipz, 0)
となる。

ところで補助定理1 0から， £■(?))が （H )(C )(W )(B )(S w )をすベて満たせば， E K  0) もそれら 

の性質をP kの関数とレてすべて満たす。そしてそれは正の均衡点りクをもっている。ゆえにこの 

縮約されたシステムに対して前述n ) の帰結がそのまま適用され，りスがど2(りZ, 0) の不均衡価格で 

あれば

(109) Pz*EziVz, 0)〉0
となり，また補助定理9 の系からV z が EzCpz, 0) の均衡価格であれぱ

(110) EziPz) 0) ニ 0
となる。

以上の(93), (9 5 ), (9のの結果を綜合して，P z が Ezi/Pz，① の不均衡価格なら 

となることが証明され，また（94), (9 7 )か ら P z が 0) の均衡価格なら

E z ( p ) ^ 0
となることが証明された。ところがもしパ ??)ニ0 であるとすれぱ，E M ' O と相俟って,りは均 

衡価格となってしまうから，り が 不 均 衡 価 格 で あ る 以 上 は で ， し か も 0 たらざる 

をえない。そ し て で あ る か ら ，りダZ(が> 0 , したがって（106)から 

p * E (v ) '^ 0
となる。

以上のところからP z が 0 ) の不均衡価格であっても构衡価格であっても，りが E 他 の 

不均衡価格でホ) る か ぎ り と な る こ と が 誠 明 さ れ た 。

— — 23  -------
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(23〉
捕助定理14 P*=をあらゆる均衡価格？) * の集合とすれぱ，？* U { 0 }は凸維となる。

証 明

任意の均衡価格？) * ' ,が= " を ？* からとって， それらの凸 1 次結合をり* '/ /ニび??*'+  ( 1 - び) 2)*", 
0 < « < 1 とする。証明は帰譲法に抓るとして，い ま ？) * ' ' '力;均衡価格ではなかったとしてみよう。 

するとすぐ前に証明した補助定理1 2 から，

が:’風(がc'")〉0, ぜ …
となるから，

ニ  [び?)*'+ (1一び)?>*"]£；•(が="')
ニ び？)*'み(?)*'’') +  ( l - a )  ぜか * '" )> 0

となる力'i, これはワルラス法 則 0 V ) と矛盾，よって 2)*" 'f P * でなくてはならない。

P * U { 0 }の維性はゼロ次同次性（H ) から自明である。

8 これらの準備の下で，分析の動学部分に移るととにしよう。

すでに述ぺたように，弱い粗代替財の体系では価格がゼロとなる可能性を排除できず， したがっ 

てこの場仓の動学的調整式としてはコーナー解をも考慮にいれた，前稿の 

. り） for Pi'^0 or Eiip)'^0
( 2 5 ) り，.ニ I 0 otherwise

あるいはぜ，‘(?)）を KiiEiけ )に代置したそのスペシャル•ケース 

. (KiEiiv)  for 从> 0  or あ(7>)̂ 0 

( 2 5 \ めニ|。 otherwise
に依拠するのでなくてはならない。 （2 5 )および（2 5 ' )で，下段の "o th e r w ise "というの力♦ハニ 0 で, 
しかもm p ) < o となっている場合を指すことはいうまでもない。

さて（2 5 )について新たな論点が生じてくるのは，その解経路の存在問题である。ただちに分るよ
• (24)

うに，こ の 場 合 は を # する関数が？）について速統になるとはかぎらないから，一意的かつ初期

/なに関して速続な解経路があるための通常の十分条件は保HiEされない。もちろんきわめて特殊な事 

例を構成することによってとの問題の解決に代えるのは容易であるが，それでは興趣に乏しいので, 
以下では端的に希望する婦結を渡接仮走してしまう措置をとることにしよう。すなわち以下の謎論 

にとっては，

注( 2 3 ) このお|]助5おJMをはじめて捉したのはマッヶンジーである。Cf. McKenzie, "Stability of Equilibrium and the Value 
of Positive Excess Demand," ffkcmomdrica, July 1960, pp. 612-613-また Arrow and Hurwicz, *'Some Remarks", p. 
642, Nikaido, op‘ ciL, p- 335, Corollaぴ参照。

(24) たとえぱ Anmv and Hahn, General Competitive Analysis, i), 269 参照。
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市場均衡の安定性n
ど ん な が に つ い て も が 0 )ニがとなる一意的な大域解p w があり， かつ一足の《

(P)
についてがりはザ の連統関数である

は新たに付加される一つの仮定である。ひとたびこの仮定を置くならば，議論はつぎのように進行 

を再開始する。

まずが *か）が線型化されているより簡単な（25りの場合は，第 5 節の所論になぞらえ，補助定理 

12の結果を用いることによって，たとえコーナー解があったとしても大ね的安定性を確立すること 

ができる。いま（2 5 ' )でj?tO>0あるいはE ‘( p ) k O ,したがってり,.ニ/ CjE■，か）が妥当する i の 合 を T, 
ま た ニ  0 かつ風 (り)< 0 , したがって从= 0 が妥当する i の傷合を f としよう。 そうした上で前 

と同様，任意の均衡点が= について

"E(り ニ (V厂  P i* y

と定義すれば，

( 1 1 1 ) " £ (り= 2  3  (??i—: ニ2 2 (り厂り,* )^i(p)
ニ  2 s  (P 厂  P * )  E ；(p) - 2  S C P i—Vi*) Eiiv)

® ieT
ニー 2 i l  V i^E .iv) +  2 2  V i E M < -  2 2  Vi^'Eiiv)

( 2 5 ) 1 = 1  ぉ'  t " .
となるから，補助定理 1 2 のから， が不均衡価格であるかぎり？̂(り< 0 がい免，"£■(りは単調に減 

小する。

この結果から解経路が有界となることと，前の場合と同様その極服点が均衡点となることとを斯 

酌すれば，第 5 節の插論に準じてある均衡点への収束を結論しうることは明らかであろう。 よって 

コ ー ナ ー があるとしても，

定理 5 超過需耍開数E ホ' )が （C )(H )(W )(S、v ) を満たすとすれぱ，調整過程（2 5 0 は大域的 

に安定である。

また規■準化された過殺について, 同様の結論が成立つことも，前に準ずるから繰返さない。

9 一般的な iTXj?)をもつ (2 5 )の場合は，譲論はそれほど容易でないが，まずコーナー解の問題 

はつぎのように他:L1できるであろう。

いま初期, がで正の価格をもつ財の番号の银合を /+ (が) ニ{}‘ 1 ゅ。> 0 } と定義すれぱ，明らかに 

/ * (が)ニ) / + であるから，.? 6 / * ( / ) のような j についてはかならず j   ̂ / + が満たされており，よつ

注( 2 5 )いうまでもなく（W )によって1̂ 1PiEiW) ニ G でもることと，r の'走によってシアにつ'̂ 、ては•ニ 0, E,(P)<0 
であることにもとづく <■
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てそのような: /については補助定理の1 かちどの j)€ P の下でもあ (?))^0,したがって仮定の（U ) 
か ら m j i ) ， となる。ゆえに(25)から

(112) Pj(り ニp / +  ' 'IP(p(sy)ds ニ J  I I^ (p (s ) )d s^ O  { j  € I(p°))

となる力' ; , 他 方 ？) / り> 0 でなくてはならないから，結局

( 1 1 3 )り/り ニ 0 (ハ I(pO))
となるのでなくてはならない。 すなわち目下のモデルでは， 初期点でゼロの価格はすべての 

についてそのままゼロでありつづけ，正に変わることはないことが分かる。

つぎに J e J+ (ダ）の；;-についても，いまる有限の時点も〉0 において 2V(ら.)ニ 0 になったとす 

れぱ，まったく同様の理由ですベての？J f P の下でm p ) ' 0 とならねばならず，よって初期スミで 

正の価格であっても，ひとたびそれがゼロとなれば，以後はゼロでありつづけるはかはない。 

そこで以上をまとめて，時点ら ^ 0 以 後 p j a ) = o となるIけソについて

(114) ioニmネX {し}
と決めれば，し以後は新たにゼロとなる価格は皆無であるから，結局のところ

(115) p ^ ( t ) > 0  ( t^ O )
(116) VgU) ニ 0

となるように財群を二分することができ，ここで i c  Z の財についてのみモデルを縮約して，

(117) Vz=H^iO, Vz) .
を老えていけぱよいのである。

これは要するに，以下では強、粗代替財の場合と同様， (2 5 )の前半部ViニHXqi) のみを考察すれ 

ぱ足りろことを意味するが，それでもなおつぎの点については強い粗代替財の場合より一 そう周到 

な配慮:を必要とすることに注意すべきである。それは目下の弱い粗代替財の場合は，その定義に等 

号が含まれるところから，不 均 衡 状 態 に お い て も や " A t ) の強い意味での単調減小，単調増 

加を導くことができないという点である。換言•すれぱ，それらについてはたんに単調非増加，単調 

非減小がいえるにすぎず，がりの極限経路？T (り上 で m a xりr (り/;P,.*ニ" ni j nり に  

なったとしても，前のように，だからり(り の 極 服 点 ニ が 。(0) が均衡点になるとただちに結論す 

ることはできないのである。 ‘
この点を巧妙に解決したところに1 9 6 2ギのアローニハーヴィッチの功( § が見出されるが，い 

ま彼らの考案に做って， る価格が有限のあるら時点以降すぺての i をつうじて一足にとどまる 

_場仓，それを "eventually  c o n s ta n t"な価格と呼ぶことにしよう。v U ) において "eventually  con- 
f i U n t " な成分をもつ財の染合をC：と書き， を, =  m a x { i f } と記すとすれぱ， この定義からレC*

注（26) Arrow and Hurwicz. "Nonlinear Price Adjustment**. lER, May 1962.
—— 2 6  —
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市場均衡の安定性n
II
Ii
Iを：I

のすベてのS について

(118) j)j•(りニconstant for a ll
となるわけである。そこでこれらの価格は別として，わ時点以降なお変化しつづける価格すなわち 

i e C に含まれる価格についてのみ

(119) v { t ,  d )ニ:max C) =  min

と定義すれば，つぎのような補助定理にもとづいて， も，C~)が単調非増加となること，ま た け ， 

C ) が単調非減小となること，を主張することができる。

II

I

I

補助定理1 5 任意の正の均衡価格をり* とするとき， る f の区問について从 •(りニconstant
. (27)

for a l l i  e S であれば, max  {P i(0 /p * } は卑調非増加，miii{p*(り/ は単調非減小である。
i€S ic5 *

証 明

便宜上

(120) v M ,  S ) = m a x { - 2 ^ ^ }

(121) M M H  I i e S ,  ニ " t ,

と書き，当該の期問から任意の t ' を定めて，M A t ' ' }のなかから任意のヴをとる。そうした上で, 
いますべてのりパ《') /り,-*が i とともに適増するように財の番号をつけかえるとすれぱ， け/)のな 

かではこの比は同一の値をとるから，i ' の選択は無差別であり， し た が っ て け '）の最終の元を 

もってそれとすることができる。するというまでもなく i〉i ' の 《についてはVが ） —S') 
> なるから， e ぶであり，ゆえにそのようなズについては仮定から当該期間中 •け) = c o n s ta n tと 
ならねぱならない。よってその0 こついては：Pf ニか'(り）からぜゾり(り)ニ 0 , したがってだ,(?)(り) = 0  
であり，とりわけも= ヴについて

(122) Eベ ニ 0
を得る。

さてたニ m a x { i |  か(グ) )キ0 } とすれば，補助定理1 2 に よ っ て (りけ'))< 0 でもる。ゆえにもし

i ' について£；1'(りけ/ ) )キ0 のときは（嫩からヴニたらざるをえず，/?,'(??け/〉) < 0 。よって nj>Apu'y> 
となる力;， (ど）のなかのズの並べ方は任意であるから，結局以上の推論から

(123) E i W ) ) ^ 0  for all i  c M M ' )
となることがいえる。 したがって（i i)から

(12り が '(り(ど) ) ^ 0 for all i  c M M ' )

注(27) Arrow and Hurwicz, op. d t,, Lonima 4 (A).

m *

J M m .....................
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とならねぱならない。

こうして（124)さえいえるならば， あとは第4 節の議論に準じて"„け, S ) の単調非増加性が襟か 

れ，また同様に"パも，> § )の単調非減小性が導かれる。

さてここで本論のC を補助定理のぶとみなすことにより所期の目的が達せられたわけであるが， 

しかもv„U, C), V0it, C )はそれぞれ下服，上限をもち， したがってそれらには例のごとく極限値

(125) lim"ぶ ，C)ニ C )ニ

か存在する。 同 様 に の ，C ) ^ v M ,  (りM-*さ"み ，（̂)きル5(0, C) a  € 0 であるところから，

化け）もまた極服点をもつことになり， 他方化 (りが極限点をもつことは (118)から自明であるから, 
結局がも）が極服点 t T をもつ。そこで従前どおりが《(0) ニ:p m から始まる極限経路^ r ( i) を考えれ 

ぱ，その上ではすべての t ^ O について明らかに ,
(126) (り ニ constant (i e C)

(m) « f C Vi
け，&)ニ! ^ ニV

が成立っている。そこでつぎの補助定理が成立する<

補助定理1 6 もしすべてのレC について仇•(り=  eonstant for a l l を 0 であり，また 

m a xり,の(り/り ク ニ (constant), m inが°(り/り‘*ニ"广 （constant) for a l l t ^ Q であれば，充分大きな 

すべてのn こついて

(128) ■Vo, V k»{t) ■V/}Th，ゃ ■- , Th"
となるような財kf, kf, c C が存在する<

謎 明

まず

(129)ルし(りニ 1 ^ 1レ ら ニ " ゾ
从•*

とすれば，ど の け こ つ い て も (り力'徘空で正整数の元から成るところから，M „ ( M が最小個数 

の元を含むようならを選ぶことができる。そこでいま筒i | i化のため

(130) Ma~- N  aニ 一

と記せぱ，ぜ義から

(131)ぐ(t, d) ニ max{"„«'け，AfJ, N.))

(132) "oの(U, N„)

となることはいうまでもない。 と こ ろ で 仏 Ma)>Va^{t, NJ)が妥当しつづけるU こついては,
— - 28 —
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市場均衡の安定性n
( m )か ら 明 ら か に (りC M „ とならねぱならないが，他 方 定 義 か ら け ）は よ り 少 な い  

元はもちえないから， (りとなるのでなくてはならない。すなわち

( 1 3 3 ) "ぶ ， ひ，iVa) なら M „(i)ニ 
となるのでもる。

つぎにどんなも〉 についても，ル/"け，iY«)ニ ぺ t, C ) とはならないことを示すことにしよう。 

帰譲法に拠り， もしあるを〉 についてこの等式が満たされるとすれ(■をそのような最初の《を 

とすることによって，（131) (132)から

(131) N«)  for f水
とならねばならず，よってこの区間の t については（133)か ら M •(りニM « ,すなわち i  (  M。のすベ 

ての i について Pf(りニ constant, とならねぱならない。 ところでもしゼ<5仏 な ら

i e  Mびに 0 であるか i らd であるかのいずれかであり， 後者の場合はすべてのMこついて(り 

ニ c o n s ta n tとなるから，上記の結果とあわせて，結局いずれの場合も i も なら从(りニ constant 
となる。 したがって N a ' k  S と考えることによって，ふたたび補助定理1 5 が使えてv。。け, N o) は 

a * . も* * ) において単調ぎ[̂ 増加となる。ゆえに(卿 （131) (132)から

(135) の(i* * , Na)^Va'^( tni .  iVcrXvo•の( i* , JWff) ニ "̂0■の ニ "y<7 け *:4：，C)
となるほかはなく，これは i * * の定義と矛盾する。よって！Iff}譲法の仮定は成立せず，す べ て の ◊ら  

について

(136) "パら C )> V a ^ ( t ,  Na),
したがって

(137) M X > v « { t ,  No)
とならねぱならない。 ところが（m )は（133)からすべての t〉U についてMぶ )ニM«け*)となるこ 

とを意味し，結局どんな k，e についても7>k'のば)!Vみ で a① となるのでなくてはならない。

k " の存在についても推論はまったく同様である。

以上にIE明したところからは，さらにつぎの補助定理がただちに導かれる。

補助定;理17 f i t ) ,  j T { t ) においてそれぞれ even tu a lly  c o n s t a n tな財 i の银合をC, Cのと 

し，それらの補狼合をa うのとするとき，C を非空とすれぱ，その成分のなかにはの成分 

が少くとも1 個はかならず含まれる。

すなわち解経路りけ）が even tu a lly  c o n s ta n tでない成分を含んでいるとすれば， それらのどれ 

かは極服経路り™(り上ではかならず even tu a lly  c o n s ta n tな成分の-^つとなるのでもる。

29
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I E 明

(m )の Vaの, v r について（イ） ニ？; / " となる場合と（ロ） となる場合の二つを分け 

てとり扱おう。

(イ）の場合はいうまでもなくすべての p r (り/P,.* (レ ( 5 )が拘等かつ一定となるから，VQ^it )の成 

分はみな c o n s ta n tであり，そ し て り の成分が c o n s ta n tであることは自明であるから，結局 

V ^ ( t )の全成分が c o n s t a n tとなる。 ゆえに仮定からがり力 ' ; even tu a lly  c o n s ta n tでない成分をも-， 

つ以上，定理の成立は明白である。

つぎに（ロ）の場合は，前に証明したところから， t * より大きいすべてのt について（12ぬを満た 

すような財A/, k', e 6 があり，'したがってVk，, 7>k，，がりm(り 上 で even tu a lly  c o n s t a n tとなる。 

し か も か ら ，が，が’ がともに価値尺度財となることはできないから，力、りにその一方が 

な お m in i6ra ireの役割を果すとしても，もう一方はがり上で e v e n tu a lly，c o n s t a n tではなかった. 
わけであり，定理の結論が導かれる。

これらの用意ののちに本題の安定性の誕明にとりかかろう。まず 

( E ) 少くとも1 組の正の均衡価格り*> 0 がある 

ことを仮定し，そのり* と任意の解m に つ い て v , i t ) を（2 8 )のように定義すれば， そこ 

での議論とまったく同様，それらには極限値 lim  乂 £)ニu / % l i m i ;乂 t) ニ1；タ~ のあることがいえ，ま 

たの》(0)き?a りさ从‘( 0 M * さ"乂り̂ "  乂 0 ) から，がりにも極服点りののもることがいえる。 この極限 

点 ？T が3K実上均衡点となることを明らかにするのが，以下での服0 である。

いま任意の解2 > ( 0において even tu a lly  c o n s ta n tな成分の数をe 個としよう。もし e ニ？2であれ 

ぱ，ある時点以降すベての価格が-*定値に蒋着くわけであるから， 結論の成立は t r i v i a lである。 

したかって以下ではC に関する逆帰納法を用いることにし， Cq<Cc< j i の よ う な 個 の even tually  
co n sta n tな成分をもつすベての解について結論が成立つことを仮定して，同棟に co個の even tually  
c o n s ta n tな成分をもつ解についても結論が成立つことを誦明する。

あらためてC o個 の eventim lly  c o n s ta n tな成分をもつ解をp U ) とし，その極限点が"を出発点 

とする極限経路p ' ^ ( t )を考えることにしよう。Co個 の even tu a lly  c o n s ta n tな成分については明ら 

かにが °(りニc o n s ta n tか成立つから， り®(りの上でもそれらは当然 even tu a lly  c o n s ta n tな成分で 

もりつづける。 ところが補助定理の1 7 ので見たように，り® " ) は， p U ) で は even tu a lly  constant 
でなかった成分を少くとも1 個 は even tu a lly  c o n s ta n tな成分として合んでいるから， 广(りにお 

ける even tu a lly  c o n s ta n tな成分の数は (も）のそれより多いことになる。 ゆえに解ダ° ( £ )に'j§納 

法の仮ンi lが使えて，j r (りはある均衡点；P * * に収來する。すなわち

(138) lim  —
—— 30 ■~ ~



ホ場均衡の安定性n
そして（127)からすべての t について

(139) ?)/°") =  "„"̂ り‘-水〉0
でを) るから，

fパ(140) v * * > 0  f：.
I;

である。と こ ろ が 極 限 点 の 定 義 か ら (りM * * = i となるから， [•

(141) Mm m ax min 1 ■ I

とならねぱならず，あらためてり* * を用いて定義された l a o ,  について I ；
(142) "„"̂  =  " / °ニ1 ト’

とならねぱならな1/、。他方極限経路上ではいうまでもなく I'
&

(M3) m pc -リ i) --ニ"广, mi n .りル*

が満たされるから，（142) (143)からすべての fさ0 についてが"(りニり* * となり， したがってとりわ

け f ニ0 については

(144)
となって，結局極限点ず が正の均衡点となることが明らヵ、となる。

最後にふたたび極限点の定義と2 T > 0 であることから

( 1 4 5 ) l im m ax ~̂ モ ' ニ lim  min — ニ 1 

が成立つこと，そして m ax き2>ズり/が'"^m h iPiU> )̂fViのであることから，

(146) ニ 1 "ニ  1 , 2 , … …，《) '

となることはすぺて第6 節の（6 0 )〜（6 3 )の場合と同様である。

よって証明は完了し，

定理 6 超過需要関数E K V )が （C )(H ) (W ) (E ) (S w )を満たすとすれぱ，調整過程（25) は大 

域的に安定である

が成立したひ

この帰結は，粗代替性の下での安定性定理として，現在知られているもののうちもっとも一般的 

なものであるが，なお少くとも1 個の;E の;1̂：；衡価格べクトルの存在を仮走していることに注意すベ 

きやある。前にも見たように(補助定理2 ) ,  ijii;い報I代替財の場合は，そうした均衡価格の正性が（S)
( H ) の仮定におのずから含まれるのであるが，旧い事例にあってはその点は保証されず， したがっ 

て正のがの蒋在に関する付加的な仮定（E )が耍請されるのである。この仮定が付加されない場合に 

何が起るかについては，アロー ニハーヴィッチによって大域的安定性を満たさない2 財の例があげ
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(28)
られている。 したがって（C )(H )(S、y )のみから結論を導きえないことは明らかである力;， (E ) をよ

り緩い彼定に代置しうるかどうかは今後に残された一つの課题である。

1 0 さて以上までのところ，われわれは時間を速続的な継起としてとり扱い，もっぱら微分方程 

式システムによって市場の調整過程をあらわしてきた。ここでいささか手法を変えて，離散的な時 

間の想定にもとづく定差方程式モデルの考察に移る。その場合の調整機構としては

( 1 4 7 )り,.( i  +  1 )ニ m ax {0, Pi(t) +  K E ‘(pけ) ) ) , K 〉 0 (ぜニ 1 , 2 ,  •..… ，■»)
であらわされるものをとり上げるが，これは第8 節の（25，）の思想を定差方程式で表現し， かつそ 

こでのK i をすベてー德にK に代置したものと考えることができるであろう。 そのような定式;化

としてはギ沢氏が1 9 6 0年に提唱したところが， 最初のそしていまのところ唯一の試みであるよう
(29)

に思われる。

前の議論になぞらえ，均衡点？>*からの距離の指標を

(1 8̂) "̂ ；" ) ニ 1^£(り(り ) ニ 1 ] (? ^ (0 —り,.*)2
で定義すれば，（M7)と（W ) から

(149) S  Viit +  i r ^ H ,  [v,{t) +  K E M t ) ) f

=  I ] P i ( t r  +  2 K  +  T > ( E M t ) y

ニ  i i M が + ir i5 £ * * (73 a ))2
となるところから，

(150) VEi t - \ - l ) -V E( t ) -= 'h [7> i i t -h l )— p{*Y - - 2  [Piit)-

ニ +  — 2 自从(f +  l)?)*'* — 2 ] 从•け)2一2 2  Viit)v*
t

S  E M t ) T ~ 2  u  +  け) ] り**
となる力';,ふたたび(H7)か ら M 《 +  l )さり, " ) +  K E■办 (り）となるから，結局，不等式

( 1 5 1 )ル" +  1)^^^り  +  {/(2 2  E m t ) Y - 2 . K T . V i ' ^ E M m  
が得られることになる。

さて以下においては粗代替財の仮ぽ（S ) の下で，（14?)の大域的安定性を証明するが，⑧カレ満た 

される場合は補助定理の1 から £K p*) ニ G となり，しかもK (り）は速綺であるから，いま所与の()〉0 
に対して適当にe > 0 を選べぱ，F パ?))ぶS を満たすすべての？)について

(152) m m < o

注 (28) Arrow and Hunvicz, op. ciL^ pp. 246-247%
(29) H. Uzawa, "Walras’ Tatonnement in the Theory of Exchange'*, Review  o f  Economic S tu d ies , Juno 1 9 6 0 .宇沢 

氏の ' デルはまたアローニハーンによってもとり极われている。Cf. Arrow and Hahn. op. ciU  pp. 307-308.
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市場均衡の安定性n
とすることができる。またわれわれは何ら一般性を失うことなく 

(153) e' " パ 0) ニ T M  が 0)]
と仮定することができるであろう。

このようにS の値を快めた上で,

(150 パ ニ in f &'
I

12 XJ Vi^Eiip)
(155) r**=  inf -----------

^<v£(p)^Vg(po) J2 E ii^ Y

と定義し，i T の値を，Yパり) ^ の場合はデ* よりも小さく， パ: パが）の場合は’/•**よ 

りも小さく選ぶとする。r * はいうまでもなく正であり， また補助定理5 か ら H 从•*取(り)〉0 とな 

ることを考えれぱ，パ* も正である。 よって上記の条件を満たすような/(の値はつねに正値に選ぶ 

ことができる。

上記のように選ぱれた i f の値については，不等式 (151)か ら た だ ち に な ら ば

(156) VeU  +  D ^ veH) h -^ ^ e

となり，y < vM ^ V e{0) ならぱ

(157) VB(t + l)<CvB(t)

となる。したがって結局(ほめ（157)から，ある t * 時点以降はかならず

(158) for allz  一

が満たされることになる。

ところで以上の推論をつうじて，解経路がる時点以後は均衡点の苦近傍に入りつづけることが 

分ったが， まだその中でF ^(り）が振励する可能性は排除されていない。そこでさらにその可能性 

をとり除き，0 ^ 7 パ? ) ) ^ " IにおいてもV パP ) が単調に減小することを導くためには，つぎのよう 

な処置が考えられよう。すなわち（158)によりけ以後においては nぜ(?>)||ニ(！]■£*‘(り)2) が 満 た  

されており， したがって（ほ1)から

(159) v M  +  l ) ^ v M )  +  K lK c ^ ~ 2 l ] p im ( p ) }
となるから，こんどは i f の正値を？，*, r * * そして

2 S  %*Eii!p)
(160) inf : レ1 ^2 ，: -…-

I

のいずれよりも小さく選びなおせぱよい。を うすれば，そ の / ( の 下 で は の 場 合 に つ  

いても '
(161) VeH +  I X vM

‘—— 3 3 ——
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となり，前と同様の議論をつうじて大城的な安定性が導かれるのである。

ただ上記の結論は，連続的な時問の場合とは興なって，調整速度/(の適当な値の選択に依存して

いる点に注意しておく必要がある。事実， 目下のモデルにもとづいて，調盤経路が :P* に近づかな
(30)

いような/ ( の選択を例示することは容易であろう。これをもってしても明らかなように，調整過程

が時の遅れを含んでいる場合には，安定性は超過需耍関数の性質のみからは導かれえないのであっ 

て，粗代替性のような知識はきわめて有益ではあっても決して充分とはいい難いのである。これが 

定差システムの考察から得られる一^̂：) の重要な教訓である。 .

1 1 つぎに同じく定差方程式の手法に依拠しつつ，いままでのように全市場で同時に調整が行わ

れる事例ではなく，一市場ごとに逐次的に調盤が進行していく，例を分析することにしよう。周知
(31)

のようにこの事例は， ワルラスが波の主著『純粋経済学耍論』の中で展開したところであり，安弁
(32)

教授がかつて「斉一的方法」に対して「輪環的方法」と呼ばれたものに相当している。’
い ま ？?(0)ニ{り1(0), M 0 ) ,  ，り„ ( 0 ) }を初期の価格べクトルとすれば， この調盤過程はまず財1

の市場のみに注意を猪め，そこで需給の均衡が達せられるようにめを決定する。すなわちそれは 

所与のり2(0), ........., ?)„(0)の下で

り2の)，........，り„(0)) ニ 0
を に つ い て 解くのである。そ の よ う な の 値 が り1 ( 1 )に決まれば， つぎに調整は財2 の市場 

について行われ，こんどは所与の jJ iG ),り3(0), ........ , 7>„(0)の 下で

E A p、a ) , り2 , り3 ( 0 ) , ........ , り„ (0 ))= 0
を 2 )2について解いて，り2 ( 1 )が決定される。 以下同様な調整を逐次続行していけぱ， り3(1),
V n i l )がすべて定まる力: , そのときなお需給の不均衡が残ゥていれば，が1 ) = {り1(1), P z { l \り3 ( 1 ) ,… …, 
V n d ) }を新たな初期点としてふたたび調整が繰返される。 この過程を一般化して記せぱ，

(155) JSf(pi(t +  V ,  ，り1.-1ひ+  1 ) , JV り (り，. . . …, (り)ニ 0
を P i について解くことによって  ̂+ 1 段階の財 i の価格り,-(も+ 1 ) が決まることになり，ここでさ 

‘らに価格の非負性を考處にいれれぱ，より一般的に 

(1550 ........ , りトj "  +  l ) ,  Pi, P u i ( t ) ,  .......... , (り) ^ 0
《1550 (155/)ニ 0 を満たす 7) i の値が負_になる場合は（1 5 5 /)< 0で ひ + 1 ) ニ 0

'のようである。り(りニ り，り2(り，… …, P „ ( t ) } が不変にとどまるのは，いうまでもなくがりが均

衡価格の場合， しかもその場合のみである。

注（30〉 Cf. Arrow and Hahn, op. c it, p. 308.
(3り Im Walras, J^Uments <VecommU politique pute, edition deflnitivo, 1926, p p .130 IF. (Elements of Pure Emiomics, 

tv. by J a fK ,195も p p ,170 ff,)
( 3 2 ) 『め;;I獨だ著作IIり第 I a  pp. 407-409.
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ホ場均衡の安宠性n
さて以下では同じく粗代替性（S ) の仮足の下で，この過程の安定性を検討することにしよ前 

と同様，均衡価格P* にっいて

ニy j ? )け) ]ニm ax I.り'(ジ，, ........, --り"(|~1 |(156) .• I Pj* Pẑ  ’ p„* }

v M )  =  V 4 m ] = m i n { ^ ,  … . . ., - ^ }

と定義すれぱ，がりが均衡価格でないかぎり， かならず " M ) ないしは F » [り(り]が単調減小とな 

り，"/*(りないしはT ^ -[p U )]が単調増加となることを以下で示す。ただしこれらの証明はまったく 

同様であるから，前者のみについて考察すれぱ足りるであろう。

いま一般性を失うことなく pMIP/c* が m ax {り1(り/Pi*, Pz(t)/P 2 *, ........., Vn(t)IVn* } になっていた

とし，そのときの財ズニ1, 2, …，k - 1 の市場に注目しよう。’まず財1 の市場から順次に考察し,
Ex[Vi<<t), ........ , り„ a ) ] < 0 の 場 合 と 五 り 2 ( 0 , … . . .，J?ぶ )]〉0 の場合に分けて考えてみ

る。前者の場合はり1(け l ) O i ( りとならねぱならないから， 7h(t +  l ) / p i * < り と 

なることはいうまでもない。つぎに後者の場合は？)1(《+ 1 ) > り1(りとなる力，、，それでもなおり,け+  1)/ 
となることはできない。事契もしM t  +  l )IV i*^ V k{t) lvu *となったとすれば，財 1 が

{り +  り1* , り2け)/ゆ*,  , p „ U )!p „ *、の m a x im iz e rとなる力' ; , すると補助定理の 3 によって

風 [り1" + 1 ) ,り2(り，……，})„(も)]< 0 とならねぱならず， こ れ は ⑧ の 下 で の (ん+ 1 ) 決定の原則

S i[p i( t  +  1), P2U ), ........., Pぶ ) ]ニ0 と矛盾する。 よって以上の推論にもとづき， ぜ1[りけ)]の正資の

いかんにかかわらず

+  / M t )
Pi* 3?a*

とならねぱならないことが判明した。

同 様 に ひ +  1 ) , •，•…,??ト1 ( ( + 1 )についてもまったく同じ理由から同じ結論が成立つから，結局

(157) "ニ  1 , 2 , … …, A;一 1)

となって， iくk の財については？)*a +  l)/3V*=の最大f直が "。(りを越えることもないし， またそれ 

にぼ敵することもない。

つぎに財A;そのものについては， 以上の議論によりそれは依然 'と し て {?)iけ+  1)/り, * , .........,
P k - i i t  +  D lP k - i* , Pk(t)/Pk^, ........., P „ U ) I p ,* }の m a x im iz e rであるから，同様に補助定理の3 から

^/t[PiU 4 - 1 ) , ........, pk-i(t + 1 ) , P k ( t ) ,  , り"け)]< 0
が成立ち，し た が っ て (け 1) < 化(り，あるいは

C | w ' )りん(も+  1 ) ^JPhiD -
(卿  Pu* く Pkネ

注（33) 以下の分析にジいては H. Uzawn, "Walras* Tdtonnement in the Theory of Exchange**, Review of Economic 
Studies, June 1960 参照。
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である。

最後に i 〉k の財についても i  くk の財と同様の推論を適用すれぱ，やはり

( 1 5 9 )色̂ ) - (i =  & +  l , ……，")
が成立するから，結局

' け 1 )ニ m デ  . . . . . . , ,

と定義すれぱ，以上の（157)(ほ8 )および(159)から， {り1(り，？)2(り, -，'…，从>(15) } が不拘衡価格であるか

ぎ り ，

がいえたことになり，証明のH的; ;̂達せられる。

さきにも述べたように，m in im iz e rについてもまったく同様に

が導かれるから，あとは第6 節後半の議論に準じて大域的安定性が導かれる。

ところで上記の証明は，つぎの点で宇沢氏の証明と異なっている。 それは宇沢氏が， たとえば

lp ,(H - l) ,  P2(t +  1 ) , ........, 从._i(i +  l ) ,  P iU ) ,  , り„け) } か ら {jjiけ+  1 ) , り2け+  1 ) , ........., り +
り,-(f +  1 ) ,り, ' り， ，从■(り} への移行の都度，すなわち一市場の調整のたびごとに，前 者 の ル Jを
後者の"a, Vfiと比較しているのに対して, われわれは{り1(り, 7 h U ),........., Pか ) }か ら + 1 ) ,P2(t + 1),
 , への一巡の調整が行われたのちにおけるVffの増減を較べている点である。換

言■すれば，字沢氏のリャプーノフ閲数の" 回分の調整が， われわれの one r o u n d の調整に当って 

いるのである。ここでそのような手法を選んだのは， たんにその方がワルラスの思想に忠まであ 

るぱかりでなく，また沢方式にはある種の困難が含まれているからである。いま {り . . . . . . ,
りト1 " +  1),从(り，... ，？)„(り }か ら {り1 " +  1),.... , Vi t̂ + 1), Vi*lit), .... , p„( t ) )への移行のさいに ',
かりにi く k のような財が {ル/?)/}の maximizerになっているとすれば， それは^市場の調整

ののちも依然としてm a x im iz e rたりつづけるから， (piCi +  l ) , ........, pト +   ,
が不均衡価格であったとしてもv A t ) は減小しないのである。

1 2 ここで，いままで立脚してきた粗代替性の仮定を離れ，それとは別個な仮定の下でもなお大 

域的な安范性が械保されるかどうかを解明してみることにしよう。まずその盤一のものとしてとり 

あげたいのは，いわゆる優対タj性 （Dominant D iagon al)の仮走である。いま超過需要開数m j h , I h ,  
… …， あるいはCiUlu Q z , … … , g „ - i ) がその定義域において微分可能であり，偏襟関数 dEi(7h,
P 2 , ........, 从.〉/3ル，dciiqi, qt, .........., Qn-\ldqsをもつことを仮走すれぱその経济が一般に;^の優対角性

を満たすとは

ifH-

j
i
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市場均衡の安定性n
すべての価格 (Iについて

( a )
( D )

deiiq )
dqi < 0  ( iニ 1 , 2 ,  . . . . . . ,  71-1)

( b  )  c M ) d e M )
dQi > J ]  Cjig) d e M ) ii, j  =  2, ■1)

と な る よ う な 正 の べ ク ト ル c d q ) , ， c„-i(g)}が存在する 

ことである。 ここで aも/みV はズ財とゾ財を任意所与の単位で測ったときの'偏導関数の値をもらわ 

しているから， U i，c；)d e i ld p 3は， 財の旧単位による1 単位が新単位によるC*.単位にひとしく，

：?• 財の旧単位による1 単位が新単位によるも i | i位にひとしいときの偏導関数の値をあらわすわけ 

であり, したがって結局（b ) の条件は，適当に測定単位を選べぱ

d eiiq )
dQi > s dciiq)

m i 1)(も i = i , 2 , ......... ,

が満たされることを意味している。すなわち優対角性とは，各財の超過需耍閱数がその財みずから 

の価格の恋化に対してもっとも感応的であり，それから受ける効果が、他財の価格から受ける効果を 

すべて合わせたものより一そう大きいことを示しているのである。 これは解釈のしようによっては, 
ワルラスがかつて主恶のなかで述べた思想を現代的にW定式化したものともいうことができるであ 

ろぅ。

ところで( D )力' ; , 価値尺度財としての第W財を除いて，坦準化された体系について定義されてい 

るのは， 財までをも含めるとそれを定義することが不可能となるからである。これはつぎのよう 

な推論をつうじて，きわめて容易に理解すをことができよう。いま任意の正ぺクトル{Cl,C2, .，. •，‘,
c „ ] に つ い て もョpj  ( jニ1 , 2 ,  ........., n)-と定義し

(160) m ax ( —  ̂ニ max pj  ニ Pr 

とすれば，Eri/P) についてゼロ次同次性から

(160 Pr d E X v)
一 2  Vj dEAv)

dPr — dpj
が成立つから，（160)を代入して

(162) Crp 

となり，ゆえに

(163)

d E r iv )
dVr

d E M
dpj

d E M
dPs

dEAp)
dvi

を得る。すなわちゼロ次同次性が満たされている以上，すべての財を含む体系が俊対角他の条ft-を 

満たすことは不可能なのである。

さて上記の優対角性の矩義（D ) においては，一般にべクトル’ c i q )が q に依存‘することになって
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いる。 しかし，このような一般的条仲の下で市場の大域的安定性を導く試みは，いまのところまだ

成功をみていない。そこでここではァロ 

り服定し，それを

すべてのq について

:プロック
m

ヴィッチの貢献に做って（D) の条件をよ

( a ) dsi^q)

の'）

( b )  c,

dq,- 

1 doiiq)

< 0  (レ 1 ,2 ,

dQi > s &
doiiq)

dqj

. , n — 1)

(も j = l , 2, ■1)
となるような正の定数べクトル{Ci, Cz, . ‘---，Cn-l) か存在する

という強い形のものに改めよう，この形の優対角性の仮定の下で，規準化された調整過程みニもg,•((/), 

も〉0 けニ1 , 2 , … … ，" 一1 ) の安定性を導くのが，以下での所論の意図である。

まず0 下の事例については

\ k i e M ) \(164) =  =
Ci

と定義し，定石どおり不均衡状態では" D がかならず堪調に減小していくことを示すことにしょう

(165) "ニ 1 , 2 , ……,_^ー1)

と想定すれば，"£>(り= l/jrC 乂 OOl/Crとなるから， が存在するときにはつねに

(166) ^^=-^(sgn eM)) | p |チぁニ "ff t o i " め)S  め

となる。 ところで不均衡の状態の下では，少くとも1 個の J についてはも(qoキ0 とならねばならず, 
したがってk . (め| > 0 とならねぱならないから，（165)から明らかにレァ(ヴ) | > 0 となり，ゆえに① 

( W の *̂番 @の条仲の兩辺に | e r ( g ) |をかけ，（165)を用いれば，

(167) Or dcriq)
C/Qr レ湖〉£ も

dCriq) deAq)
dqj

X ' SH-r
を得る。 よって

deriq)
dqj

(168) kr deriq) ' U M ) \

であり， しかも（D ' ) ( a )か ら 乂 め /みr < 0 であるから

(l(5fl) - ( sgn e ,{q)) e M ) > Y iも！̂ま吐，I も(《) lk (sg n  eM ))  S  'ら. も(ヴ》,
したがって -

(no) (Bgn eM ))  S  k . ^ ^ e M X O

注（34) Arrow, Block and Hurwicz, "On the Stability of the Competitive Equilibrium, 11", p. 105.
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ホ場均衡の安定性n
となる。この帰結を考慮すれぱ，（166)か ら ？̂/> が減小することは明らかである。な お ま た が 存  

在しない場合にも，前の第6 節と同棟の分析手法を用いることによって，同じ帰結が導かれるで 

ろぅ。

つ ぎ の 事 例 は 社 会 的 超 過 需 要 関 数 P 2 , … …，り„) " ニ1 , 2. ‘••…，n) についていわゆる顕示 

選好のれ、公理が成立っている場合である。すなわちいま任意の相異なる価格ぺクトルを？/.?/，と 

するとき，つぎの条件

(R) さ？/ ど(ダ')，E (jp ')〜E i v " ) ならが '£■(?/')<ダ'M ?/)
が満たされているというのがそれである。いまダが不均衡価格べクトル？)，ダ’が均衡価格べクト 

ル？) * であるとすれぱ，第 3 節でも述べたように101)の最初の不等式の左辺はワルラス法則J)ぜ(2?) =  0  
によって0 となり， ま た 右 辺 は 価 格 の 非 貧 性 と 均 衡 条 件 所 ? ) * ) ^ 0 によって vECj}*)ぐ と 

なるから，（R ) の仮定はま動的に満たされる。 他方，結論の不等式の左辺もまた同様にワルラス法 

則から0 となるから，結局この場合，（R) を仮走することは

(171) v * E ( v ) > 0
が成立つことにはかならず， これはさきに粗代替性⑧の仮定の下で補助定理5 として導いた帰結 

と合致する。ゆえにあとの推論はすべて既述のところとまったく同じ手順で運ぶことができ，前稿

( 2 1 )ないしは(2 2 )の大域的安定性が導かれるのである。 .
ただ上記の命題については，（S ) が（R )を意味するのでもなく，また（R )が（S )を意味するので 

もないことに蠻意するのでなくてはならない。前述のように（R ) は（m )を意味するが，これはいわ 

ぱ（R ) の帰結が，その仮定の条件とともに，価格の一方を均衡価格，他方を不均衡価格にとったス 

ぺシャル . ケースについてのみ満たされるということであり，一般的な（R )の成立を保証するもの 

ではない。換言すればどんな2 組の価格についても（R )が成立つためには，その社会のすべての個 

人があたかも単一の一個人であるかのごとくに行動すること， すなわち彼らの効用関数が"homo, 
t h e t i c " なものであることを要する力'、，（m )は別にそのような仮定がなくても（S )から道かれうる 

のである。（S ) と（R )の条件の下で，それぞれ別個に安定性を導くことの分析的意義も，この点に 

見出されるのでなくてはならないであろう。

さてこれと開連した最後の事例として，均衡点における純引取量がゼロの事例をとり扱っておこ 

う。 これは価格が均衡値をとる場合には, 各取引主体が手持の財保有量に満足し， したがって超過 

需要量が社会的総和においてゼロとなるのみならず，また個別的にもゼロとなるケースである。ゆ 

えにいま主体a の 超 過 需 要 量 ぺ ク ト ル を で 記 せ ぱ ， この条件はすべてのc tについて

(172) (り*) ニ 0
となることで示される。

, ところで各個別主体については顕示選好の弱い公理が当然成立つから，りを任意の不均衡filii格と

 3 9 ------
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すれぱ，’ダ (がさりr  (り*), ;3。(7))ャ;2。(? )* )なら，かならずが= « a (p * )< y V (り）となり，（172)と個別的な 

ワルラス法则から，この公理の仮定はかならず満たされる。 よってその掃結

(173) ?J*;2'*(?))>0 
もまた成立せざるをえず，ごれをすベての主体について総計して 

(171) p * E { p ) > 0  
を得る。

1 3 以上われわれは粗代替性，優对角性，顕示選好の弱い公理，均衡点におけるゼtr取引の事例 

など，さまざまな事例についてそれぞれ大域的安定性を解明してきた。現在までのところこのよう 

なカタログが，知られているかぎりでのはとんどすベての成果を含み，またこれらのケース間ず、 

その一つが他を意味するという包含関係も見 出̂されな(\^!。今後この方向での進展がありうるとすれ 

ぱ，それは上記のいずれの事例よりもより広い十分条件の開発に求められるべキものであろう。 し 

かし他方， そうした条件がどこまで拡張されるにせよ， ま:態を他の端から見るときには， 少くと 

もそれが無制限ではありえないことをわれわれはすでに知っている。 というのは，スカーフおよび 

ゲールの2 人の现論家によって，大城的な不安定性が生じる反例がすでにあげられているからであ
<36〉
る。彼らの反例はいずれもいわゆるギッフェンの逆説が起る場合に関連しているが，本節ではそれ 

をより巧妙精綴に論じたスカ一スの議論を紹介して，すでにかなり長くなった本稿を閉じたいと思 

ぅ。

スカーフのモデルは3 人の取引主体と3 種類の財から成っている。 これらの主体の効用開数は

U-2{Xi, X 2 ,あ）ニ tti(a：2, .a：3, a：j)
(m)

lUKXi, X2, =  Xi, a；i)
という巡回的な置換関係にf c ると想定され,他方彼らの初期保有量もまたこれに対応した置換関係 

をもつと仮定される。すなわち第1 の主体の財1 , 財 2 および財3 の初期保有量を（7, / G とす 

れぱ，雄 2 の主体のそれは (K, I ,  J ) で, 填 3 の主体のそれは（/ ,  K , I ) であらわされるのであ;?̂  
いまこれらの仮定の下で簿かれる節1 の主体の超過需要開数を 

(1?5) Zlijii, J?2,め)，Z2{p\, Vu Vs), Z iiPu ' P2, Vi)
と書くことにしよう。すると雄2 , 第 3 の主体のそれは，上記の関係から財1 , 2 ,  3 について明ら 

かに

注(35) (D )の形の俊対//j性は机代替性から襟かれるが，（D ')の形のそれはそのようには海かれえない。Cf, Arrow and 
Hahn, op. cil,、p, 234.

(36) H. Scarf. "Some Examples of Global Instability of the Competitive EquiHbrium", International Economic Review, 
September 1960, D‘ Gale "A Note on Global Instability of Competitive Equilibrium**, Naval Research IjogistUs 
Qmrterly, VoL 10,1963, reprinted m R  Newman ed" Readings in  Mathめmatieal Economies, Vol. I, 1968.
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ホ場均衡の安：5̂ 性 11
(176) ^3(V2, P3,

および

(177) Zz(P3, PU
と書かれ， したが

E xiV u  J>2,
(178) E iiV l ,  V2 ,

EtiVx, P2 ,

ExiVi, J>2, ニ ! 7h, Vs) +  ZiiVi, p3, ?)1)+  2；2(J)3, Vi, P2)
(178) E i i V i ,  V 2 , り3)ニ :22(2J i , V 2 , r>3) +  Z i i p 2 , V3, P i)  +  Z3(p3, V u  V z ) .

E iけ、, P2, 2)3) - 23(2)1, p 2 , Vi) +  ^2(jh, p3, Pl) +  2l(p3, Vu ル）

のようになる。 '
動学的な調整過程については， 適当に財の単位を選んで，ニEJふP u ル，P s ) (ぜニ1 , 2 ,  3) とするこ

とにしよう。 ワルラスの法则PlElかU Pz, p3) +  Pz^ 2 (Pl, P2 , V3) +  V3E,iVl, P2 , P s)=^ 0から，すべての 
‘ (37)

けこついてpi*+j)22 +  P32== eon stan tでもるから，価格の運励はつねに原点を中心とし初期の価格ぺ

クトルを通過する球面上にあることになり，よって均衡価格は，それを示す半直線と上記の球面との

交点で規举^[匕して考えればよい。ところが口下のモデルでは^hニ >̂2ニV 3という価格が均衡価格とな
(38)

ることが， ワルラス法則と（178)とから容易に確かめられる。 よっていま便宜上？>1(0)2+7)2(())2 + り3(0)2 
= 3 という初期価格を選べば，その均衡価格は（1 , 1 , 1 ) に規準化されて示されることになる。 

以下ではまず( a )ある小さな正の数e についてKhb 2〉 £, V2 lVi〉e, W 仏〉£ かつゆ2 + り22+  7̂ 32ニ3, 
さ0, P2さ0 , り3 ^ 0 を満たすような価格の集合のどの点においてもA ニdE\ldp2く0, B ニdEddps  

> 0 であることを仮定して，均 衡 点 （1 , 1 , 1 ) ゼ、P . において一意的となることを証明し， つぎに

( b ) その均衡点においてC ニ a S i/みh〉0 であること（ギッフCCンの逆説）を仮5 Sして，この均衡点が 

局所的に不安定となることを！ft明する。そして最後に（C) 上記の諸仮定を満たすま例を構成して, 
そこでりU ) が R のどの点から出発するにせよ， その運動経路はかならずのなかにとどまり 

つづける.ことを証明する。 これらの三命題がすべて成立すれば，当該の調盤過程が大域的不安有性 

を惹き起しうることは明らかであろう。

(a) の証明

ま ず K における均衡点（1 , 1 , 1 ) の一意性を示すために，（m )から

EiifPu P2 , p i)  — E l i V 2 t り3，Vi)
(179) BJiiVi, p2, V3) =  E2[P2, Vi, Vi)

E l i P l , p 2 ,り3) ニぜ3(り2, P3, Pi)
が成立つこと，また同様に Ê f^Pu P2 , P3) ニ ■Ê P3, P i, P2) ,  なども成立つことに注目しよう。

注(37) d ( S Vi )̂jdt =  25] PiViニ2 Vi^iiv)ニ0。'
(38) (1 7 8 )でり1ニ二り3 ( > 0 ) とすればE、( v ) = I i M = E M となるから，それらはすべて同符号とならざるをえない*

. 他方ヴルラス法則から/?,(pH£?20>)+取(めニ 0 で；fcるから. だ.(?))=-0'けニ1,2,  3 ) となる'ほかはない。

41

I

P
IiII
I

mnminMfeTrmtfrrnmiTOigTOiiiiin'.i_nriiiii

■f
c
c
p
n

 

■y
f
t
f
c
y
.
r
-
.
j
.
-
H
.
-

■«■>
.-
f
c
-
t
j
-
t
-

-
-
p
. .

...-L-.s.-

s

i

,

.

,

-

.

ト
£
.
v
i
 ̂

^
-
b
t
&
P
E
f
R
C
F
.
.
y
-
l
k
 ̂

- 

u
-
'
■

>
 

■̂■.
<
'
.
-
-
-
'
^
^
.
'
,
v
.
.
.
l
>
.
!

 

- /■,■ 

.

.

4
.
^
. 

_
,
v
.
-
.
. 

ニ
-
，
-
.
:
■

-

-I

-
-
1 

.
;
-
-
=
•
-

一-
.

Y

 A, 

=

--n>i |1 f-y_r- r
-
r

r
-ニ-
、
-
.
-
‘
.
.
：
.

ピ 

i 
て、
.广‘

"こ..St-VT-J.

ゴ

-

r 5>



「三III学会雑誌J 68卷 1 .2 号 （1975<f}i1 .2 月）

この事実は目下のモデルで、は， to, /3, r ) が均衡，，、ななら03, r , び）もまた均衡点となること， さら 

にか ，《, /3)もまた均衡点となることを意味している。 それゆえ， もし / \ のなかに（1 , 1 , 1) 以 

外の均衡点があるとすれば，その成分を適当に置換して

(180) a ^ / 3 ^ r
または

(180 a ぶ/3^7

とすることができ，そのいずれの場合も少くとも1 個の不等号は徹いi i 味で成立つと考えることが 

できる。 •
ところで(180)の場合と（m )の場合とで議論の本質には何らの差もな、から，以下ではもっぱら前 

者の場合のみをとりあげていくことにしよう。すると（179)か ら /3, ニ E M  7, a )という関 

係が成立っているから， 目下の仮定のA ニ 術 dp2くQ, B = d E ，l d p C > 0の下では， が《について 

増加関数，r について減小関数となることが明らかである。 よって（180)で少くとも一方の不等号が 

強い形で満たされる以上

(1 8 2 )丑2(び, / ? ,め〉Ehゆ, /3, (3)
となるはかはなく，後 者 は a , 1 , 1) が均衡点であることとゼロ次同次性から明らかにゼロである 

から，これは（《，ク，7 0 が均衡点であるという仮定と矛盾する。‘
(b) の証明

つぎは均衡点（1 , 1 , 1 ) の局所的不安定性の証明である。いま慣例に做って

(183) V { f \ ,り2, — ̂  SZ i
とおけぱ， ワルラスの法則によって

(184) ^ ニ2 > 厂 1 )》‘ニ2(3>厂 1)^^,-=ー1 ]風
である。こ こ で を チーラー展開し

(185) 2  ぜ1'ニ 0 + X 1 . Ov/ (P}~ 1 ) + - ^  2  S  2  ~^r^T"(り厂1)(ルー！■) + ........d V j、バプ丄/ ' 2 ヶ ヤ ヤ dVjdpk

ニ 9 ( り 厂 ( 於 一 1)(りパ)？ . . .…
を得るが，ふたたびワルラス法则2 り,'在ニ 0 を用い，それを？V で微分すれぱ

(186) ト！> , • %  ニ 0,dPj
ゆえに均衡パえ( 1 , 1 . 1 ) では 

T O

を得る。さらにまた（傲) を P, について微分すれぱ
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y.nf>\ SEj I dE/c I VI  ̂  ̂ 0
伽） 一  0,

ゆえに均衡点では 

d^Ei
(189) S dPidpk

が得られる。そこでこれらの結果(187), (189)を(脳に代入して

(190) ; -  } 坪 P厂 r m - r > + 醫 ) + … …

が得られることになる。

さて均衡点（1 , 1 , 1 ) における E 、, Ez,  E z のヤコービ行列は 

dE,

(191)

dpi
d E i  _____  _____
dpi dp2 dp3
dE, dEs
dp, dp2 dps

- c A B
B C A

- A B C

のょうに書かれ，ま た E u  E z,  E j のゼロ次同次性から’ 同じく均衡だ、ては

(192) 斤  A + B + C  ニ 0

が満たされるから， 099)の右辺第1 項の係数行列は

' 2  C A  +  jB S - ト A ' - 2  C 一 し 一  C -
(193) B  +  A 2 C A  +  B = - C 2 C 一  c

^A +  B J5 +  A 2 C -一 C .一 0 2 C-
となり，ゆえに(19 0 )は

(190 2  風ニ - •§• ゴ- - 1)

厂 2 - 1 —1-
1 2 - 1  
1 一 1 2 -

ニー [(ルーり 2)2+(り 2 -  り3)2+ (2)3-り1)つ+ … …

となる。

ところが2 ? ? /ニ3, P i > 0 の球面上では

(195) (Pi 一り 2)2 +  (P2 ~P3 f  +  (P3 一 Pi) S  (り，.一1)2
となることを主張することができる。事 庚 ？?12 +り22 + り32 ニ  3, P l ^ O ,  p 2 ^ 0 ,  P 3 ^ 0 から

(196) ??i +  232-1-J)3^3,
ゆえに雨辺にS 从.をかけれぱ

(197) 3 S  pi>Pl"  +  +  pi'  +  2 (PlP2 ：|- P2P3 +  PsPi) '
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を得，さらに（19?)の両辺から9 を引いて計算すれぱ

(198) 1 ] り,.ー3 ) ^ —2(り12 +  2>22 +  り32)+2(2}1り2 +  め!り3 +  ??3り1)

を得る。 よって（198)から（195)が導かれる, 
(195)が成立すれぱ，（190から

(棚） S  IJ(p, — i y + .........ニ ー キ VX??i,P z ,り3) +2 2 デど， ' 2
となり，仮ぜから均衡点（1 , 1 , 1 ) で は C > 0 , したがってその近傍でもC > 0 , また？)‘= 1 以外の 

点では K > 0 であるから， が充分小さい場合には2  E i  く Q となることが明らかである。それゆ 

え（18りから 1̂ 〉0 となり，均衡点（1 , 1 , 1 ) は简所的に不安定となることがいえた。

(c) の証明

最後につぎのような形の効用関数の事例を第1 の主体について考えるこにする

(200) (ぬ，だ2, a；3)ニーI flJl** X2 " 0：3" ノ

ここで（め，め，び3)は任意の非資のぺクトル， c tは正の定数である。初期保有量については，第 1 
の主体のそれを（/ i , / 2, ム）であらわすことにしよう。第 2 , 第 3 の主体の効用関数および物期保 

有量が，前のように巡回的な置換によって与えられることはいうまでもないであろう。

この事例に立脚して，つぎの三条件 

(ィ) a > l
( ロ） {め，«2, (X z )が ( b , 1 , 0 ) の近 <：に与えられる。ただし 6 > ( t t + l ) / ( t t - l )

(ハ） (Tu 12, I 3) が （1 , 0, 0) の近くに与えられる 

か満たされるときに，かならず不安定性が生じる'ことを示すのが，以下での議論の目的であるそ 

のために最初にまず . -
(び1 , «2, «3) ニ（み，1 , 0)
( / ! ,  /2 , /3) ニ ( 1 , 0, 0)

cH-1b >

の場仓を詳しく検討してみることにしよう。

この場合には，定石どおりの針算をつうじて，第 1 の主体の超過需要関数は 

6 り り
6か a'(l + a) +  p̂ a/(l+a)

側 ） た 2 ニ ~ ^ T 7 0 +^-ね ふ

ズ3 ■—  0

£ \ i i .



ホ場衡の安定性n
となることが容场に分る。そ し て に つ い て  

dzi(V u  P2, P3) 52：i ( P i , Pz, j?3)
一 " T p T ~ ~ \  り， dps ■̂リ 

となることもただちに確かめられるから，市場の超過需耍関数についても，ま述の（a) の仮定が满 

たされている。つぎに均衡点（1 , 1 , 1 ) で の の 値 を 評 算 す る と ， 

d E i  a b — (b +  l )  — a
d p、

となるから，6 > ( a + l ) / ( a - 1 ) であれぱこれは正となり， したがって（b) の仮定が満たされること 

も明らかである。 よって前に証明したところにしたがって，この均衡点はでー意的であり，ま

た局所的に不安定である。

つぎにこの事例においては？) がつねにP ; のなかにとどまり， の境界からは離れていることを

誕明しよう。これを示すため

(202) (音 , - ^ )

とするとき，充分小さな正の定数 / ( が選べて， な ら とな る こと をい えぱ よい 。ただし 

以下ではこの最小値をたとえぱり l /り3 ニ  W であるとして，もっぱらその場合について推5命を進めれ 

ぱ足り'るであろう。というのは，他の場合は再三，巡回的な置換の手続きで処理できるからである。

そこで当面の課題として， が充分に小さいときにw > 0 すなわち IhTh 一  7hlh〉 0 もるいはり3 
一7hE3〉 Q となることをKik明しよう。El , I E 3 を（178)にしたかってni.話すれぱ，り3ぜ1—P i E iは

(203) し} + 1
Vz

 Vi _ _ _

ベV2广 1+°) +1

と同符号となること力'★>る。 ところが(203)の第 1 項は 

(m) +1

にひとしく，また V2IP3ぐU 情 であるところから

Vz
Vi/<l+o)

+ 1  H i j
m

+ 1

そしてさらに

if)
a/(l + a) / '

+ 1
1
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: 0 /  1 \ l  + a/(l + a)
+1 - 去） 〉 0

である。ゆえにこれらの項をあわせて考えれぱ 

( 2 0 4 ) (

となるとき，（203)が正となるととが明らかであり，これは愤•の小さい値についてはかならず真であ 

る。ゆえにm > 0 であり，超過需要関数のシステム（201)の下での大域的不安定性が示されたことに 

なる。

ところで(201)そのものではなく，それに近似した超過需耍関数を考える場合にも（そのような事 

例はたとえぱ（び,，0-2, «3) を ( b , 1 , 0 ) に近く，（7 i , I 2 , I , ) を （1 , 0, 0) に近く選べば得られるで 

あろう）， われわれはなお大域的不安定性の生起を主張することができるであろう。この点を明ら 

かにするために，いま第 1 図にりパ+  it?22 +  ;P32ニ3 の球面を描き，その上である小さなの値につい 

て

を満たす諸点の银合を蔭をつけた部分で示すことにすれぱ，前に証明したところは，K の値を充分 

小さくとるかぎり， との領域内から出発する価格の経路は決して当該の領域から外に出ないという

ことである。 これは当該領域の境界点ではPポ \ 
一V、E、ふ;厳格に正となるからであり， このtFま 

は (20Dに近い超過需要関数のシステムについても 

妥当するであろう。

新しい需要関数の場合も,-

第 1 図

で定義される領域においては， A < 0 ,  B > 0 の条 

件が妥当しつづけ，また均衡点（1 , 1 , 1) におけ 

る C〉0 の条件も妥当しつづけるから，問題の均 

衡点が一意的で局所的に不安定であるという結諭

には何らの変りもない。 また蔭をつけた部分の外の点についてはいざ知らず，その内点から出発す 

る調盤経路がこの領域内にとどまりつづけるという結論についても，格別に変った点は見出されな 

いのである。

(経济学部教授）
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