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, , ,

，はない。資本の節約には，信用関係展開の前提である競争の展開に規定されたより具体的次元の問 

題が登場する；端的に言えぱ，信用こよる刹潤率均等化の機構，すなわち，諸資本家間での資本の 

効率的配分と兆同的利用の関係の)良0r1がそれである。こうした観点から当然要請されるべき信用論 

展開の論理段階的差舆をヒルプァディングは事実上, 無視し' , 貨歉の節約という観点ず、形式上一*貫 

させようとするのであるb 『金融資本論J め展開に即I：ていうと, 第ー篇での資斧# 用の展開が, 

货辩節約なる信用のd 本的役割と直接的に結びつけられている。そ I；て第三篇第十- -享ではじめて， 

明示的に信用関係の競争論的基礎づけがナf されるに至っている。こうした信用論の構成は,信用論 

の競争論を媒介とU た再生産論的位置づけを非常に不明瞭な.も:のにしてしまレている。 したが::> で, 

第十二章以降が，競争過程によりつつ再-生産過程の独自のM 握をめざしたものだとするとともでき
' . ニ' '  ■ ■ , - ' < ■

ない。しかし資本信用の措定のうちにちる上記のごとき海乱が, 海乱ゆえr 信用の墓本的問題めあ
, . . .  . . ■ • . ‘ ■ '

，り方を逆説的示すことになゥているともいえる。それだからこそ，帝国主義把撞め塞軸的概念 

.として金融資本も理讀?的に■措定しえた。すなわち，独占形成の基礎としてめ生摩の集積をもたらす 

，資本集中過程を基軸に，信用論的資本集中過程も問題にされるべきものである。それをヒルファデ 

ィングはいわぱ貨幣資本蓄積という視点からのみなそうとしている。 ■

かれの金融資本規定は，，はぱ3 つりM型においてとらえることができる力V それが，序言での問 

题の提示，すなわち独占の形成と金融資本の形成に分裂し，後者にめみ信用開係が関与していると
‘ (36) ■ . ：•■ •

する理解は成立し難いのである。独 占 （ニ独ほ的結合）の形成は金融資本展開の主要契機と‘されてい

る。しかしそれを, 結局のところ，貨幣資本蓄積の論理に収敛させ,てしまう。カルデルの展開に

示される独占資本の発展は根底には資本集中を契機として推し進められる。そLて資本集中は,株

ま資本と，それの擬制資本としての措定を契機とする信用関係自体の展開によって遂行される過程'
——  (37)

でもある。マルクスは，『経済学批判要綱』以来, こうした問題をかれの信用論の視野のうちにもち/

それ を r信用J 論の座壊軸の一 :>としていたが，他力で，现奨資本の運動との対応を論理化する意

'図をも捨てなかゥた。ヒルファディンダはそれを貨附資本の蓄積の問題として把握し, 現実資；̂の

，運動をそめ粋内におしこめて体系化を計ったのである。そこにあるめは，再生産過糖の両蓄積運殺

め対応関係ではなかゥた。ここに' ルクス ヒルフマディングの理論的継读と達成の成杏を判断す

るI I があるといってよいように思うし， b ルファディング体# の現実性ももるように考えちれる。

- ‘  ̂ : (経済学部教授〉

法( 3 6 )保 .前掲fプ 53-4K oこれfcつ、、ては, r金翻学会報告j 5̂̂ 39サ所収の拙搞の参照をを̂ 5 c 
(37) K. Marx, Gruridrisse der Kritlk der politischbn 6kononiie [Itohentwurf] 1851-1858, 1953 Berlin,® S. 522.
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O L S ,  T S L S の小標本分布論に づ い ズ

松 野 彦

1. 序

释済分析におけを統t十的方法と, この方法が檢1 '̂を試みようとする理論キデルとは切り離して考 

免ることはできない。，とのととを# 率論の観点からとらえて,経済分析での統計的方法として生ま 

れたものの一つが同時袖定法セある。同時方程式休ホで表わされるモデルに従来の最小二乗法を適 

用しても，一致性等の望ましい統計学的性質，を持った推定値は得られない。望ましい性®を持ろた 

推定値を得るf c は, 例えば, 最カ推定法に頼らなかれぱならない。 ’

との指摘に従い, 同時方程式体系に対する各種の推定法が考案された。そしてこれちの推定法の 
■ • .

大標本におけ;る特性が明らかにされた。例えば，ある条件の下で，完全情報最；̂；法,三段階最小ニ

•乗法，制限情報最尤法及びニ段陪最小二乗法(TSLS)は一致性, 漸的正規性を持つ。 よた漸近的

卞効性に関すを各推定量の序列は, 推走量が含んでいる先験的情報の量に対応している。一方, -

致性を持たない古典的最小ニ乘法(OLS)め分散が大標本において小さいことも示されている。

このょうな同時推定法の出現と共に新時問題も提出された。すなわち,大標辨性にょって支

持されている同時推定法が，小標本を取り扱う実際の分析においても分析者の要求を満たしてい;6

かどうかという問題である; / 実際の分析では小標本しか得らないという点，及びある理論モデルを

長期の標本の分析に用いるぐとは無理を生じさせをかもしれないという点から見て，各推定量の

小標本における特性を調べなければならない。そとで同時推定法の小標本分ホ論として次のょう:な
. . .  •. ' . . . . .  .

問題が扱われるP

V ■ '

同時方程式体系に含まれる桃造方程式の係数推定においてどの推定法を用いれぱ1̂ 4いかという問 

題につV、X は/ 次のょう :̂£ ものである。同時播:定法における一致推定量ほ小標本におけを偏りに:つ 

いてどのような性賀を持つのか。O L S の分散は小さいということが小德本におい't ；も言えるかぃま 

た大懷本での一政性の» は必ずしも, , 漸近的不偏性及び分散のゼれの収束を意味じない。小標

本での偏り及ぴ分散が求められれぱ，それらの収來性, 例えばゼロ収束するか,単調に収來する
. - ' ，. ， ' ■ . . .'  , ' - .
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か, 等を吟■味できる。 とれ以前の問題として，推定量のモーメントが存在するか-杏かをも確かめな 

ければならない。

バラメタについての仮説の★意性梭定については，大標本理論に基づいた正M 分布， t 分布灰び 

( 1 )
F 分布を使う検定法がある。また構造方程式の識別の為に課せられた制約を検定する方法がある。

各検定の為にはどういづた統計量を構成したらよいのか，またこれらの檢定量の小標本分布も導か
■ •

なけれぱならない。

構造方程式の係数を推定する場合の他に，誘導型の係数を推定する場合もある。これは内生変数 

の予測の為に用いられる。それには，誘導型を直接的r 最小二乗法で推定する方法と,'構造推定か 

ら誘導塑の推定へと逆算する方法とがある。もし過剰識別の制約がもるならば，それを考慮しナ課

導型係数を推定する事 に̂なる後者の方が有効推定量である（Klein〔7))。しかしこの大標本におけ，
. . ' '*

る性質が小標本にお;いても成立するかどうかは明らかでない。

大標み分布理論iご基づいて，推定量め小標本特性ビっいての目安を立てこり, 小標本分布理論で 

の研究課-題を見つけることはできるが，はっきりした答を引き出すととはできない。大標本理論で 

は予想できなかったことも，精密分布及びモーメントを導びく小標本理論によって明らかになる場 

合もある。小標本分布に対するモンチカルロ法，また近似的接近法も試みられている。これらの接 

近法による結果は, 精密分布による小標本分プfJ理論から改あて説明ヤきを場合もある。そしてこり 

ような推定量特性についての各分析法の諸紹果の関係を明らかにすることも,精密分布によぶ小標

本分布理論の課題である。 .

同時推定法の小標本分布理論は充分とはt えないまでも，かなり進められてきた。少なくとも， 

研究の枠組みは目に見えて来ている。その中でも，構造推定についての小標本分布論が多い。内生 

'変数の個数の少ない小さなモデルに対する推定量の精密分布を導くととは可能になってさている。 

ふして, この精密分布をもとにして, 分析者が必要とする推定量の特性を明らかにすること,及び 

大ぎなモデルに対する推定量の分布を導.くことが次の課題となっている。 ■

同時方程式体系についての仮説梭定法及び予測方法の小標本分布論は数少ない。いくづかの検定 

方法及び予測法についての議論がある程度である。 バ

これら同時推定法に関する小擦本分布理論は,一般の統計学における標本分有論の拡張と鬼なさ 

れる統計理論的側面，及び同時推定法の利用にとって必要とされる情報を明らかにす:^という側面 

を持つ。ここでほ，この2 つの側面に注目して，桃造推定法特によく考察されているO L S及びTSLS

にっいての小標本分布趣論を観する。 ■ ■

OLS, TSLSに関しX は，糖々のモデルにっいての精密分布が導かれてきた結果，内生ま数2偶 

を舍むモテ*ルにっいての精密分布の一形が得られている0 とのように，精密分布導出の為に内生 

注（1 ) TSLSを>目いた場合のカ法については011ぴ11160〔7〕, PP,197, 27^-277参 照 , ， ，‘

—~~' 16 (7o4)  ---- '

vH '； 、
レ

OLS, T SLSの小標本分布論について '

変数の個数でモデルを分類する代り{ C ,分?導出の基礎となる各noncentral WiBhart分布の利用 

■HI能性によってモデルを分類することができる。 そ し て noneentml W ishaH分布の一つであ‘る 

noncentral Umar W ishart分布が，O L S及 び T S L Sの分布を導びく為に利用可能となるモデルの

グループを明らかにできる。このようなモデルについてのOLS, T S L S の分布の一般的な形を導び'
. ...，. .  ,

くこともここでの目的である。

§2では，O L S 及 び T S L S の標本分布導出の為に，同時方程武係系の統計的構造を明らかにす 

る。そして従来の標本分布理論との関係を述べる。 OLS, T S L S の分布‘導出の問題は，確率行列 

A  ニ l - i r が noncentral Wishart分布に従う時のん厂*ん 1 の分布'を求めるという問題に帰， 

する。特に,'' A力；noncentral linear Wishart分布に従う時のA 22-1A 2，の分布力ミ§ 3 で、導かれる。.. 

§3で得られる一般的内容の結果を同時方程式体系のO L S または TSJLSの標本分布と読む為の譲 

論 は §4においてなされる。また’との結果によって，今までいくつかのモデルについて導かれてき 

た標本分布の盤® をする。これらの分布を利用して，OLS, T S L S の小標本特性について§5でま 

とめる。§6では構造推定法以外の同時方程式体系における統計的方法についての小標本分布論に 

ついてもふれる。§7は,いくつかめ站論をまとめる。付 録 A, B は数学注で、ある。§3で得られる統 

t十理論が，多重共線性が存在するュラーモデルについての標本分布論にも適用できることを付録C  

で示す9 '

. . . . -.， . . . . . ノ  . . . . . . . マ

2. 同 時 方 程 式 デ ル

以下の節では，OLS, "TSLSの標本分布を導く。その為に，ここでモデルを提示して，間題の統 

計学的構造明らかにする。

同時方程式体系に含まれる一本© 構造方程式を次のように定める。

.(2.1) y u —p2y2i-\— :+/3G2/Gt+yi2u+‘，‘ t = l ,  ...，，N . '

ここでy'et, ff-l,…, G , は内生変数, kニI, - , K u は先決変数， は携乱項，N はサンプルサ 

イズ。日。，n は種々の方法によって推定される未知バラメタ。同時方程式体系は他に個の先決 

変 数 かけU,，，，, スぬ，K 二K i  +  K 2 ,を含む。式 （2.1):に含まれる内生変‘数の誘導盤を次のように書く*

(2. 2)

V \ % T T li.........*7Tiifi

V i t
ニ

VTzi........... 7T2A：i

一 V G t  一 一なC l ........... JTff/Ci

1 , し‘ , G ,  k ~ l ,  ' ' ^ K ,

•双文K

V i i

么K "
+

V 2 i

H K i + M
*

r
：

ー ズ め _ 一

I, N,

霧導盤パラメタ，" g tは誘導型の擅乳項。便宜の為に行列に 

よる表示をするならぱ（2‘2) は厂

,，，' 17(755)
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(2 .3 ) r = = [も ト め 7 ' - [ ：̂: : ぉ ] [ I : : ] + Y '

となる，おだし F';

V n  ' ^ ' V i N  

yzi •*;2/2w 

,yai'''VGN
~ [ y / }

m

TCll ’"TTlfCi
i_ ...  ニ______________

TTziり.冗2ぬ] JT2Kけ1‘‘，7T2K：
• .., * j ぃ ' * • *

-ttg r ..なGici i 冗Gin+r .‘冗Cf J? _1

ま & H & ] ,お

Z \ \  ' ' ' ' ' ' 7 , \ i i  

Z k i I，，.か，n

_ i ? i C i  ' ^ ' ^ K N

Vn '̂-ViN 

V g i - ' ' V g H .

ここで，

樁造方程式（2 ,1 )と誘導趣(2* 2 ) の関係より誘導型パラメタには次の制約がある，(3’ニ [/32'，，仏I

y'=[Yi-'YKtl として，

(2,4) l l n 二が n  ね，I7n 二日'I h i + Y .  ■
構造パラメタ13'及び r ' の O LSによる推定量6'…(J'm ,は次のように表わされる，

レ•リ） U m 」~ l么 か ん J l Z ^ % i ~ l ( Z / Z t r ^ Z / ( y , - Y ^ b M  

ただしAfiニ/-■ ^】(ん'；̂1)-タ/ . またTSLS.による推定量. ろ' 【《c'oo ,を次のように定義する0 

么(^'名)-1グン1%として，

' ( 2 . 6 )  が 1
■ .

ただしM s=ぶ ■め-，1グ' —ん(iTi% )-% '。(2. 5), (2. 6 ) の第三項は，それぞれ第二項,の分割され

た行列の逆行列を求めれぱ，導カホる̂。

観察値y , tの確率的性質は誘導型（2 .2 )によって特定化される。すなわち，先決変数と携乱

m  の確率的性質，をび誘導型パ7  メタの値を定めれぱ , これらの関数であるy# の確率的
• ■

性質も定まる。ここでは次の確率的仮定を設ける。

Z/Z iJ  U i'2 /J —L(ズ1%)-1ん'(2/1—ナん2,)」，

(2,7) v ‘i.

ふ 1 ど2'‘
1X 1 I 1X -G ~1 

W ^ x i j G ^ i x  G—~i
- ]で対称正値定符号行列,ただしぷニ

(2.8)' v，i , と ル" t 矢S, は独立

( 2 . 9 ) ふは純粋の外生变数で繰り返される標本で固定されている.  ”' ， 

すなわち，認導型携乱項は独☆ に平均ゼロ，共分散行列ぶをもった多变量正規分布従う。またを 

デルは朱決内生変数を含まない< •以上の仮定より，観察される内生変数が, /ニlV"*‘，2/c»]の分布は*

ま（2) (?=2 でぶが特異行列の時のOIJS,間接最小二乗法(ILS)の標本分布はBei•ゆtroni〔6)が遵いている，
. , ■ ■-

"―-1 8 (7 5 6 )-----

( 2 .  8 )

OLS, T S L Sの小壊本分相論こついで

■ i i ^ i r - ' Z K t ]として，

y . i — N i H z . t  t  ニ  I 、“ '、N 、 ‘
， ■

y . t と 2/.!,'キ& は独立。

す な わ ち は 独 立 に , 観察点每に变化する期待値 ?̂.«ョゾ7ダ.むと一定の共分散行列をもった,多 

变量正規分布に従う。 ’ .

従来の多を量解析の標本分布論やは/ ルt の期待値が観察期間内で変化せずに一定であるモデル
(3)

が主に考察されてきた。侧えぱ，期待値が--定 の 2/.*のモーメント行列の分布，またとのモーメン 

ト行列の関数であ.る回帰係数, 相II係数, 固有値等の分布が導き出された。これから极うそデルで
J ，‘ . ' ■ ' ■■'■■ ， ，.

‘は翦待値力，、変化するという点にぉいて，従来のものの班張になっている。y ‘‘ の.期待値を単にり,*と 

して扱い, 3/"のモーメントお列等の分布を導くこともできる。後では特に ri>i=Uz.、というよう 

.に，未知ンラメタn と既知バラメタ义" との積としてりを扱う。また n に閑する制約れ4)を 

考慮する。そして， の勘待値ジ.レに対するこの2 つの制約が同時方程式デルの特徴である。

2 /.!が 2/•，と独立であるということは仮定（2.8 ) ,  ( 2 . 9 ) に基づく。もし".*ヵ涕列相関をもった 

り, , または 2 V の中に先決内生変数を含んで( 2 . 2 ) が ！}己回帰モデルであると，y . t の独立性は破 

ちれる。（?ニ1 で単一方程式モデルのケースでも,系列相関が存在する回備モデル及びき己回帰そ 

デルは独,まの難しさを含んでいる。それらのモデルと多変量モデルとを结ぴ合わせた同時方經式体 

系の標本分布論は非常に取り扱いにくいものとなるだろう。ここで扱う（么8 ) のモデルは，以上の 

難しさを含まないものである。 .

式 （2. 5) , ( 2. 6) で示されるようにCOO,び= 1 ,2, はろ(《) の関数として示される。らW が年;t ちれ 

た時eoo.は正規分布すると F a またはク2 の線聖緒合であるからe(め自体も正規分布に従う， 

かつその時のc(a)の条件付き期待値は, 'ニn 、. z \  M V ニ仏. E f / ^ n ^ . z ^ であるから， 

(2.9)

= y + / ) ( / 3 — 6 (び〉;)，び ニ 1 , 2 ,

ただし D = [ ^ ^ 2 ~ i z ^ ^ z ^ r ^ z v z , ^ 2 2 ]であり，第三項は(2.4) を者慮して得られる。c(„)は が  

与えられた時に条件付き分:TfJとして地待値(2.9) をもった;[H規分布に従う。従ってろ(《〉の周辺分布 

が導かれれぱ, それらめ積力ぐ(ろ(《)<3(め）の同時分有/となる。（2 . 9 )について吏に inめ に関する期待 

値をとれぱA «〉の期待値を得‘え。すなわち, ，

(2. 1 1 ) ぜ(り(„〉)ニ所欧 (；(„)|6(«))}=(ん '么) ~ % '么(仏 ‘ー仏 ‘̂ ^(600)]

= > ^ + / ) [ 々ー>© (ろレ) ) ] , « ニ 1 , 2 ,  '

とのようにまずろW の分布及びモーメントを求めることが間Mとなる

注（3) 例えぱ Anderson ( i ) .
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再ぴ緣り返すと，y . tが独立に ( [グf  + y 'な 2 " ] " ぶ) に従う時にもら)= [ I V M [ i V M .  

w ,],びニ1 ,2 ,の分布を導くことが間題である。 この設定においても一般的な答は得?>れていない。 

今までに小標本分ずI?導出の為に扱われてきたモデルを次のように分けてみる：（1 ) ①G=2, K s=3, 

iZ2i = [ 0 0 0], Basmann [3, section 4 ] ,②  Gニ3, ニ3, i/22ニ g ] ,  Basmann [4, Appendix]等

のケース，（n)(i )G^ ニ さ，/ ( 2  ニ 2, Basmann [3, section 3], Kabe [8],④ G=2,.Richardsoii [14], Sawa 

[18], Richar^on & Wu [1 6 ],⑥ .G=^3, IG ニ 3 ,力'22 ニ 。"j, Basmann [4], Kabe [9, section 2, 3] 

等のケース，（I D )⑥ Gニ3, X , = 3 ,が22ニ[なQ"冗? Kabe [9, section 4] # のケ-：ス が もる。各モ 

デルに関する.（t ) ,  ( n) ,  ( f f l )の分類はモデルが含内生変数の個数G に従ってなされているの 

セはなく，キデルのパラメタである7722の位数，0(仏 2) ニ0 , 1 , 2, に従ってなされている。以下で 

は, ( n ) (または（I ) ) のクラス含すれるべきモデルに对+ る OLS及 び T S L Sの標本分布を導 

く。すなわち，内生変数を任意個含むが誘導型バラメタI U 2の位数が1 (またはゼロ）となるモデル

に対しての各推定量の標本分布を導く。 ，

(2,5), ( 2 .6 )で表わされるOLS, TSLSは （2.めの確率的仮定及び制約ね4) に従う確率変数

2^,の関数として表わされる。ことや,

' 、 ン、 「A !r)A fr)i 「 1 x 1 ! i x g E I
(2 .12) 4  a ニ  L ) ^  - _ G ^  X 1 i

-ん(r) Afr) 

と書けぱ，OLS, T S L S は, .

( 2. 13)

G：
ニ]T A U V  び ニ  1,2,

1,2,

と書きなぉされる。從ってめの分布を導ぃた後に，この A レ> の関数となる6(«)の分布を導け

( 4 )

ぱよい。

一般的に，G x i の確率ぺクトルガ.,，メニ1 ,.. . ,■A/■，が期待値" n と共分散行列>£■を持った正規分

布に独立に従ぃ，it/を位数71の N X N 巾等行列とすると，F ' M F ぱ，ただし F 'ニ [2/.1…2/.W],

. ( 5 )
noncentral Wishart分ホに従う。そしてこの分布はバラメタセナト'び,H'MH, G, n, r).で特徴付けら 

.れ，W{At 2 , T, G, n, v ) と書く。ただし-iT.ニ[り.r..>?.iv], T = H ^ M H  である。

J は sigma .matrix:,'? 'は means sigma matrix, n は自由度と呼ばれる。M ニ 1汉 とすれぱ，.ては 

期待値めぺクトルで.1,…，で.ivが次元空間内で構成してぃる空間の次元を表わしてぃる。こので 

の値によってiKmcentral Wishart分布は分類きれる。てニ0 ならぱ期待値がt に関して-^定であ)り， 

通常の cenlbml Wishart分布である。tニ1 ならぱり.レは一*次元率間を挑成し， 分布は noneentml 

linear Wishart'分布と呼■ぱれる。t =  2 のケースはiioncentral planar Wishart.分プと呼ばれる<r 

M u  M 2 はそれぞれrね等行列で位数は7hニN —K u  W户 iC— i C iである。 従 っ て び ニ 1,2,

注（4 ) との方法は i C a b o によって始められR i c h a r d s o n ,S a v v aが坡張した，お; め て T S L S の標本分布を導ぃたB a s m a n n  

は遠う方法を採川してぃる。

( 5 )  H M  A . ' .

t ^ n o \

OLS, T S L Sの小擦本分布諭について

は共に次数G x G の noncentral Wishart分布に従うことが解る《，そ' して，sigma matrix 

means sigma matrix T „ ^ n Z * M .Z T I \ 自由度 " z .= o { n Z ^ M a Z W ) ,c t^ l , 2, がそれぞれのパラ

メタでもる。ここで同時方程式体系の誘導型パラメタに関する制約（2.4)を考慮すると，A …，

は共通の means sigma matrix

( 2 . 1 4 ) ア=^ア„ニ [ぐ }?7"み'Afiん/7"[/3 7], 、

を持つことかわかる。 従って rョ ニ /0(ア《), a —1 ,2 , ヤもあ.り，.ル " と，.ルン〉が従う noncentral 

W M a r t 分布は自由度れ1 と ？ だけ■が異なっている。以上のように

(2.15) A <"し F 0 4 レ〉，2*, r, (?, びニ 1,2,

となる。ここで ( ? X G の行列T は，一般的には（2.14)から解るように位数r ニ G^— l を持つ。內 

生変数の個数が大きぃ程，means sigma matrixの位数は大きくなり， OLS, T S L S の分ホ導出 

は，より複雑なnoncentral Wishart分布を利用しなけれぱならない6 noncentral Wishart分布の 

密度関数は，rニ1,.2,のケースについては’Anderson &  Girshick [2]によって'導かれているら 

'先に分類した3 つのグループの内（7 )における i4レ〉は central Wishart分ホに従う。そ れ は T  

の 構 成 要 素 が ① ，②のモデルで共にゼロ行列である為でもる。このケースでは，6 («)の分ホ 

導出は，期待値が一*定である多変量正辦分布の回帰係数の標本分布を求めることと同じになる。こ 

の分布の一般形はKshirsagar [12, section 4 ] によって導かれている。（n ) のグループにあるモデ 

ノレ③④⑤においてはG の値は異なっていても, T ~ l となる 7722を持っている。従ってここでの 

A (め は noncentral linear Wishart分布に従う。（瓜）のグループでは，同様に考えて，A レ〉は 

noncentral planar Wishart分布に従う^ 以上のような各種の.Wishart分布の関数である.，ろ(《> の. 

分布はその下にる Wishart分亦の分布型及び分布のパラメタに依存する。

一*般に，noncentral linear Wishart分 布 ニ Iの関数である.0 *ニ ん の 分 布 を 導 け

ぱ，③④⑤のモデルを含む（n ) のケ'-スの分布の一般的な形が得られることになる。 次の節はこ 

の0 * の分ホを導くととに当てられる。 、

T の値は，G の値及び7722の値によって制約されることを示してきた。(2.14) 式から解るように 

Z を含んだアの位数は么の値に:も制約される。上 の 0 * の分布を導いた後に，T ニ1 となる条件 

を求めなけ•れぱ，この分布をOLS, T S L S の棒本分プI?として読むこと}6';できない。この間題は§4 

で极われる。 ，

- , ' ' パ. .：'...
• •
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前節で設走された問題を扱ぅ》 すなゎち，ド 縛 行 列 づ ま I f i i l が
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(3.1) ii〜i^[A,ぶ，y*r*/, 2>, ", U

ただしP ニゲ+ S, y*̂ =[y,*̂  ： */2*つニ [IXデiIXs],に従う時の

(3. 2) 0*ニ■Aar!んI

の密度関数（ん力を導く。

ま ず ，

(3.3) S'ト :S  一、

を満たす上半角行列S ニS u ぶ12一 r r X r r X s  "
-0 ぶ22‘ - s X r s X s  ‘ を考える。》

S n '  S n 11.2 *,

S i /  S n ‘ニ -•-5*22 ■ \H 2 U

ぶ22' ^ 2 2 ニムr V .

ニ<̂ 11一み2>S*22 ' ^ ^ i i o ここで

A ニぶ一1.B S ^ - \

と分割するならば, ぶの要素は次の式を満たしている。

(3.4)

ぶ22' <̂22 ニ ̂ 22 1，，’.

ここでA から確率行列5 へと変換

(3.5)

を施すと，5 の分布は次で与えられる，.

(3.6) B-WdB,  / ,  y / ,  pi n, !),

ただし

, ( 3 .7 )  y ' = [ . r /  ： r / ] ニ■y*/ぶ/ ニ i r a * % a ] .

そして5 の密度開数は[2 ]よ り , 、

(3. 8) TnB, / ,  y / ,  7),れ, 1 ) '

ぐむV g - み》̂0| ガ I寺0 > -n -り ^ (Y 'B Y )^

2 レ ;r ゎ(。-1)Pぶ r (如 I - す "=。22 つ'! r ( * f +々

ここで0 * の代りにH j ^ : : i : : ]  ニ ■ 盟 の 関 数 で も る  

(3. 9) 0 ニ仏.2-1ガ21

を考える。すると，が と 6>の問には,

( 3 . 10)  0  ニ ル / 一 i ( 0 *  +  «Si / ぶ  n ' 一  1) ぶ  n ' .

という関係が成り立つ。まず（3. 8 ) の分布に従う5 の関数でもる® のd, / ,  .A09) , を導びく 

変換（3 .1 0 )を用いて0 * のん / , ム(が )，’を得る。すなわち， ’

( 3 . 1 1 ) .A(6>*) ニ/ (0->0*)/i[iS ノ-*(0*+&/ぶ  ii'-t)ぶ n'] '

と し て を 得 る 。とこで焚換のヤコビアンは次のように計算される，

(3.12) /(0 -^ 0*) ニ りぶ iw r  も

0 わん / を導く為に次の変換をする， .

. . —- 22(760) ——
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OLS, T S L Sの小標本分亦論 に つ い て ,

Bn~Q+Q^Bz2&,

(3 .13) B 2 \ ~ B i 2 &  . 、，. . .
I - '

JKBu, e ) ]  =  \B,,\^

すると（3. 8) の中0 究数は次のように置き変えられる。 

tr 5  ニ tr (3+ti*/2_822ぜ'，

(3 .14) |5 |- iQ ||J 5 ^ a |,  '

Y B y = y /QY i+ y 'RB^R'Y,

ただし 22’ニ[0  i / ,] . (3 .8 ) , (3 .1 3 ), (3 .14) から Q, 6 ,  B の の え /  は,

(3.15) M Q , e.  Bn) = d Q iポ r か 息 2Iギ ト 她 ホ ' i

た だ し か 〜 / 2ト ゾ パ パ ぜ 一 ズ ])* 二頃展開を施して, 0 ,  0 の ( ^ . / は次のょうに書け•る,

(3.16) / ベ仏0) ニCIQIギ レ ® i 2- (Z/QrO：

X f ，… ，. f  e * > •ガ知りJ5"lギ + '( y '/2 5 " i2 'y ) '，f«f^"
-§22 positive definite

• - ■ , . ，，..

ここに含まれる積分ほ付録B で評filtiされている。

その値を（3.16)に入れれば，0 の d, f は次のようになる， ’

l'\'T一 %(3.17) / i (0 )  =C 2(宇 ) 3 7T か *'" ̂ f ir (~

ゴ:)2ゎ

2

r (学 + ん

[y'i2CB ホ)- 1が 7<F: -ト《め| + ( y / Q y i ) れ 知 ，d q "

Q  positive doAnile

ここでの積分は先の積分と同じ型のものであり，时録B を利用して評価できる。そのfitを代入し
.- ■ '

定数項を整理して級数の総和法を変えれば0 のん/ • を得る，

(3.18) /»(0)
" S 一み、

2
>i-r«

r
•S

- |7+ 00 '|

w + r

2 ( r iV + r ^ )  (/+<9(90 -\(0ri + n ) ]

(3.11), C 3 . 1 2 )を用いて 0 * の ? ) . を導くことができる。（3.4〉，（3.7) に注意して結果を盤 

迎1すると /2(ゆ* ) は次のようになる，

— 23(761) "―  、

naaBaweiWiiiitiiiMawiriiiiioiiffia



§ 2  で示.したょぅに, . OLS 6 <1) , TSLS 6 (2) は，noiicentral. Wishart 分ホ，F"[A(め,.，ぶ, [ f  ] /Z22 ダパ 

Mぶ2/72/[j8 I], 1仏處 'AfiダJ7ね'[ /3 / ] ) ] に従う行列A(*たの関数，

' . . ( 5 . 1 ) &例 .ニ 成 ( r ) - iA f j レ び ニ V 2 , . . . '  . ‘

として表わされる。そして§ 3 では noncentml linear Wisha'rt分布に従うルの関数 0 *ニん2ーん， 

の分布を導いた。従ゥて A レ〉<6分布の means sigma matrix Iミ | U zzZ lM x Z iT lz i^ ^ / ] の位数 

てニ1 となる条件の下で，@ * の分布はろW の標本分布と読むことができる。

以下でて^ 1 となるケースを搜す。まずTニパ仏ぷ/ M lん仏 /) ニ/ 仏 / ) であるから，p iM ,  

Z M 2 2 ^ ) < 1の条I牛を考える。OLS, T S L Sは （a  5),(2.6) で定義されており，O L S が存在する為の 

必要条件は, iV■ンG + ルー 1 か つ |ん ％ |=^0。T S L S が存在する為の必要条件は， — 1 かつ

Iグ'タキO pこれらの必要条件と矛盾しないでパMlんびノ) ^ 1 となるケースを見つけなけれぱなら
.

ない。 .
' .——  •， . ■ ■

まずP (M lダ2仏 2 ' ) ^ 1 の為の先分条件として次め4 つの候補を考える， ( A )  : p ( r / 2 2 ^ ) ^ h  ( B )  ： P

(C) ： U ) i B ) 以外で / 仏 ( D ) ： ( B ) 以外でパM lん ) ^ 1 。条件の意味合いは次

のように言える。基準化とロ制約だけの下での識別の必要充分条件は<00722') ニび一1 である。

び3 2力；特殊な値☆ 取るならとの識別の位数条# が満たされずにパ / / 22')さ 1 となるととがありとの

場合は（A )のケースとなるシな==2であれば自動的に(A)の'を- スでもる。ん ほ iVXi{：2の行列で
■ ，'

— 2B(763) — -

4. OLS, T S L S の小標本分布

OLS, T S L Sの小擦本分布論について .

，=：̂2—^)+ 3 — (ん: + ‘. ，/ ^  + し さ 0 . この糖分が存在する必要充分条件は饥〉1 . 従って，積分 

(3. 2 2 ) が存在し， が存在するのは， の時で/み 2 + ‘.‘+ み , — ?） 

+  2 の時は存在しない。

( 3 . 1 9 )で t*ニ1 のケースを者免る。すなわち <9=らが=ニ ニ [け2*.‘.が 1 . 4 め*の周辺分

命 の モ ー メ ン ト り を 考 え る 。上Ei角行列 S の要素を，ぶ„ ニ ニ 厂 i ‘. . . 1. /ミ

‘ しか… sn

•： とすると（3 . 1 0 )より,
^ V  ■

. (3. 24) ニ E  ( 2̂202—

を得る。従ってル* の周辺分:ifl?み*ー  メント存在条件はめの周辺分相のモーメントの存在条件と同
, . . . , ' 

じである。放ん* )が 存 在 す る 条 件 は 先 の の 存 在 条 件 の ス べ シ ア ル ケ ー ス で あ る 。 以

上 よ り (り は / セーP + 1 の時存在し，h > n ~ p - ^ 2 の時存在しない。またこの議i r はん* ,..，, が = 

に関しても同じでもる。このことより, i ^ i x i め 6 * について,71 — (?)一 1 ) > 1 ならぱ, （3 .21 )より， 

(3 .25) ぜ ニ  ル

「ニ田学会雑誌J 67巻 9 号 （1974年9 月）

-S一 A

(3.19) /2(0*) ニ 厂 一 ■ヒ — し - ^ ぱ ,

x|2Vi+((9* -  i V A O i ' u . r  ゾ が ー  2
. . . . .  ‘.

のの デ + / ) [知 1* / - ふ r !ぷ a )な  r W - 中 + ：̂，) { 1

’'=0'ニ0 i \ ' p [ Y ' ^ i + j )  i ! し

x U v V 2 * + ( ®  し ん - ふ ぃ  r K y i*  -  ァ2 * % 2 -% 1 ) ']} '.

以下では（3 .1 9) を /2 (0 * , V,も y * r* ', « ) と書く。

次 に （i/. (3.18), (3,19)の性質について者える。（3.19)において，もしr * - 0 ならぱ，Kshir-

gagarの central Wishart分布を扱った結果と一致する。もし 7，*'ニ■/2*'*5*22-iふ i ならぱ，

(3. 20) f z  { S z 2 ~ ^ S 2 i  + 0 * )  lyi*^=y2*^2\r'2\, —/2  \y \**=n*'

すなわちi'zは 2  22- 、み、にM して対称である。従って， もし期待値が存在するならぱ，

( 3 . 2 1 ) ぜ (0*|>^*/ ニ )^2*'ぶ "-!2 * 2 1)= 2 ^ 1  J ル  ‘

(3.18)においてデ= l,sニり一1 のケースを考える。1 > < ^ ^ の確率ぺクトルがニ[02…ん] のみ2 +

… + んP 次のモ ー メ ン ト が 2化ん3 . . .も f t p ) を求めるには，

/  (* a  ん2キら0 ゾ3+’3* •‘タ h p ^ i p  ，
- / — 一 一 マ  1厂 ー 低 . . • 瓶 > , ：?•ニ 0, l ,  2 , …

-の L  ( 1 + ふが）丁

らョ 2ゴ一（し + . . ‘*f Zp) ニ 0 , 1 , …，が,，

も,…，lp=0,1,. . . ,2ん

を計算しなければならない。これは（3.18)にニ項展開を適用して得られる。(h…0 , を極座標変換,
• . . .

[1,pp.175〜6],すると，（3. 2 2 )の積分は， •

の ’ - . i " .

( 3 . 23) /— ------------------5 i+ i~ —— t^w f ( s in o ：2 )^+ & (cos«2 》 ^+...+A ， +’3+".+'p+f>-3c^2

Jo (1+ め  丁 +ゴ 4  .

.■ >  . .
Xゾ（sin び3)A3+Heos め)*け. け…+ケ び 3X …X
~y  .

¥  n
X  r(sin びp-2)*p-:+らーふ ゅ レ ，+'p"ゴぴパ2f(sirt び p-,)Ap 一けレ *(C08 び,••0* ル びP-ぃ

. , . -.■レ- . , . , ' ■ , ' ' ' ：, V ，

第：!から第})一 1 番 13の糖分はぺ タ搏分である第一の辕分の被積分関数はり だ し  
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あり，体系には含まれるが問題の桃造方程式に■含まれない先決変数が1 個以下であれば（5 ) がなり

立つ。また / C > 1 で も iZiCi+u‘*.i2；a の間に多重共線性があると< 0 % )ぐになりうる。 />(ぬ 〉1,

(0 (i/220 > 1 でも特殊なケースでぱ(C)の場合となる。P(も )= iT で、あっても，（2め ぬ )の(i5"‘，，iJic") 

上ぺの回帰の残液M ^ Z ,は位数が1 以下になる特殊なケースが考えられる。例えぱOir'.iJ/c,,)と 

{ K̂t + U'''^Ki)の間に多重共線性かもれぱ,，(の）のケース..になり.うる。..以上のよう'に，.パMî 2"'2/72/ ) ^ 1  

となるケースは, y2i--yGtの 期 待 値 の 内 で と 一 次 独 立 な ぬ に帰因する部分の変動 

が-^次元以下に制約されているケースである。すなわちnoncentml linear W ish art分布が適用で 

きる伺時方程式体系に於いては, 内生変数め系統的な変動の自由度が小さいということができる。 

実際に観察される変動はこの系統的な# 励と確率的に動く変動との結合でちる。

条件 {A) ( B ) ( C ) i D )の内いずれかが成立する時に/KMiZJZ ノ ) ^ 1 であり，また例外的に雄卒 

ゼロで生じる標本を除いて，O L S ゆ存在する。条 件 （fi)a>)は T S L S の存在を妨げる。条 件 （A) 

( 0 のすででれS は?!率 1 で 存 在 し パ M lダ2//.2グ） となる。OLS, T S L S の存在も妨げずに 

/KMi么2/7ノ)く1 の仮定をしよう。すると， , ’

(4 .2 ) I T 22Z / M 1ル  I I  ね'ニぱ

となるI XG— 1 のぺクトル〔' が存在する。[パ•Mi<̂ 2/722').ニ0 ，の時はな= 0。] ，従って， ■

( 4 . 3 ) ，ァニ[デ ] [C’/3 C l  ’
■ - . .  . ' .  '
この仮定の下で]< 。〉〜 ■RT (Aレ\  2■，「だ ぐ ] , G, 7U., 0 または1 ) , «ニ1 , 2 . 以上よりろ<»，>>

分布は |9(仏 ん / 7 " ')ぶ 1 の時， § 3 で導いた /2 (0 * , r ,  S, r ,  r * r * ' , " ) レの特殊なケースとなる。

C の記号を用いずに陽表的に表わす為に鉴理すれば次の鋳振を得る，

(4.4) 7V(ろ <„>) ニ?ri(G-i〉exp - グ/M lん  77"'

[^"-1 + 03— ぶ n .rt(/3‘ J 2 r，i^20']r

r ( f )  „； G—1
X 平 : ぶ  レ 2I-す  .

'メ Iぶ22ー1 +  (&.(«> —ぷ —<̂ 22.—1ふ ，）’1 * ,

i \  r ( f - H + i )

ぶ 22 パ*̂ 21)’

X S  }：
<5=0 j ;

'Xtr n

，. .： '
— 26(764)

す

OLS, TSLSの小標本分布論について 
' .. ，、 

xti**.r*+(6(«rt -；?2厂1ぶれ》rwit，(6《《、一 ぶ ")'] 一:，• .

■XUVI+(ろ<»，— — 2V % 0/]} «ニ 1,2. ‘

の （4. 4 )は U )  (5) (C)(1))のような条件でパM lん7 7 V ) ^ l の時の O L S の標本分布を表わ 

ニ2 の (4, 4) は (y4) ( 0 の棟な条件やパM lみ /7ン) ^ 1 の時の‘T S L S の標本分力すを!^わす。 

上のも / で k)(Miス2びノ)ニ0 になる時は，d, f は簡単な型になる。例えば先に(§ 2)述べた.(7) 

のグループでは77ねニ0 であるために(>1)の荣件‘を満たしパぎ1ん772/)-=0となる。また，構造方 

程式 ...

(4.5) がニ ク  2 が2，+ 仏2/G«. + yi2：U+ ..‘.+yiCi2：ぬ + め，.
• .

を Q L S で推足する時には, iiTa二0 従って 0 5 )の条件を満たしb【i、は簡単なd.fをもつ。この場

合については, Sewell [19], Kaufmann [10], Wegge [21]|̂ 1よゥて細かく扱われている。そわ結果
■ . . ■ ■ .

. によれぱ

( 4 . 6 ) ガ(6【n) ニ2^12^21 . ；

である。とi：でダ2,ズが与えられた時のの条仲付 ..き期待値を取ると，

(4.7) J5"(2/i|F2め ニF22^ri2"n+パ //ぃ一//2 . 2 V r % 0

を得るから6 n ,は桃造バラメタ/ ?ではなくて， (4. 7) の 回 帰 係 数 の 不 偏 推 定 量 を 与 え

る★この時また，（2.；11)によってc ( uも Q L . - I h J ：レ 、:Sれ) という圓'帰係数の不偏推定量となる，
. . ， ， ■ > -.

先の（n ) に述べたグル-*プは (？の値にかかわらずパ7/22) ニ1 でもる為にゐ(《，は (4 . 4 ) に従う。
,■ . . ニ  ' ' . ...' '■ •-.-

0 \M\ZzTIz2 ) ^ \ の時には，iioiicentか1 planar Wishart分等より複雑な分布を利用 L なけれぱな'

らない。とのようなケースについての標本分布導出は数少ないようである。
• •, ■ ■ ■

. .  ' . . -.

5. OLS, T S L S  の特性

，’ ...-，.- . . . ' , , . . . ■ .  ...

推定量の分ホを導いても（4* 4) のような型をしているとただちに推定量の特性についてはっきウ 

したものを/得ることはせきない。その為にせ亦の図を描いたり，分布の特性を表わすパラメタの計 

算をする。因によるd.fのま示は厳密な答にはならないが，有益な情報を与える。またモ-^メント 

をII-算しても，..その複雑な結果からただちに推ぜ量の特性がほっきりしないというこきもある。そ 

れら結果を取り上げることにする。

なニ2 のケースについてOLS, T SL Sのん/ の図は[3] , [ I 8] に息られる。この因によっていくつ 

かめ事を親察することができ，次めようなものである。（りわ It, /Saニ0, K i - 2 の時！'SLS 6(2)

の分布はろニ0 に関して対称で, 近似に用いた正規分布よりも厚い据を持つ。（2》ぶニ[^ とする 

と，O L S と TSLS.の偏りはidの値に影響される。概 :L て T S L S の偏りの方がO L S の偏りよりも 

小さい。 # 力♦、大きくなるに徒ってT S L S の個りは小さく.なる。（3rV(W*(6<«>)の大きさはP の大
I - . . - . ，， . . 園. 園.-.
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き.さと逆の励きをする。N が大きくなわ•<ぱ Var(̂ >【oo)は小さくなる。（4》OLSの方か,T$LS .ょり 

も対称な分布をもつ。これらの観察には解析的に説明される場合もある。以下ではしのょうな間適- 

を取り上げる 。

OLS, T S L S の標本分ホ?は § 3 で示したょうに，パラメタ " 1 と " 2 の違いがあるだけでもる。す 

なわち仏 ニ " 2(iV ニめ な ら ぱ （2. 5 ), ( 2 ‘ 6 ) からも推定量は同一のものであることが解る。

§ 3 の結果ょり, ぐ/3 ニ *2*2ぃ す な わ ち 0  ニ ム 1 ならぱ b (めの分布は共にん《，ニ/3

関して対称である。そ し て — ならば周辺分布の期待値が存在して，

(5 .1). 1/3ニiir’" ..1み 1)= /3，ぴニ 1，2. t

また，2■ニ/ ならぱ，⑥(&2(«>ゎ…6g【ノG )は /ろ2H ( C ? - l )の時存在して/^2+ ‘‘‘+&«さ

一（び一1 ) + 1 の時存在しない。2•ャf の場合，ぜ(6パ《/ ) ,  gニ2, .‘‘，G , は —（G—1) の時存 

在して, —（G—1 ) + 1 の時存在しない。容易に解るょうに，O LSの方がTSLSょりも高次の 

モ ー メ :ソトが存在する。TSLSに関しては, K を一̂定としておけぱ，構造方程式における外生変数 

の係数についてのゼロ制約を利用する方が利用しない時ょり高次のモーメソトを存在させるととに 

なる。同じょうに，OLSに関してはK z の値及びサツプルサイズを増すことにょってょり尚次のモ 

一メントが存在する。

内生変数の個数が大きい時には，細かい分析は難しいが，G ニ2 のケースについてはRichardson 

& W U にょる詳しい考察がある。こ こ で ゎ じ :ニ ] , ニ/ / ，としょう。次の結果

がだされている。

(5.2め 跡 <»)-ゅニーゅ^ パ > 1 ( | ー1 ; | ; ぜ)，

•(^>2. ^==1. 2 ). [16, p‘ 9? 6 ] ,た だ し パ C； « 0 ミを ^ ! ^ 正のがに対してメ 'レ 1 

/ル ー は 正 で あ る か ら ， ニび"-1び21の 時 OLS, T S L Sは不偏推定量であって，またその 

時に限る。 が不偏推定量でない時にOLS, T S L S は共に，一^ ? ^ ^ ^ > 0 の時上方への偏り,' 

一び2!!/?ニg>! くの時下方への偏りがある。ま た Iぜ(?>(»— /3)1>1ぜ(ら 一 湖 ，[16, P. 9 7 7 ]である。 

すなわちM も<2>)は常に/ Qと M b w ) の間にあり，偏りに関してはT S L S の方が0 L $ ょりも優れ 

ている。偏りの大きさ，またはぜ(feu,)— 夙 6 W ) は，バ ラ メ タ に 依 存 し て お り ，その 

中にほ未知のパラメタ /3ル 2 ,2 !が含まれる。ここでダは既知バラメタスの関数である。（5.2) は 

ダの単調減少® 数であるから，[17, P. V28 ] ； ダ が JV*の増加関数であれぱ，サンプルサイズを増 

すことにょってT S L S の偏りは小さくなる。 ただし，この譲論の仕方はO L S には当てはまらな 

い0 というのは， (5. 2 )でびニ2 の時はJ V はダだけを通じて意味をもつが，ぴニ1 の時にはn i を 

も通じてまわれる。従って饰単にガの変化とぜ(わ1>一ゆの変化の関係を鬼い出すととはできない， 

偏りに関してT S L S が O L S ょりどの殺度ょいかは各パラメタに依-#b ている。（/‘/ の因または

■—— 28(766) —

O L S , T S L S の小標本分亦論について

m m ~ / 3 ) l E ( b , u - / 3 ) のま，[17, P，977],から見ると，N が大きい程T S L $ のよさが現われる。 

逆にA T がより小さい程，偏りに関するO L S と T S L S の差は小さい。構造パラメダr の推定につ 

ぃても T S L S の個りはO L S の偏りよりも常に小さい。 (2.11)から，6(„,が不偏性を持つ時には 

も‘不ii性を持つ4
r

次に平均デ方誤差(MSE), m ぃ 广 ゅ た ニ 广 ゅ +  V d H b に関する OLS, T S L S の比較

について再びRichardson &  W u の結果を取り上げる。まず，ぜ(ft w ゆ2, >  ニ1,2,は (び22/3— び2O 2

/め1び22— びIS2の増加関数，ダの減少開数である。先の偏りについての譲論と同様にダがN の增加

関数でもるならば, サンプルサイズを増すことによって，i T g L Sの M S E は小さくなる。 M S E の

基準によるO L S と T S L S の優劣はパラメタに大きく依存しており，パラメタの値と独なな判定は
. ，

つけ難い。すなわち，M S E に関して，O L S が優れているバラメタの領域もあればT S L Sが優れて

いるバヲメタの領域ももる。
.. .

T S L S の偏り，M S E を計算した後に；lim T O ( 2)-yS)=0 及 び lim £*(6 (2,— /3)2ニ0 が示される， 

[1も P.1221,P.1255]. 方大標本理論で採用される仮定; l i m が存在し非特異行列でちる，

を利用するならば，JV~^coの時ダ ->coである。従ってサンプルサイズが大きくなる時，TSI^ の 

偏りは消えること及びT S L S が /3に平均収束することが解る。また後者の性質はT S L Sの一致性 

を意昧する。 .

O L S 及 び T S L S の小標本特性に関する以上の結果は次のようにまとめられる。大標本における 

T S L S の一致̂性，及びO L S c ^分散の小さいことが, 小標本においても再び現われる。ただしTSLS 

は特殊なケースを除けば偏りを持っており,’その大きさはO L S に匹敵する程の時もありうる。ま 

ナこ推定に用いられる情報の量，2^2,が小さい時には，T S L S のモ ー メ ン ト .が存在しないこともある， 

O L S は偏りの点で常にT S L S よりも劣るが, ，T S L S よりも集中した分布を持つ倾向がある。 そし 

て M S E の観点からは両者の優劣は一概に決定できない。

■ ■ • ■ ■

6. そ の 他

以上の分析方法の枠組からはずれるが，同時推定法の小標本分布論の他の研究による結果を以下 

でとり上げる。

1L Sは先のT SL Sの K z - = G ~ 1の場合でもる。Gニ2 であれば, ニi f :ニ1 であり,いかなる

次数のモメントも存在しない◊ また I L S の分布がニ山分布となる場合がることも示されてい 

る（Marsagflih C13D)。 ：.

桃遭バラメタの彼説检定についてRichardson &  Rohr [15]は，T S L S による，検定量を桃成し

•̂ cの標本分-々 すを導いた。その分制:携乱バラメタ仏!!を含んでおり,直に仮説検定に用いること

' —— 29 (y07) '■
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はできない。そこで t 分布によってこの分布を近似できることを示して，搜乱バラメタの間題を姐 

理している。個训の挑造方程式が染まった同時方程式体系の推定問題はよく取り上げられるが，こ 

のモデルの検定方法に関する談論はあまり多くない。特に橋造パラメタの检定方法についての議論 

は, 従来の単一方殺式回'帰 ' ^ デルでの考え方の域を出ていないようである。同様に,構造方程式ぎ 

体についての相闕係数あるいは当て嵌りめ基準についても，単一方程式モデルの枠組からぬけてい 

ない;> 個々の誘導塑方程式一本一本については従来の相開係数の概念が利用されうる。また誘導激 

全体としては多変量解析での一般化された相関係数の概念の利用が思い浮かぺられる（〔7〕Chapt. 5. 

sectionも 5)。しかし，同時方程式体系内の個々め構造方程式につレ、ての当て嵌りのよさの基準に'6  

いてはもまり檢时されていない。

内生変数のま測め為に, 構造推定から誘導型パラメタの推定値を逆算することがある。この方法
. '

に於いてTSLSを利用した時，逝算された誘導型パラメタの推定量が有限のそ一タントを持たない
(6 )

ととがありうる, ということも指摘されている。先の検定方法，相関係数についての分野と同;t に， 

構造方程式の統t十的予測についても系統的な把握が必要であるう。

7 . 結

以上では，O L S及 び T S L Sの小標本分布に関係するIlii題を取り上げてきた。 '
■ • .’， ‘

採用された仮定の下では,同時方程式モデルから生じた観察値の積率行列またはもる種の二次形 

式からなる行列はnoncentral Wishart分布に従う。とれらの行列の関数として表わされるO L S及 

び T SL Sの 標 本 分 亦 noncentral W ishart分布を出発点として導くことができ.る。そして，non- 

central linear W M iart分布が，内生変数ニ個を含むモデルに対するO L S及 び T S L Sの標本分ホ導 

出に利用されてきた。 、

しかし, 同時方程式体系が任意個の内生変数を舍んでいても,体系のパラメタが特殊な値を取る 

'時には，先め行列はnoncentral linear Wishart''分布に従うこと.がありうる。. この論文では/'このよ 

うなモデルr 適用された O L S 及 び T S L S の標本分布が導かれた《 そして，同時方與式体系に関 

する標分布論で導かれてきたいくつかの分布は，この分布の特殊なケースとなっていることも示 

された。 - '

標本分-イIIの導11:1が noncentral linear W ishart分布に基づく限り,内生変数の個数が小さい時に 

得られたOLS, T S L Sの特性のいくつかは，適当な修正の後に，内生変数の個数が大きい場合にも 

成立することも明らかにされた。

注（6 ) McCarthy, M.D., "A Note on the Forecasting Prdperties of Two Stage Least Sauare Restricted Reduced Forms 
—The Finite Sample Cfise’，Interhational Econbniic Review； V o l.13,1972, p p .マ5 7 ,76L

一 ,,.<■--一 ' 30 (76^?). ' '.I'l"

構造推定の小標本分布論に至る過'程では，大標本理論等による推走間題の一般的な把握がなされ 

てきた。これに对して，同時方程式体系に開する检定方法及び予測方法につ い て は ， 小標本分布論 

以前の間題の把握'自休が不充分であろう。あるいは小標本分布論によってとれらの镇域での間週の 

的把握の'錢要性が明らかにされるとも言える。

付 錄 A.

確率ぺク，トル y " が独立に

(A ‘ 1 ) が.,.ニ
_2/.u 一

〜 m か  tU )  ニ  N (
~Vu~ ぴu •••びIp

、3/pi 一 \ - -Ĵ pl • • •びpp一
=1> N ，

に従う時， ——
‘ ‘ ■ ■ 

(A. 2) y ’M F〜WIT’MF, S,  i r U H ,  % n,

たたし .y"/ニ[が.1 ‘，..y‘N] ニ
め.'

, ぜ==[か1‘..り. ニ
-Vp' .一

だ は N Y M の巾等 行列で位数れをも つ ,

との,ことを以下で証明する。，

Y ^ M Y の要素は次のようになっている'。

〜u M y  レ. . .yp.'Myj>
(A. 3) Y^MY

巾等行列M に対■してPMP

(A .4) [J„0]P=M,

0  o ] となる直交行列アが存在するから,

V i 'か ら へ と 変 換 め .
0；,1

.なW-
- ■■■ . . 

(A. 5) Vi/Myj.^cCi/^^^ S も..ニ きル％ ,ん j ニ h …, p.

従 っ て , ， .

(A. 6) F'iWYニr
.^pt.

=ふ ‘‘•，^=1, 9 を施す。すると，

Lがi £ ' • ‘びが]ニニ ^  が，iダ，£ • ，
，せ1

と变換される。とめようにy ' M F . は独立に正規分布するれ個のり次確率，ぺクトルが.< の糖和にな
. . . .  ' ■
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(B . 4 ) の中の積分の部分は次のように書ける,
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ここで第一*の糖分から第S 番目までの積分はガソ々関数の定数倍

でもる。また最後の積分も既に評侧されている（Cramer C6I pp. 392-393) . それらの評価を代入すれ 

ぱ （B . 6 ) の値は，
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以上より（B * l ) の積分の評価を得る.

付 録 C .

Tintner[20]はュラー.モデルから生ずる観察値のぁ一メ.'ノ..ト行列の分ホとしてnoncentjralWishart.

分市力'ミ使えることを擅摘した。同時推定法の標本分布簿出と同じように，エラ一モデルにおける最'
小ニ乗法(LS)の標本分布を導 < ことができる。モデルがぐ個の変数を含む時のヶースをRichjtrdson

• . ' ...''， - ' 、. 、 . .  ...
&  W u  [17]が扱っている。ホデルが多数個の変数を含む時は，同時推定法の標本分布論において 

述べられた理由と同様な理由によって，一*般的にはより複雑なnonqentrar \^ishart分布を利用レ 

なけれぱならない。しかし観察されるま数の真の値の蘭に線型関係(多量共線性）があると，多数個 

を含むモデルに*^いても noncentral linear Wishart分布で間に合う場合がある。.以下力はモデル,. 

が 3個の変数を含む場合について魏明する。 ’ .

真の変数ル{» )▲ の間の関係.
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後はVarOv.i)ニ ス ぴ 2 E U ；)BJUc.；y ニH ' M H を示せぱよい。まず, 
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:A .11Xの右辺をひと置けば，（A. ,4) を用いて
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付 録 B .

次の積分の評価を示す, 
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こ で 5 2 2 : は対称行列，
、一 ぃ y ぃ ， ドド _,

R，R は正値定符号行列，R ' n ，R は対称行列で位数1 である。従って次を満たすS X Sの非特異 

列がでが存在する，
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… 変換をするゾ
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このま換によゥて( B .1 )の積分は次の形>こなる,
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観察値yuyzdhtは観察誤達sw62め，を含み，
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真の変数とは次の関係が
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グニ [/?2/3s]の L S をみ<3)'ニ とすると，
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ここで説明変数力2のれの間に次の関係（多重共線性）があると仮定する。
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ここで搜乱項な2tを含まない関係や"Uをも含んだ関係を考えてもよい。（C. 1 ) , ( C.  2), (C. 
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ュ 5 一モデルの誘導型というべき（C . 5) 式のま数について確率的仮定を次のように定める。 

が ニ [知...りiN̂ ]は® り返される標本で固定されている。
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2 はなUな知の共分散行列の関数と ,してもまわをる。この仮定の下で，

4)

(C . 6) ゥ 3/ニ [ク 3r.

( C . 7 ) ： 仏t〜iVXo,

( C . 8) V . t と仏《

-A^A\V

' 2", n \ V z M ，v M ^ \  3, 1]

となり，’ル3) の分布は次数3 X 3の noncentral linear Wishart分布である。多重共線性イ0 .4 ) を 

仮 定 し な け れ ぱ は noncentral.planar Wishart分布に従うところであ> る。LS.6<3) は Ae2'" * 

ん1 として表わされる。従って，§ 3 の結深:が利用でき，

(C .1 0 )  M b シ ニ M b m , 1 , 2 , み 仏 W M 外 n / ,  N - 1)

がろ<3,の標本分力/でちる。（C . 1 ) に説明を数，例 え ぱ め が 付 け 加 わ る チ デ ル で 、も，これら 

の変数がすべて（C . 4 ) のようにり3<の線型関数となっているのなら7すび§ 3 の結果が適用できる。
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