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(4.17) a A p ^ ^ A v ^ B p

となり，（4. 6 ) も満たされる。また（4 .1 6 )と（4.17) より

(4.18)

となり，(4. 7 ) および（4. 8 ) も満たされることが知られる。

5 結 び

前 2 節でクーンニフーリ：c の定理の経済学への応用例を示したが，同定理がゼロ和2 人ゲームの 

均衡戦略の存在証明などにも使用可能なことは，その標準的証明をみれば明らかである。また!^多 

面体についての分離定理の誕明にもこの定理が適用可能であることも知られる。このように， クー 

ンニフーリェの定理の経済学にとっての有用性はまことに大きいといわねばならない。
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Continuous Selection と不動点定理

丸 山 徹

経済理論の数学的な分析を進める際に，定義域の各点に対して，値域のあるIII合を対応させる，■
いわゆるm ulti-valued m a p p in gを扱わねぱならないことが極めて多い。経済理論との関速で言■え

ぱ，その連続性に関する諸性質や, 種々の不動点走理などがとりわけ大切な役割を果してきた。

本稿では， しぱしぱ経済理論にあらわれるタイプのnrnlti-valued m a p p in gから， 価の速続写
( 1 )

像を抽出する間題（continuous selectionの問題）に 1 つの解答を与え，新しい分析用具を供したいと思 

う。そしてその応用として, 角谷の不動点定理に比較的簡単な別誕を与える。 continuous selection  
に関する諸定理は，不動点定理の種々のヴァリエーションを得るのにも役えつが，その譲論は他の 

機会にゆずる。

. いま（X , .めを距離空間，（F , I M I )をノルム空間とし Y の power s e t を P ( F )’で爱わすこと 

とする。X から F へ の inulti-valued  mapping (p \X  ->  P ( F ) の グ ラ フ は  

2 /) f X X F /^ e .K » ) }
で定義される。( X X Y ) X { X X Y ) 上で実数値面数P を

<0[(», y),  y^)]—mo.'K.[d{x, n/). 111/—2/11]； {x, y),  / )   ̂ X X Y
と定義すれぱ，<9は明らかに距離函数となる。さらに， {X, y ) e X X Y と， との距離は

[(が, y)i ^ ] - i n f   ̂ p[{x, y ), ( i i , ")]

で定義する。このとき，（?，の周囲の s —開 球 (なれs ) は，

B(Gf,, e) =  {(x, y)  e X X Y jd ^ { {x , y), w here s > 0
でもる。

法( 1 〉 先駆的な業後としてMklmel〔4〕がある。 

(2 )  Cellina (V  を翁照。

3 1 {621)

l i i —

I
N；：|■
l|

]! {

i ，号



をデ.:im  礎 術 斯 紛  よ.

「三 ra学会雑誌」67卷 7 号 (197禅 ？月）

定 理 1 { り (X, d ) はコンパクト跟離空間，（F , I N D は 線 形 / ルム空間， は 

lower-hemi continuous (L h. c.) で凸値の m iUti-valued mapping とする。 このとさ，任意の s > 0  
に対して，

GrClBiG^, e) ‘
を満たす一価連続ギ像 / : X ~ > F が存在する。

( i i ) 含らに，m の条件に加えてc r , IM りが完備で，( P が閉値であるとすれば， .
G fClGp '

を満たす一価連綺写像 / : 义-^ 1 "が存在する。

証明) ( i ) 各 に つ い て ，集合 

U y - { x €  XI in f 111/—islK e}

を考える。 これは

び„ニ{a; e X / ^ 〉n { ；J € 丰0}
( 3 )

と書け， しかもザは l . h . c . であるからび" は開集合である9 開集合族 {び パ y はコンパクト集 

合 • X の被覆であるから，それは有限部分被覆

び1 ニ び„,，び2ニ び  , Ug^Uyg
をもつ。

次に® 数 ，び< ,ダ‘ . " = 1 , 2 , ........，タ）を次のように定義する'，

ai{x)=d{x, X-Ui) " ニ  1,2, . . .…, g ) , .
ai(ic)

g びんほ
け= 1 ,2 ,  . •，•，，，め。

このとき，

ニ 0 4==̂  X £ X —U i

0 ^ /3 ベa O ' l ; 2^/3f(iK) =  lo  

写像 f  \ X - > Y を

ル )ニ  2 / 3 ベび)め

で定義すれぱ，yS,• が連続であることから/ も連続。さらに/■(：» )はがを含むび< に対応する y‘ 
(ぶニ1 ,2 , ......., q ) の凸結合である。よってび‘ の定義から2/< € B(fp{x), e ) となり，従って

注（3 ) <pが l.h .c .であることと， F の任意の問集合G に対して，傻 合 {xe X/(MnG^4'}が X の!)目集合になること 

とは向値である。（HiWenbrand〔2〕Appendix 'を參照)。

32(^22)

G^(~B(G^, e)。 ,
( i i ) 以上の結果から，

(Vx € X)  /i(aO e JS(パa；), D

を満たす一価連続写像/ i : X  — F が存在する。ぎ後 (PぐX  P { Y )を ,
ニ <«?(が) n  {2/ e 17112/- / iC c ) i i< 4 j

と定めれば，これは明らかに凸値で1.h . c .である。よって再び{りより，

f ■X") f  iix)  ̂ "7̂ )

•なる一価連続写像f 2：X - ^ Y が存在す。

とのようにして順次，一 価 連 続 写 像 の 列 …..‘：/„ _ 1を定めたとき,
(ya; C X) fnh )̂ € B{(p„(x),

where

<Pn(x)=-(p(x)n {2/ f y /ll2 /-/„ -i(a;)||< -2 |rr}
となる一価連続写像/ „ を定めることができる。

，このようにして得られた{/„(aj)K a; € X は Cauchy:列である。\ なぜなら，

(Vx e X)  f M e B ( ( p ( x \  j ^
でもるととから

Continuous Selection _と不動点定理

( V x e X )  IU„(ダ) 一/" +i(ダ) ||ぐ ^  -
となるからである。y が完傭であることと，イ/ „ } の定義から,’ { /„ }はある一̂価の写像f に一様収 

東し，従って/ も連続である。しかもP が閉値であることから， ■ 
i Vx  e X )  f i x )  e <p{x)  ̂ ,

ゆえに ’
Gに G，。 (証了）

/

定理 2 ( 1 ) (Cellina) (X ,めはコンパクト距離盤OVIMI〉は線形ノルム空間，r>X~>P(Y)  
は upper-hemi continuous (u. h. c . ) で(5,値の multi-valued mapping とする。このとき，任意の 

« > 0 に対してi

注（4 ) C ellina〔1 ) Theorem 1̂
33(623)
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G/CZBiG^f e)
を滴たす一価連続写像ムア - が存在する。

( i i ) さらに（i ) の条件に加えて，（y ,  11.11》が完備で，パ ';閉 値 で あ る と す れ ぱ ‘
G /Z G ャ

を満たす一価連続写像 / が存在する。

諷明) （i )まず任意に£〉0 を固定し，各 c c e x に対して実数ヴ(もめを，

0(x, £ )= su p l5< -|-/;?a;^  £ B(x, 8) such th at d))<ZB[(p(x^), -^ )
(5)

と定義する。このとき 

in f d(x, £)〉0

となる.ことが以下のようにして知られる。 

x e  X を任意に画定すると，U. h. C . の足義から，所与の £ > 0 に対し

- (/3■りニ}7(が)〉0 )パfiOip, )々)〔J5(V(i»), ■I'l。
上 の e ) の定義式においてダとすれば，

り1 ニm inト(aO, O^v)i(x)^0(cc, e)„

い ま i n f パガ，e)ニ0 と仮定すれぱ，

(K > 0 ) (3x e X) Oix, eXCo 
そこで { C Jを い 0 なる実数列，{ m J を沢 :《n, e X C n を満たすX の点列とする。X はコンバク 

トであるから， 般性を失うことなく， と供定してよい。すると，

( ^(B(xo, v(xo))C：B^(p(Xo),

従って， ダ„，ダ。) < ニクy のとき，

( p ( ^ b ( x „ , - ^ ) ) c ：<p(B(xo, Vo))C：B((piXo), y )

かっ, '
び。 ，

ゆえに十分大なるれについて 

0(；Cn, fi)さ

r三田学会雑誌j 67卷 7 号 (1974年7 月）

注（5) 0 が u .ii.c .であることから，この定義は可他である。

 34 (624)

矛盾。

そとで

Co= in f  6(x, s)

とおき，C lを 0 < 〔1 < ( 0 満たす実数とする，あ ら た に 写 像 を

0 (x )^ (p (B (x , Cl))
で定義すれば，< p(x)における任意の開集合の逆像はX の開集合ゆえ，（Z U tl. h .c .
従って，集合系ゆー1(が) } めは "X■の開披覆となる。_x■はコンバクトゆえ，それは有限部分被糧 

ゅ-1(が,-〉K - 1 をもっ。

定理 1 の場合と同# に，

â i(n;)=c?(a;, X —0~Hyi)) " ニ  1 , 2 , ......., び）

Continuous Selection と不動点定理

( 6 ) 
でもる。

び (*̂ ニ 1,‘ 2 , ......., び)(3i{x)-
S び&(ガ）

と定めれば ‘ .

/(aO ニ！]场

で 定 義 さ れ る 写 像 は 連 続 。また⑦(a;)の定義から，次の関係を満たす点が' f 文 と 5〉0  
とが存在する。

d{x, a/)<<5; C i < 5 ^ y

0(x) ニ<p(Mx, Ci))CZ<P(B(x, d))ClB(q>icc\ 4 r )  C \(p iX )(Z B {(p %  4 - j  f lc o  (p(X ),

<Pか' ) はであるから，五(《9(ポ' ) , "I*)。。©パX ) も凸。従って / ' の定義から， 

iVx  e X )  /(aO f
また,

dH{x,  f ( x ) \  Gy '
/(ft；) ) , (だ'，/(a;)) + が((a/, m \  e g  

< d H ( x ,  f i x ) ) ,  ( x \  /■(ボ)) +  c?*((o/, f i x ) ) , (ft/,

 -f-     ニ p2 2 。

ゆえに,

注（6 ) (注3 ) を見よ。

(7) c o ^ ( X ) は tpび) の凸包。

35(625)
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p'4 l̂ v 、 ポ み ':;H なぐめも巧が
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{U) 以上の結果から

(ya? e X )  f i ( x )  c B{ <p(x), y )
を満たす一価連統写像 / i : ズ— が存在する。写 像 < P 2 : x P O O  .を

と定めれぱ，これは明らかに凸値でU . h . c .で る 。よゥて再びり）より，

(Fa；  ̂ X )  f z ix )  € B[<pz(x), ^  ,

.なる一*価連続写像 / 2: X - > F が存在する。以下，定理 l { iりのpH明と同様。 （証了）

( 8 ) ’

応 用 例 （角谷の不動点定理） S を B a n a d i空 間 (X ,  | |，|り の コ ン バ ク ト ，凸部分集合，、 

< p :S -^ P ( .S )を閉，ほ値で U. h. C .な m ulti-valued m a p p in gとすれぱ，^̂ は̂不動点を有する。

... ... 、 - . : . ,
( 9 )

証明） 定理 2 (ii)とS chaud erの不動点定理とを用いれば，角各の不励点定理の成立は自明である 

が，ここでは1 0 のみを用いてIE明する。

k J を e,‘- > 0 なる正のぎ数列とする。定理 2 ( i ) より，各 £ „ > 0 に対して，

Gfn<ZB{G^, ej
を満たす一 価 速 続 写 像 が 存 在 す る 。Schauderの不動点定理によゥて，备 f " は不動点a;, 
を有する。つまり,， , '

( S X n ^  S )  f n ( X n ) = X n fOr GECh '

S はコンパクトであるから，{が《) は収束部分列 0̂ "̂も} をもつ。 とすれば， 

x %  G^]
^ d*[(X *, a；*), (0；«i,a；nit)]+#[(fl；Hi, ^nk), c y

a；* ) , (ダ《；̂, aw)]+c^*[(a；«jb Cy

イ w .
らは閉榮合ゆえ，Oe*, （誰了）
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