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クーン-フーリエの定理と線型経済学

川 又 邦 雄

本稿の目的は, 
の定理の紹介と, 
スキ，

序

線型不等式体系における解の蒋在の条件を一般的な形で极ったクーンニフリ《

. その経済学への応用を示すこぐにある。その究理の特別な場合として， ミンコフ 

ファルカスの補題とスチィムケの定理を含む,線型不等式体系の解の存在についての興味

ある諸命題が導かれることが示され，それらの線型計画，フォンニノイマンの均衡成長モデルへの

^  '  ( 1 )
応用が示される。

2 ク--ン= フーリエの定理

ん B, 0 をそれぞれ饥1行 ^̂ 列，饥2 行》列，W3行 W列の所与の行列，がをrT次の未知の列べグ 

トル，CC,ろ，C をそれぞれ7?ti, m2, m 3次の所与の列ぺクトルとする。 ここでm i , mz, m 3 はすべて 

がゼロでない限り，そのいくつかがゼロである場合もゆるすことにする。そのとき不等式体系

(2. 1)

Aa?>a
B x ^ b
Cfl； ニ c

の解の存在について考察しよう。

(2 .1 ) の最初のタイプの不等式の両辺に左からを，第 二 の タ イ フ の 不 等 式 に は を ’ 
最後の式には任意のぺクトルゲをそれぞれ乘じて加先あわせれば，ぐ2. 1) の解かもれぱそれは必

ず .

法（1 ) 線盤不等武についてのH行定理.と，その経済学への応/[3についての® れた解?ぬ-書としては，ニ陪堂〔4〕がある。
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クーンニフニリエの定理と然[望経済学

(2 .2 ) ..' p'Aa;+yjBa;+</Ca!^j/a+g’6+?''c

を満たすはずである。ただし（2)', gf’，ゲ')= ^ 0で あ り P, q, r の次数は演算が可能なように定められ 

ているものとする。 とくに p > 0  ( j ) ^ 0 で>pの少なくとも1 つの成分はゼロでない）な ら ぱ （2* 2) は厳 

密な不等号で成立し，また二びニ 0, の場合には等号が成立するものと考えてよい。

そこでわれわれはつぎのように定義.しよう。

定義 1 き0,ヴ̂ 0 , (ダ，ゲ，.ダ)チ0 について

((^',も) = ? /(A , tt) +  g’( B ,ろ) ~H，'(C, c),
>  3 3 > 0 のとき

R = ^  P—0, Q > 0 のとき

=  めニ0, q = Q ク，= 7 ^ 0のとき

と定めるとき，^̂ 'o；Rc?oを （2 . 1 ) の許容一*次結合（legal linier combination) であるという

さて，不务式体系（2 .1) の解の存在についての条件を与えるものがフーリ 

〔5 〕 らによって確立されたつぎの定理である。 ,
〔2 〕およびクーン

, 定 理 1 (クーン-フーリェ）不等式体系 ( 2 .1 )に解があるための必要十分条仲は，（2,りの許容 

—次結合として導かれる任意のORもという関係がつねに正しいことである。とくに7)さ 0, Q-^0 
でダ A + V B + / C  ニ 0 となるゼロでないべクトル（ダ，が，r O が存在しない場合には体系には解 

がある。 . • '

この定理は不等式体系の解の存在を一般的な形で扱ったもので，線副不等式についての多くの命 

題がこれから導かれるものである。また等式だけを含む場合の命題についても同様である。

この定理の証明は変数の数を1 つずつ消去する初等的な方法を用いて行うことができる。それに 

ついては，たとえぱストーエルニウィッッガル〔6 〕を参照されたい。本節の目的は経済学に応 

範回の広い線型不等式の定理のいくつかが，この定理の系としてごく自然に導かれることを示すこ 

とにある。またそれらの不等式が線型経博学の諸分野でいかに有効に利用されるかが次節以下で例 

示される。なお以下においては,行列およびべクトルの次数はすべて演算が可能になるように定義 

されているものとし，.行列，ぺクトルの記号は必ずしも（2 . 1 )武で用いたものを踏襲していないこ 

とに注意しておこう。

—— 23(613)
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系 1 が非魚解a;さ0 をもつための必要十分条件は，ダA ^ O 'の任意の非負解^>^0に 

対して？ となることである。 .
証 明 A(cさ み が 非 解 0 ) ^ 0 をもつ，つまり I を単位行列とするとき ，

[ t w  さ]
が解をもつとする。クーンニフーリェ定理によればそのための条件は， 

p^O, q^O, ? /A + g 'ニ0’ ならぱ 

となることである。この条件はまた

V A ' O ' な ら ば ？/ 6 ^ 0  
となることと同値でもる。 '

" ■ クーンコプーリュの定理と線望経済学

証 明 体 系  

A x  ニ bx̂O
が解をもつとする。定理1 によれぱそのための条件は

« '^ 0 ,(り'， しかもダA + び'ニO'，ならばダろ^ 0' 
となることでもる。この条件は

P ^ A < 0 'ならぱがら ' 0'
であるといいかえてよい。これは系4 の条件と同値である。

3 線型計画の双対定理

: 系 2 A a C > 0が非負解ダき0 をもっための条件は？/ A ^ O 'となるり> 0 が存在しないととで 

ぁる。

証明

A x > 0  、

が解をもっとする。定理 1 によればそのための条件は 

?/A +  qf’= 0 '
となる29^0, gさ0 力'港在しないととである。これより求める条件がただもに導かれる。

系 3 (スチィムヶ（Stienik^)の定理） A j « = 0 が正数解な> 0 ，をもつための必要十分条件は， 

p ^ A > 0 ^ となるような解V が存在しないことである。

証 明 体 系

'Aaj ニ 0
ば〉0

が解をもっとする。定理 1 に よ れ ば そ の た め の 条 件 は ゲ + ? /A ニ0’ を満たすV, が存在し

ないこと，つまりダA > 0 'が解をもたないことである。この条件は？/ A > 0 ' が解をもたないとい 

いかえてもよい。 ’ ’

系 4 ( ミン：:！フスキーニププルカス（MinkowskKFarkas)め補週） A がニ 6 が 非 負 解 を も つ た  

めの必度--ト分条件は，？) ' A ^ 0 'の任意の解 ? / に対して i ) ' & y が成立することである。

 24 (.614)

本節ではクーンニフ、- リゴ定理の1 つの応用として（さリ的確にはその定理の系1 を用ぃて）線型計 

画の双対定理の証明を行なうことにしよう。

さて

(3.1) A x ' b
a:^0

の制約の下に目的関数 e'a;
を最大にするという線型計画の問題(標準最大値問題）を考えよう。この問題の双対問題は

(3.2) な'Aき0'

u>：0

の制約の下に目的関数

b’u . '

を最小にするという問題（標準最小値問題）である。このとき（3 . 1 ) を満たす任意のダ（以 •容 解  

(実現巧•能解）という）と （3 . 2 ) を満たす任意のU (以下許容解俟現可能解）という）の間には明らかに

(3. 3 ) ろ'な さ な ' が

« .

という関係か成立する6 ことで等号の成立する場合があることを述:ぺた .のがっぎの双対定现でぁ. 
る„

25(615)



クーン= フ"リエの定理と線塑経済学 

4 フォンニノイマンの均衡成長モデル

本節では， クーンニフーリ^̂ 定理の系 2 を用いて， フォン= ノイプンの多部門経済成長モデル 

〔3〕における均衡成長径路の存在を証明するととにしよう。

いま第 i プロセスにおける第ゴ財の投入量を(L ij ,第 j 財の産出量をろf  (ズニ1 ,，‘，m, j = l , ‘..? 0と 
し，それらをr 行ブ列の元素としてもつ行列をそれぞれA およびB と定義する。

われわれはA およびB が

仮定 1 '
(4.1) A^O, B^O,

(4.2) ZI 、ニ 1,...

( 4 . 3 ) ぎら"〉0 j  =  l ,  n

を満たすものとする。 ’ .
仮定 1 はゲイル〔1〕のものと同じでもる。（4. 2) 式は,各プロセスとも必ず何らかの財の投入を 

必要とすること，（4 . 3 ) 式は，各財は必ずどれかの工程によって技術的に生産可能であるこ，とを示 

している。 .
ノイマン〔3：1 のモデルでは（4. 3) の代りに

(4.4) A + B > 0

が彼定されていたが, その現実妥当性は（4. 3) より疑わしいと思われる。た:だし以下の証明は， 

< 4 .4 )を仮定してもとどこおりなく行うことができる。さて

定 理 3 ' 仮定 1 の下で

( 4 . 5 ) び ' 

(4- 6)

(4. 7) (<^a/A—が/B)5?==0'

(4 .8) ai'OSXり一Bjj) ニ0

を満たす aj, V, «, / 3 が存在することを示すのが以下の目的である。 とこでは各 :T：程の稼⑩水準

 ------.27 (6._?7)
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定 理 2 (線型計画の双対定理）標準最大値問题と標準最小値問題がともに許容解をもてば（っま 

り （3: りおよび（3. 2) が満たされれぱ）それらはともに最適解（許容解の中で目的関数をそれぞれ最大 

および最小にするもの）もめをもち

(3. 4)

が満たされる。

IE明 （3. 3 ) を考慮すれぱ（3. 4 ) が満たされることは，あぬが

を満たすことと同値であり，これ力';示されれぱ定理の前半も明らかである， 

いまかりに上の不等式を満たす許容解がないとすれば，

- •~ A  0  -
- n ! -

---- b -
(3. 5) 0  A' > 0

-  ■~ 1/  ~
一  —

一  0 —

は非資解（a；/ , " ')さ0 をもたない。よって定理1 系 1 により

(3. 6)
A  0

(P’, q', ?ノ）

，一 +  (?'(5>0

0  A'
一  6 '  —  6 ' -

<0'

を満たす（?/, (?', が存在する。

さて，原問題と双対問題に実現可能解が存在するという仮定から，（3.5) 
たものは非負解をもつ。よってデ=バ)，す な わ ち で あ る 。ま た （3.6) 
一般性を失わない。したがって（3 , 6 ) よ り .

(3 .7) b ^ A g  
(!’ c〉p ’b

が非魚解（ダ，び）をもつことになる。ところがこの最初の2 つの不等式より

が導かれるから，賤後の不等式に矛盾する。よって定迎が示された。

一- 2 W 1 6 )

の最後の不等式を除い 

の形から？，ニ1 として
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を示すm 次元べクトル，？) は各財の価格を示す《次元べクトル，《は 1 + 成長率，/ 3 は 1+ 利子率 

を示すものと解釈する。

周知のように，各式の意味はつぎのとおりである。すなわち，まず（4. 5 ) 式 は （経済が每期《—1 
の率で均御お長している場合の）今期の産出量が次期の投入量をまかないうることを，（3. 6) 式は各エ 

程の均衡における利潤が（利子支払いを考慮した場合）プラスであってはならない,ことを意味してい 

る。さらに（4 . 7 )式は（4. 5) の下で今期の産出量が次期の投入量を上まわる財の価格がゼロである 

ことを，（4 . 8 ) 式 は （4 . 6 ) の下で利潤が負の工程は稼動されないことを示している。

証 明 ま ず S „ を 次 元 基 本 単 体 ，つまり 

S« ニ {a; e R™ I a;さ 0, 2 ] が,-=1}

とし，：あ る が に つ い て

(4. 9 ) びflj’A 'a j ’B

となるようなびの傷合を考えよう。（4 . 3 ) によって a C > 0となる x e S m については a / B > 0 とな 

るから，十分小さいび> 0 については（もめは満たされる。（( 4 .9 )は （1 +び) a/A€a:'(A4*めとも * け* 
るから，( 4 .4 )の仮走の下でも同様な結論が導力、れる。）また，すべての成分が1 となるようなW次元べ 

クトルを1 とすると（4 . 2 ) によってA 1 > 0 であるから，びを十分大きく選ぺぱ任意のa:eS„*につ* 
ぃて ’

«a;'Al〉a/B l

となり，（4. 9 ) は満たされない。以上によって ’

(4.10) ，5；==sup {« : ぶ'B, X € S«}

が存在し cC > 0であることが知られた。& が実際に達成されることはのコンバクト性から明ら 

かである。るに対応する稼動水準のべクトルをとしよざ，

まったく同様にしてあるりe に对して

(4.10) '
となる ( 3 の中で最小のもの/^> 0 とそれに対応する価格べクトルガの存在も示される，，

つぎに上で定義したあ / 3 の 問 に は 百 という関係が成立することを示そう。.そのために

(4, 1 1 ) CニB —&A
2^{618)

i-

2 " ン》プーリg の定理と妙型経済学

と定義すれば， 、

( 4 . 1 1 ) ぉ'C>0

となる非負解が^ 0 は存在しないとと力巧^される。じっさいもしがき0 が （4.11) を満たすとすれ 

ぱ

ao;®A<Caj°B

となり，がはゼロでないから一般性を失うことなくがとしてよい。よって十分小さいfi>o 
に対しては

(&+e)が A < ^ B

となり，5 の定義に矛盾する。

さて（4. 11) か非負解をもたないということから， クーン= フーリ* 定理の系によって

(4 .1 2 )

' となる2?>。が存在することになる。

ここで。の定義を用いると

(4.13) Bp^aAp

となるり> 0 が存在することに’なり，/§の定義から 

• (4 .1 4 )

でちるととが知られる。

以上を準備として，メイ'^ンモデルの均衡条件（4. 5) — (4, 8 ) を満たす解(が，P, a,め が存在す 

ることを示そう。そのためには

(4.15) (a), P,び，/3) =  (x, a, a)

と定義すれぱ十分である。じっさい

( 4 . 1 6 ) び巧'A ま 'B

が成立することはみa の定義から明らかであり，（4 . 1 4 )と白，ゃの定義より

2^ {619)
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(4.17) a A p ^ ^ A v ^ B p

となり，（4. 6 ) も満たされる。また（4 .1 6 )と（4.17) より

(4.18)

となり，(4. 7 ) および（4. 8 ) も満たされることが知られる。

5 結 び

前 2 節でクーンニフーリ：c の定理の経済学への応用例を示したが，同定理がゼロ和2 人ゲームの 

均衡戦略の存在証明などにも使用可能なことは，その標準的証明をみれば明らかである。また!^多 

面体についての分離定理の誕明にもこの定理が適用可能であることも知られる。このように， クー 

ン ニ フ ー リェの定理の経済学にとっての有用性はまことに大きいといわねばならない。
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Continuous Selection と不動点定理

丸 山 徹

経済理論の数学的な分析を進める際に，定義域の各点に対して，値域のあるIII合を対応させる，■
いわゆるmulti-valued m ap p in gを扱わねぱならないことが極めて多い。経済理論との関速で言■え

ぱ，その連続性に関する諸性質や, 種々の不動点走理などがとりわけ大切な役割を果してきた。

本稿では， しぱしぱ経済理論にあらわれるタイプのnrnlti-valued m appingから， 価の速続写
(1)

像を抽出する間題（continuous selectionの問題）に 1 つの解答を与え，新しい分析用具を供したいと思 

う。そしてその応用として, 角谷の不動点定理に比較的簡単な別誕を与える。 continuous selection 
に関する諸定理は，不動点定理の種々のヴァリエーションを得るのにも役えつが，その譲論は他の 

機会にゆずる。

. いま（X ,.めを距離空間，（F, IM I)をノルム空間としY の power s e tを P (F )’で爱わすこと 

とする。X から F へ の inulti-valued mapping (p\X ->  P ( F ) の グ ラ フ は  

2 /)fX X F /^ e .K » )}  
で定義される。( X X Y ) X { X X Y )上で実数値面数P を

<0[(», y), y^)]—mo.'K.[d{x, n/). 111/—2/11]； {x, y), / )   ̂X X Y
と定義すれぱ，<9は明らかに距離函数となる。さらに，{X, y ) e X X Y と， との距離は

[(が, y)i ^ ] - i n f   ̂ p[{x, y), ( i i , ")]

で定義する。このとき，（?，の周囲のs—開 球 (なれs ) は，

B(Gf,, e) =  {(x, y) e XXYjd^{{x, y), where s> 0
でもる。

法(1〉 先駆的な業後としてMklmel〔4〕がある。 

(2) Cellina (V  を翁照。

31{621)
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