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効 用 ® 数 の 論 理 的 基 礎

丸 山 撒

近年， ドプリュ一〔4〕〔5〕〔6〕， レイダー〔12〕 らの業績を中心として，いわゆる r効用函数J. 
め存在を保証するさまざまな十分条件が明らかにされつつある。このr  —マは，ひとり経済理論に 

とって有用であるのみならず，広 く 「測定理論」、の一環としても，また数学的な興味の対象として 

も有意義であるように思われる。

本稿を通じてIS者は完全な擬順序を与えられた读相空間を設定し，まず効用函数が存在するため 

'の必要十分条件（カントールの条件）を示す。（n )
つづいて，効用面数の存在を保!Eするいく0 かの興味ある十分条件を呈示する。その際それらの 

条件と「カントールの条件J との関係にとりわけ注意が仏われるであろう。（m )
最後に，効用商数の存在を前提として，その連続性を保誕する必要十分条件を示す。これにはド 

プリュー〔6) のレンマを援用しているが， レンマそのものめ証明は一層簡略になされている。その 

他，この節では，連続性に関するいくつかわ主題が取り扱われるであろう。（W )

諸定理の！E明に先立って，最小限必要な数学上の概念に定義を与えておく

半順ぼ構造：染合 P とその上で定義されたニ項関係®が次の条仲を満たすときP  ニくP, @ > を
. • ( 2 )

半順序構造と呼ぶ0 すなわち，すべての？)，g, 7*6 について，

1 ) V®P
法（1 ) 本節にしてはとりわけBirkhoir C1 ：) Chapter 3 を参照された、，

( 2 ) 以下，記号r A jは速言を示す論现番号， は合意閲係を示す論！!記号である。
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2) ( p ® q ) A i ( l ^ P )  - > P ^ q
3) (??©め A ( 9 © ?，）

■鎭：P  ニくP，@ > が半順序桃造であるとき,/"の部分集合Q が の 鎮 で あ る ぶ 1シ，
*"?). q e Q ( p ® q \ /Q ® p )

が成立することを言う。またこのときニ項関係© は Q の上での全順序あるいは段形順と呼ぱれ
( 4 )

効 用 函 数 の 論 理 的 基 礎
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V ® q A v ^ q のとき，？)© g と書くことにする。

order-dense： を鎖とし，Q d P とするとき，p Q g となるような任意のp, q € P - Q に対して,
e Q (v © r © Q )

が成立するとき, ( H i  において ordfeT-densさであ.ると言う。 ，

順序同形： 2 つの半順序構造く P, @ > ,  < F ,  d ) > 力；順序同形であるというのは，次の条件を 

満たす1 : 1 写像 ( pが存在することである。

ド?>, <1 f P { 7 ^ q  ‘一^ (p{V)®V>^q)) ,

またこの- を順序同形写像と呼ぶ。

以上の準備の下に，定理の叙述にうつる，■

：: i■. i 

;X咨h

レンマ 1 任意の可算鎮は有理数の鎖の部分鎮と順 ;f ：同形である.

証明） 有理数とD の元をそれぞれ

Iデ1 , .デ2 ,  }, ： {flJl, X z , ........... )

とする。任意の" について，次の 3 つの関係のうち必ず1 つ，そしてただ1 つのみがあてはまるこ 

とが容易に知られる。

(1) が め  for all レ 1,2 , 一 i
注（3 ) 記せ r v j は逃言をホす論理記ラである。 ，

U ) 半‘/i赃偶造ではもるが，全li僻 *•構; でない例として, 次のようなもめが考えられる。

例 1 . loCiの上のすべての連続傲数から成る集合M を考える，/, ffeMにっいて，/さ な は す べ て の の

に 対 し て (この-さは通'だ，のな味）の意！宋であるとすれぱ，明らかに〈M.ぶ〉は-す# 卿 ,を造であるが全順/j■，.も資
遣でない。 ，

例 2 . 1つの集 ■の部分集fホの全体ル/ を考える。Ml, M s e M についてM1C M 2 のと*  M i^ M jを け げ <'>/ < >  
は平順/ド構造であるが全順序P 造でない。 — ，ー

例 3. tが数の仓体がら成る後合N において， は ‘&が(Iで割りきれる，ことであるとすれば，〈N .ぶ〉は半 
細 れ 'もるが全順M 造でない， . ，、 ークは一

~ ~ -  7 0 ( 6 5 2 ) —— •
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効用商数の論理的墓礎

( 2 ) ダ"©:K,- for a ll *iニ 1 , 2 , …，."，" 一1
(3) ^(0«„© a;,- for some greatest £»< and least Wj w here i ,  j < J t  

次に写像Wを次の仕方で構成する。まずパa；i ) = 0 とし，

n m  case (1)
パo;„) ニ - — n in case (2) 

fk  in case (3)
ここで？'itは {デ1 ,?-2, •‘. …} のうち，ダ" が a；i, a'2, , £c„-,に対してもつ順序関係と同-^の順序関係

を炉(a?0, tpix,)… …がa；„ - i ) に対してもつ最初の有理数をとる。,2 つの相異る有理数の間には必ず有‘ 
理数が存在するから，このようなれの存在は常に保証されているL 以上のように構成された<Pほ 

明らかに / ) と有理数の部分鎮とを順序同形に対応、せしめている。（証了） .

定 理 1 (C a n to r )鎮 D が実数の部分鎮と順序同形であるための必要十分条件は，D が order- 
dゅs e な可算部分集合をもつことである

誕明） （十分性）T )が o rd er-d en seな可算部分策合ぶをもつとする。 もしのに全順序<g)に関す 

る極大元，極小元がもるとすれば，一般性を失うことなく，それらは S に属するものと仮定する 

ことができる。 レッマ1 により，S から有理数の部分鎖への順序同形写像》が存在する。次にいを , 
D に拡張する。の一ぶから任意の1 点 a：をとれぱぶがD で order-denseであることから，集 合 ' 

A^~{s € S/sQx} .'
ニ {s f  .57a;©s)

が存在する。そ し て ’ . ,
A：r{J Br — S , ん  n^Sjr ニ 0  ,

またa;はこの切断によって一意に定まる。いま，

tt ニ sup パ S) .
&ニ i n f  S)a e J5ar '

とし， による .I：の値を

I
がダ》ニ-7T(a+ ね

と定義する。このようにして構成されたゆゆ明らかにD とま数の部分鎖とを順序'同形に対応させ 

る。

(必嬰性）鎮 / ) と奨数の部分鎖とを順序同形に対応、せしめる写像<Pが存在すると仮定する。メニ

注（5 ) この定P1の原型にゥいてはCsmtOr〔3 〕pp. 133-136およびH im tington【9 ；) Chapter V とりわけpp. 4 9 -5 2を 

参照することがめ1*ぶでもる。 . .
7 1 (555) 一—ニ ^



びU ム, .，，…} を数直線上で異る有理数を端点としてもち，g による / ) の像を少なくとも1 つ含む 

ようなすべての閉区問の族とする。各 / , •か ら ゆ ,.）f がの）を選び，A ニ U めとすればルは可算で 

ある。次に，

K ニ {(£C', V ')A c', € D — A\  ahd for no X € A)
と す る と す れ ぱ ，

が© な© a/' for no x f  D  

なぜなら，もしあるシ D について，a;'© a ;© a /'が成り立つとすれば，i のつくり方から， (p{x) を 

含む閉区間 / パ i が存在して，/yC(«j(a；0 , <p{x^'))とすることができ，よ っ て 必 ず を 満  

たすが f A が存在することとなって矛盾を生ずるからである。従って, いかなる開区間（パな')， 

Or',, a //) f  i f も互いに共通点を持たない。ゆえに i f は可算-である。さらに 

■S ニ (a; e D ドX' e Diix, a/) e K\/(x\ x) e K)}
とすれぱこれも可算でもり，従って A U i 5 は可算。最 後 に が i ) で ordeiM ien seとなること 

を示そう。いま a；, i e ' f の一(A U か で ，か ゥ と す る 。 このとき，ある；c" f A U 5 が存在して 

となる。（証了）

さて次に，策合X 上で定義されるニ項関係が半順序より一般な擬順序の場合を考える。まずそ の  

定義を与えておこう。

擬順ホ構造：集合X とその上で定義されたニ項関係;^が次の条件を満たすときぶニ< X ,  ；̂>を  

擬順序構造と呼ぶ。すなわち，すべての0；, y, z e X について，

1)
2) (XT^y)へ(y：：̂z )  — > x-；̂ z  

との関係から，新たに次の2 つの関係が導かれ

な〜 " iff i.x-：̂y ) / \ { y ：̂x )
cc<y  iff (x：̂y ) A  ! iVT̂ cc)

また，

y€ X  ((X7：<y)\/iy：̂x))

が成り立つとき，擬順序構造くX,  ；̂ > は完全デあると言う。以下，完全な擬順序後造を，P. P, S. 
(perfectly pre-ordered stru ctu re )と略称する。

もる P .P . S. X の無差別クラスの集合をX /〜 であらわし，これに次の仕★でニ項関係{§)を定 

義する。す'なわち，.a, b € X I〜 について，

用 商 数 の 論 理 的 基 礎

注（6) Mff’ は Mf and only i f , の略号，r * |jは否定をあらわす論现記号である，
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効用函数の論理的基礎 ‘
'̂ xc a,ドa / € fj (が;^aj") <<~~> aQb

とのとき，次のレンマが成り立つのは自明である。

レンマ2 が R P . S .であるときくX ト , @ > は全順序構造である。

すると， レンマ1 の容易な応用によって，次のレンマを得る。

レンマ3 が & ^ 8 . で，X /〜 が可算であれぱ， ’
x~c!y <~~> u{x)<iu{y) for all ic, y ( X  '

となるような実数値函数が存在する。

証明） X ト は可算鎮を形成するから， レンマ1 より，X I 〜と有理数の部分鎮とを順序同形に 

対応せしめる写像ゲが存在する。いま，X /〜ニ {Z ,, X 2 , -，•‘•') とすれば，X ほX !〜によって分割 

されており， ‘ ，

u{x) ~ (p{X i)  whenever x c X ,
とすることによってを定義すると，これは所望の条件を満足する《 (IE了）

同様に定理1 の適用を通じて定理2 を得る。

定理 2 Z を P . P . S .とするとき，

X イy «<> u{x}<Cu(y) for all x, y € X  
-となるような実数値函数^^が存在するための必要十分条件は，XI〜 が order-denseな可算部分集 

合をもつことである。

証明） （十分性）X I 〜 が oi*der>4enseな可算部分集合をもつと仮定する。X I 〜は鎮を形成す 

るから，定理 1 によって，X I 〜 とき数の部分鎖とを同形に対応せしめる写像^ が存在する。ここ 

で X I 〜ニo a とすれぱ，これはX を分割しており，

. ニ ズ f)' whenever x e Xi 

としてを定義すれぱ，これは所望の条件を満たしている。

(必要性） aK v iUx) く iUy) for all x , y c X を満たす奨数値商数化が存在するものと仮定

する。 は鎮を形成し，またいQ 0 )ニれ(が）w h en everが と す れ ば ，

X i © X ,  <— > <p{Xi)<(p{Xs)
—— n { 6 8 5 ) ——

imWiW 園 iHMHWrSPMBRi



別証） 先に示したところから，x < y となるような任意のX, y  e X について,

注（7) Eilenberg け 〕，Dcbreu T4〕
(8 ) •'可分J 「連結J の定義について’は，それぞれK elley〔10) p. 4 9 およびp. 5 3 ,ネ_>るいはコルをゴロブニフォミーン* 

〔1。 p. 5 1 およびP. 8 2 などを参照のこと，

C 9 ) しかも後に/Tくすょうに速効;I腺数が存在する♦IV撤参照。
(10) ,

wm )

本節では，アイレンベルク〔7〕ニドプリュ一〔4〕， レイダー〔12〕そして筆者自身による3 組の 

条件群をかかげ，それらがいずれも，

x-< y  vXx)くtiXy) for a ll x, y  e X  
なる実数値函数なの存在を保証するk •十分であることを示す。また，このような実数値面数を，経 

済学の慣例に従って効用函数と呼ぶことにする。また証明に際してはとくに，さまざまな条件辟と 

r カントールの条件」との関連に注意が払われるであろう。

け） . .  (8)
定 理 3 (PlenbergrニD e b m i ) X を R  P. S . で，可分かつ連結な位相空間とする。さらに任意の 

2 / にりいて，集.合 {なe X /a：ズ2/},  ̂ X f y T ^ x )が閉集合であれぱ，効用函数が存在す(ぎ。

IE明） ズの中で稱密な可算部分集合をM ニ{ m i ,饥2,  ...... ) とし，Xぺy となるような任意のav
y  f X を考える。集合 {z £ X /2：；くが} {z e x i y j ^ z } は互いに素で亦空な閉策合である。ところでX は 

連結であるから，開猿-合

{z € X f x ^ z ^ y ] ^ ^

び义が可分であ;^ことから，

e Af(a；ィ 饥 ^

M のそれぞれの元が生成ずる無墓別クラス {/„a, /m 2,........} とすれば，これはもちろん可算で ,
上の証明より, X ト の中で ord er-d en seになっていることが知をれた。ゆえに定理2 によりて, 
効用因数が存在する。（証了） '

次に同定理に一層co n str u c tiv eに,つまり具体的に効用同数を構成する仕方で別誰を与えておぐ 

ことにしよう。

効用函数の論理的基礎 '
すると再び定理1 から，X I〜は order~denseな可算部分集合をもたねぱならない。（諷了）
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ft!号 fclj は clteurG operation を示す。

Rader〔12：) ,

*■第2可算公については , Kelloy〔10〕p. 4 8 あるいはコルをゴp•ッ= マオ一ミン〔U〕P. 8 1 を参照。 

しかも，後に示すようにj 身4 ' k な効川顔数が# 在する。n r 節参照。

75(687)

®w,- f M  (x-<m, <!y) ’. . . . ：， .'.
そこで， ' . . ■

iVXa;) ニ {"i/m,•ィ oj}

とし実数値面数

、. 1
u(q)) =  2  •一，*M•(ダ）= 0  if  NXめ=({> '

を定義する。明らかに

m x ) ^ N { y )  . '

であるから，uG c)<u(i/)。よって効用® 数が存在する。. （証了）

i
* . . .

定f f l 3 における連結性の仮定は次のような形で置き換えることができる。

定 理 4 X を R R S . で可分な位相空間とする。 任 意 の ？/ f X について，盤 合 la; f X/a;；̂が},
、 ’ (11> {がe Xly：̂x }は閉集合，しかも{ic e Xlx~<y}〜<j>であれぱy e cl{a; e Xix-<y] が満たされるとするひ

これらの条件の下に効用函数が存在する。

. '  '
証明） となるような任意の：K, 2 /6 ：̂ を考える。すると，

y ̂ [z ̂ Xjx-<z]C\c\ [z e X(z<y]

こ こ で 集 合 は 開 集 合 で あ る か ら ，開衆-合

e X}xぺペリ、キ♦ .
よって，X の可算稱密な部分集合をM = {w i, m 2 ,… … } とすれば，

パ  M  (rc-<w，•イが） ’
以下，定理 3 と同様。（証了）...

(12) (13)
定 理 5 (Rader) X を P, R  S , で，第 2 可算公现を満たす位相空間とする。さらに，すべての

(14)
y  € X についてお合{ダ(-X l y ：̂x ) が閉渠合であれば効用因数が存在する。

-証明） 与えられた位相空間り可算基をK)ぃa , . …，. } とする任 -意のがf X にろいて集合

{が € Xlx^y}
はD目集合。従ってこれは可算並のうち， <

効 用 画 数 の 論 理 的 基 礎
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O i d i x e  X l x < y }

となるような開集合の和としてまわされる。

A%) ニ  U70f〔 {a: e X /a;イ 2/"
よおき，

W(が）ニ  2 ]  な (が ）= 0  if  N iy ') ニ ホ

.と定義する 。 次にこ の マ もが実際に効用函数にな っ て い る こ と を 示す。 x < y とすれば，a ; e { 2 f X /  
従 っ て ， ，

f N(y) {X € Oi)
，そ の i に つ い て は  ，

i ^ N { x )

ゆえに， 、

N i x ) ^ M y )

-従って， .
u i x X u i y ) (証了）

効 用 函 数 の 論 理 的 基 礎

N

この最後の節では，効用函数の存在を仮定した場合，その連続性を保証する条件を吟味する こ と  

が目的である。

最初に 1 つだけ数学上の用語を定義しておく。

g a p :集合X から実軸R への写像/ について，R の非空な区間1 が / ( X )  
i が次の条件を満足することである。

1 ) ド び f / ( X ) (び 任 / )
2) a e l とするとき，

/= { 6 /« < 6 < i9 ;
for all a  f {/(x) e f(X)lf(x)<a} 
and all /? e {f{x) e f{X)!f{x)>a)

の g a p であるとは,

注( 1 5 ) 速綠商数の数学が他贸については，Kelley C10J pp. 84-87 » 照りとと。また特にことわらないが以ァの議論|こお 

いて実軸ガ（しおいて定義される 位 相 は , . いわゆる"usual topology** "̂ あ̂る，

—— 76 (秘め  ------



__効用函数の論理的基鍵 

とするとi
^なるようなものが存在する

(16) _  (17) _
レンマ 4 (Debreu) S C R とするとき，ぶから / 2 への増加函数で，そのすベてのg a p が開区間.

誰明） 閉区間〔0 , 1 〕はホと順序同形であるから，.一般性を失うことなく，ぶCZ〔0 , 1〕として議: 
論をすすめてさし'0 かえない。S の開区間でないg a p の和をアとする。あ上で通常のルベーグ測! 
度 m が定義されているものとすれば，r は 〔0 , 1 〕上の区間の可算和としてあらわすことができる, 
から可測であり，もちろん，m c n ' i である。〔0, 0 上で函数 

/(a O = a !：—w ( ! T n 〔0, x  e 〔0, I〕

を定義すれば，これは明らかに速続。 しかもVきなならば， 

f ( y )  — f ( x )  =  ( . y - w ) - 7 n ( T f ] t x ,  y ' ) )^ 0  
であることから，/ は非減少画数である。が を 广 1(りn ぶ，レ 〔0 , 1 D なる形をもつすべての非退': 
化集合の族とする。f は非減少困数であるから, 集 合 f - i ( t ) は互いに素な区間から成り， は高，

々可算個の元をもつにすぎない。それを {が，，-^2,  ...... } としよう。いま， a くb となるような任意:
の a , らf がi t をとると，必ずあるC€ H , が存在して，（1〈<3<みとすることができる。 なぜなら， 

仮 に .

5 0 (a, 6 )ニが*rUa, h)=(f>
とすれば，アn(ft, &)ニ0 , 従って，/ o o -y x tt )キ0 とよらねぱならず，矛盾を生ずるためである。d ぃ 

を I Uの可算稱密な部分讓合（このようなんは必ず存在する）とし，また9kは D kから（0, 2 -りの， 

有理数の上への増加函数とする。（ただしの4 に端点があれば，それらは0 と2-Mこ写像されるものとす- 
る。） このgだを， .

Qk{x)=̂ 0 for x^Hk "

gr*(a;)=sup {gkiz)lz c Du, z<x} otherwise 
と定義することによって〔0 , 1 〕上に拡張ずる。このように構成されたg k は非減少で, しかも値域: 
に g a p ，が存在しないことから速続でちる。次に，

パ CC) ニ 2 ]  gjtOtJ)
とおけば，これは一様収束して，連続である。

x < y な る 0；, を考える。が;fcPKaJ, またのi tは仏で稱密であるから， ^ 仏 f l (ダ, が)'，
なる iJ iが存在する。同様にして, Z2 ^ D k ^ { z u  y ) な る が 存 す る 。すると， 

gkiio)<gk(z i)<Cgk(z2)<gk(y)

注(16) Debreu ( Q X このレンマのSE明の简略化はBowm〔2〕の®:明に従う，また証明に用いられるルベーグ測庶の概念に‘- 
つい-ごは，たとえぱRoyden〔13) Chapter 3 を参照，

(17) R  は ejttended real, lino.
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従って，r(x)<^r(y)かくして，

g(x) = f(x)+r(x) -

とおけぱ，5^はぶの上での増加函数であり，〔0, 0 上で連練，非減少である。

最後にこのg が所望の性質を満たしている' ことを示そう。意に反してがぶ）のあるg a p が最大元 

ろをもっているとする。このとき，6 はがぶ）の集積点で，〔び，のn がめニ 0 と な る よ う な が  

存在する。ホに， ■

C € g'̂ ia), d = m ax g~\b) ,
とする。d ほ s の元でないがぶの染積点であり，か つ 〔e, o m s = i >ゆえに，〔らめc r である 

から / (C) ニ/ ( め他方，すべてのんについて,
' Cc, ( 0 。ど*〔0 ,  e o n ぶ= 0  

であるから， パC)ニM めゆえにデ(C)ニパめよって fif(り)ニg(めとなって矛盾。同様にしてg (S ! )の 

どの g a p も最小元をもたないことが示されで証明が完結する。（証了）

定理 6 P . P . S .の位相空間ぇで定義された効用函敦^^の存在を仮定する。そして任意の

について，{a: 6 が閉集合でちるならぱ，やはりX で定義された効用西数で上半連続なもの
(18；

が存在する。

証明） レン'"^4によって，？i ( X )からホへの増加面数grが存在して，そのすぺてのg a p を開区 

間とすることができる。そこで，

"(a:) ニ X C X
とおけぱ"もまた効用面数である。

次に" の上半速続性を諷明するのであるが，そのためには,任意の英数をにつ いて，

の〕）が与えられた位相の中で閉じていることを示せば十分である。場合を3 つに分けて証明する。

(り r^v(X)；すなわちあるj / e X について t；(が)ニ y となる場合： " -，（〔ア，00：))=：. {a: e X/yi^x} 
これは条件より閉集合。

(») で，r が " U Oの g a p の中に存在する場合：このg a p はあるんfii viX) について

<んなる形態をとる。従って，" -1 (0 , 0O〕）ニ"-1(〔从 TO〕）となり，これは条件より閉集合。

{iiO む Q 0 で，y が "Q 0 のどのg a p にも属さない場合：これにはさらに次の3 つの場合’があ 

りぅる。

1 , y ^ i n f  v {X )  : -y~'(Cr, oo]) - X
2. su p tjU O 'y  ; iTソ〔y, CO〕）ニ-

注 ( 1 8 ) この现によって，5̂ 理̂ 5 の条仲の下に上-ザ# '絞な効;鹏数の孩在が合意されることがわかる。

—— 7 8 (卿 ）—
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3. Cy, ooD=riafi*(x).«grCa, y ~ (Cy, 00〕）= (1 « (« (ズ〉.0自1>-1(〔び，ね〕）

これらの帰結から1 , 2 および3 いずれの場合もの- i ( 〔y , « 0 ) は閉集合。

( i ) ,《ii)および糊から，任意の実数y e 力について，r*(C y. o o D )は閉渠合であり，従って"は 

上半連;^であることが示された。（証了）

J ,

定理 5 と全く同じ仕方で次の定理. 6 が得られる。

定 理 6 P . R S .の位相空間ズで定義された効用函数^^の存在を仮定する。そ し て 任 意 の ズ  

にわいて， {a; eX /a ;；ざ? /}が閉藥合であるならぱ，やはりX で定義された効用函数で下半速続なもの 

が存在すろ。 ’

定 理 7 P . P . S .の位相空間X で定義された効用函数なの存在を仮定する。.このとき，やはりX  

で定義された連統な効用函数が存在するための必要十分条件は，次の2 つの条件のうち少なくとも 

一方が成り立つことである。

1 . 任意の y  e X にらいて，集合 {a; e X j x ：̂y } お よ び f X l y ：̂x } はいずれも閉ま合である。

2 . ダ，V f ズ か つ と す れ ば ， 2 /の あ る 開 近 傍 か 存 在 し て ，，

e T A x ' - < y ) ド？A  アダ- V 〉

. 効用函数の論理的基礎

IT:明） （十分性) まず条件2 が条件1 を含意することを示し次に条件1 が満たされれぱ，与え 

られた位相に関して蓮続な効用® 数なが存在することを示す。

任意の2 /6ズを考える。' まず, ’ ■ -
e X  (yr̂ x)

とすれば， •
€ X l x ~ < y 、ニ ホ , -- ■

となり，これはもちろん開镇合である。次 に ベ 2 /とすれぱ，条件2 から》のある開近傍が存 

在して， ^
V c T .(a ;V ? / )  '

このようなすべてのでf の和がかe X /ダイ? /}であるから，これは開集合である0 (itf f X\y<x\ が開 

集合であることも同様にして証明できる。以下で条件2 が条件1 を含意することが知られた。

つづいて，条件1 が満たされれぱ速続な効用函数が存在することを証明する◊レンマ4 から，な 

の增加面数びが存在して，そのすベてのg a p を R 上の開区問とすることができる。写像の合成， 

"ニ 06せ，によって得られるずX - はやはり効用函数である。ところでこのように構成された

[ 19(691)
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効用函数の論理的基礎. ♦
V は，任意の 2 /に つ い て 集 合 ざ が 閉 じ て い る こ と と 足 理 5 から上举連続である。また任 

意 の に つ い て { ざ eX /a ;；ざがが閉じていることと定理6 から， がは下半速続でももる。従って 

かは与えられた位相において連続である。

, (必要性）効屈函数^̂ が与えられた位相に関して連続であると仮定する。任 意 の に つ い て  

染合{ろe {a e Rlu(y)^a\は閉集合である。従って，任意のがf X について，Iれ X /
x：̂y). {a: e Xly：̂x}はいずれもX の閉染合である。

再び，効用函数从が連続であることを仮定する。さ ら を x < y , 従って M(aO<w{2/)であるとす 

れぱ， な(2 / )それぞれのある開近傍ん，んが存在して，

ドtt e ん (d O (2 /))
ド6 f ん (w(ダ) < ろ）

とすることができる。それゆえ，0J, 2 /の開近傍：Tさ レ f T , ^ { z  € X j u i z )  e A „]が存

在して，

ド ix ^< y)
*V f T y  (a:-<2/0 

とすることができる。（証了）
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