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社会経済システムの公平性

安 田 八 十 五
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1 . 「市場の失敗」 の意味

長い間，経済学の主題は個人が所有する限られた資源の効率的な配分の問題であると考えられて 

きた。価格システムにもとづく市場機構は「他の個人の効用を減じることなく，ある個人の効用を 

増加することができないような資源配分状態」 としてのP a r e t o最適な資源配分状態をある嵇の条 

件のもとでもたらすことのできる経済機構として経済的厚生の観点から効率的な資源配分（efficient 
allocation of resources)の方法として支持されてきた。 とくに P a r e to 最適性は価値判断から丨三丨出で 

あるとの立場をとる人々からは価格機構は資源配分の最適解を与えるものとみなされてきた i しか 

しながら，価格機構にもとづく競争的配分が数多くのP a r e to最適な配分の中から選ばれるという 

必然的な理山はなく，仮に競争的配分が選ばれたとしても，そのときには所得分配の不平等が生ず 

ることがあり，真の意味の最適性は達成されない。市場機構というのは合意にもとづく交換システ 

, — 36(555) —~̂
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隱 社会経済ンステムめ公平他

i ムであるから，最初の資源配分状態は過去からうけついだものとして，そこからの合意にもとづく 

I 交換だけが市場麵の対象にな ゥ ており，市場麵による配分結果は最初の配分状態_ く依存し 

ている。最初の配分状態が不平等であれば，配分結果も不平等になってしまう。つまり，市場機構 

は公平な分配状態をもたらすことができない。 とのような所得分配の不平等のケ一 スを経済学て、は 

市場の失敗（market failure)として経済システA の特殊ケースとして扱ってきた。効率性 （efflciency) 
.を達成す .る..^とのできる市場機構は公平性（fairiiess) ■を達成す .る'ことができないわけである.市場 

の失敗にはこの所得分配の不平等のケ一スの他にも外部経済の帰属不能のケース，費用通減のケ一 

スとか公共財のケースとかがあげられるが，これらのケースにおいては市場機構によづては効率性 

すらも達成することかできないようなケースである。 しかるに碱在の複雑な高度產業社会において 

は，公害問題，都市問題等に示されているように，市場の失敗のケースが準なる失敗でぼなく経済 

シスァ ム そことって本質的な侧 面をもっていることを意味している。 このことは資源配分の問題を市 

場機構によってとらえるのではなく新たな視点にたって社会経済シ ス テ ム (soci_ nomic姻 啦 ）の  

七く組の中で統一的にとらえなければならないことを暗示している。この新たな視点というのは効 

率性ではなく安定性 (stability)とか公平性（fairnもss> ，とかめこれまでの経済的合理性を越えた概念 

にもとつかなければならない。本稿の,目的は社会経済システムの公平性という概念を用いて価格機

構，投票機構等の資源配分の方法を評価し，公平な資源配分システムを設計するための概念的なわ 

く組を与えることにある。

2 . 効率性，安定性と公平性 

. . へ.-.'-.■ , ' 1 . ■ . • 

「他の個人の効用を減じるととなく，ある個人の効用を増やすことができないような状態」> 1 ャ  

定義される P areto効率性は市場機構と強力に結びついている。完全競争市場 <competitive m_ t)
はある種の条件のもとにPareto効率な資源配分状態をもたらすことができる。 そ し て pareto効 

率な配分状態は一見社会的にみて安定な配分状態のように思える。 しかしながら，たとえ配分状態 

| が Paret0効率性を満たしていたとしてもある少数グルーブがいつも不利をこうむるようだとする 

義 と ，その ク ル ー フだけで独立して別の組織を作った方が有利にな ,る。このようにある少数グ ル ー プ  

i が全体の組織から独立して新たな別の組織を作ろうとする動機が存在するような場合には，その社 

1 会の資源配分状態は社会的にみて安矩であるとはいえない。ィいかな右グループにとっても独立 し  

| て新たな組織を作ることが有利にならないような状態 j が社会的に安定な状態であるといえる。社 . 
1 会的安定性 （social 8taWlity)という安矩性の概念は協力ゲームの玴論におけるコァ(corG) という解 

から由来している。，コァとは「いかなる結託によっても支配されないような配分の集合」として宠  

義されている。 .；

_ _ . 37 (539)-----



社会経済システムの公乎性

社会的に安宠 (social s ta b le )ならば，全員が独立して新たな組織を作ることも有利でないから，

P areto最適にもならているが，Pareto最適であっても社会的に安定であるとは限らない。 いいか

えれば，社会的に安定な配分の集合はParetC効率な配分の集合の部分集合である。 この社会的に

:安定な配分 . (social stable a lloca tion )という概念は協力的世界■ (collusive w o r ld )における一つの解で

あるが，それは非協力的世界における解である競争的配分（competitive allocation) とは密接な関係を

持っている。搴実，競争的配分は存在すればつねに社会的に安定な配分の集合に含まれており，さ

らに主体の数が増えると社会的に安定な配分の集合は収縮して競争的配分に近づく。この命題は競

■争市場の発生メ力ニ.ズムの解明としてEdgeworthがとりあげてから最近の coreの limit theorem
としての一連の仕事がある&筆者自身は co reを economic conflictの程度を示す集合としてとらえ

(1)■.て競争市場の発生機構をeconomic conflictの decreasing processとして解明したことがある。

Gの社会的安定性という概念に加えてさらに社会的公平性（social fairness) という概念を社会経済 

シス令ムに導入したいと思う。効率性，安定性という概念は配分の結果に対応している評価である 

が，. 次に定義する公平性（fairness)は配分の事前的評価に関連している。 この公平性の概念も協力 

ゲームの理論における .va lu eという解から由来している。資源配分の問題は協カゲ一ムどしてとら 

えることができるが，その場合に各プレー1V — はプレイが行なわれたのちに生ずる結果を各プレ一 

ヤーの効用尺度に照らして事前に評価でき，それを彼の見込みあるいは期待としていだくことがで 

きると考えることができる。 この期待の中には，プレーヤ一がゲームに参加するという立場自体か 

ら得られる期待も含まれている。v a lu eというのはゲームにおける協力から得られる利得の先験的 

な評価として定義することができる。 もう少し厳密に定義すれば，v a lu eとは丨あるプレーヤ一が 

結託に参加したときの貢献の公平な期待値」 ということになり，それはある意味で協力的な世界に 

おける公平な分配と解釈することができる。v a lu eは協力ゲームに対するプレーヤ一の先験的な評 

価であるか .ら，■別の角度からみればそのプレーヤーのゲームでの力（power)を表わしていると.も解 

釈するごとができる。

以下においては資源配分の諸方法をこの公平性という視点から評価してみよう。

3 . 資源配分システムの構造

経 済 (economy)とは個人の所有する限られた资源の配合を主にとり扱うものであり，最適な資源 

配分状態をもたらすものとして価格システムに趄づく競争市場が長い間支持されてきた。そして政 

治 （politica〉 とはある社会において集合的に所有される限られた資源の生産と分配の問題であると 

して，経済とは分離して考えられてきた。たとえば，自動屯というような私的財（private goods) の 

注（1) 参考文献(15)もしくは（16)を参照のこと。 ，
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配分は経済の問題として価格機_ に諶づいて配分が決矩されてきたし , 公園めような集合財（colle
ctive goods)または公井財 （public goods)の配分は政治の問題として民主主義社会では投票システム , 
とくに多数決によって決定されてきた。 しかしながら，現代のような複雑な高度産業社会k：お’(、て 

は，経済，政治，社会の問題に明確な違いをつけることが困難になってきた。すべての問題が複雑 

にからみあっており，その配分を統一的に決定しなければならなくなってきた。.たとえば現在の公 

害，都市問題等は細格機構が有効に働かないことを尹しており，公共財の資源配分方法として価格 

機構に代わって，民主主義，すなわち投票システムが社会的意思決定機構としてとりあげられねば 

ならないことを意味している。また公害というような外部不経済を生みだす財の配分も価格機構迄

代わるものが求められている。価格システム，投票システムを含めて，資源配分の方法としては次
(2 )

のようなも■のが考え .ちれよう。.
( 1 ) 価格システムをもつ市 場 (The economic market with a pi;kje system)

. ( 2 ) 投票  、ンスアム . (Voting procedures)
( 3 ) 交 渉 （iBargaining) '；

( 4 ) せ り （Bjdding) ；

( 5 ) 独裁による配分：（Allocation.by higher authority, fiat or dictatorship)
( 6  ) 強制による配分 （Allocation by force, fraud and deceit)
( 7 ) 慣習による配分 （Allocation by custom, including gifts and inheritance)
( B ) 偶然によ .る 配 分 （Allocation chance)
これまでは（1) の市場機構が経済システムの主要な制度として支持されてきたが，最 近 で は (2) 

の役票機構が市場の失敗のケースといわれる公共財とか外部不経済財の配分に用いられるようにな 

ってきすこ。 しかしながら，現実の資源配分システムとしての社会経済システムにおいては上にあげ 

た 8 つのサブシステムとその他のサブシステムを含めた複雑システムとして資源の配分が行なわれ 

ており，’市場機構と投票機構の2 つだけで解決することには無理がある。我々は統一的な視点に立 

って効率的，安定的かつ公平な資源配分システムを求めなければならない。

4 . 公平な配分と競争的配分との関係

交換経済システムを協力ゲームとしてとらえたとき，競爭的配分は core (安定な配分の集合〉につ 

ねに含まれており，主体の数が増えると co reは収縮して競争的配分に近づくという関係があった。 

これに対して value (公平な配分）は有限人の市場では競争的配分とは必ずしも一致していなく，き 

らに co reにつねに含まれているという保証もないが,主体の数が非常に大きくなった極限市場に

注（2 ) 安丨1丨(12)及 び Shubik ( 1 0 )を参照の土と,

39(541)
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社会経済システムの公平性

おいては v a lu eは収束して競争的配分に一致するという命題を主張することができる。 この事実は 

極限市場における完全競争がここに定義した意味で公平であることを意味している。 この命題は一  

般的な交換経済において証明することができるが， ここでは簡単なEdgeworth型の市場において 

証明しよう。

4 . 1 . Edgreworth市場のモデル

2 種類の財と2 つのタイプの主体をもつエッジワース型の市場を考えよう。各主体は選好と初期 

配分のちがいによって2 つのタイプに分かれているものとする。タイプ1 の主体 i は初期手持（ル， 

0 ) をもって市場に参加し，その選好は効用函数V h も) = 财1•(抑，yd +  Z i によって表わされるも 

のとする。 ここに阶，队はそれぞれ第 1 番目，2 番目の財の数量を表わしており，Zt. は初期手持ち 

か 0 であるように規準化された自由に転移可能なある種の貨幣（paper moneyとよぶ，正，負になり 

うる）の保有量を示している。同様にタイプ2 の主体 j はび (も，y jf zs) ^ u K ^ ,  Vji +  Z jなる効用函数 

をもちその初期手持ちは（0, b j ) であるとする。各タイプはそれぞれw人，w人の主体から構成され 

ているものとする。<  はともに凹（concave)かつ 2 階微分可能なものと仮定する。 このよう 

な主体から構成される市場をEdgeworth型 の （m, n ) 市場とよぶ。 この市場を協力ゲームとして扱 

うために次のような特性函数を導入しようい

( 4 . 1 ) v(S, T)=M ax [ & ，•(％ 2/,) + 2  ys)} for all ScM, TC N
ここに最大化は罗《, • + ち ah 2 2 /. +  X]め= 2  b j かつ而，Xj, yh y j > 0 という条件のもとに 

行う。 _ _
われわれは簡単のためにすベての主体の効用函数が同じで我 y .)^Z iという形をもっているヶ 

ースについてとり扱うことにする。 ここにも•は貨幣の初期水準からの純変化を示している。 さら 

にタイプ 1，2 の主体はそれぞれ同じ量の初期配分（a, 0), (0, 6) をもって市場に参加するものふ想

各主体は，等しい選好をもっていると想定したので結託に対する全効用は結託のすべての虫体に 

同じ量を与えることによって最大となり，特性函数は結託のメンバーの数（s, t) のみに依存するこ 

とになる。 し s，t は結丨1モ（S, T )のタイフ 1，2 のそれぞれのメン.パーの人数を示十ふれゆ少 

(4. 2) v(S, T) ~v( s ,  t ) かつ

v(s, t)u(aa, tb)
を得る。 ここにの t は結託 (S, T )の相対的構成を示している，す沒わちび- s/(s + 0 パr = l 一び 
(s + 认 こ の (m，n ) 市場全体の相対的構成 (r, d ) は y ^ m K m + n ) ,  d ^ l ~ Y ^ n / ( m - \ - n ) で与えられ 

^0 ■

, — 40 (5ぬ）-—

”知，

4 .2 . 競 争 均 衡 解

市場の対称性と効用赚の _ によって，Pareto効率な配分はすべての主体に（m 撕 な る 配  

分を与えることによって達成することができるから，競 争 的 価 格 （c卿 etitive price) は，

(4 7J ^  = du(7af db)ldx (第 1 財）

(7cv=du(ra, db)/dy (第 2 財)
でなければ ,ならない。ゆえに競争的帰属 (competitive im pu tation )は 

db)+ 8anx — dbny (タイプ 1)(4. 8) j
{o)2=u(ya9 8b)+ybnv~ yanx (タイプ 2 )

によって与えられる。 しの式において，第 1 項は最終的配分に対する効用であり，第 2 項は初期配 

分を手離したことから得られる収入であり , そして第3 項は他の財を買うことによって支払った支 

出額を示しでいる。

効用函数^■は必ずしも厳密に四 (strictly con cave)でないから， (ya, db) 以外にも競争的配分は存 

在しうる。 しかし競争伽•格及び競争的帰属はuniqU eである。w ， n が固定されており,/eが動く 

繰り返し型の (km, k n )市場においては，競争的帰属（奶，0}2)は市場の規模んに独立であり一定で 

あることに注意しなければならない。 ■

4* 3 . 公平な帰属の定義

市場の公平な帰属はg a m e の valu e として定義されるが，ある主体のvalu eは直観的にいえば 

すべての可能な結託への限界伽値の平均値として表わすことができよう。 もしくはランダムに選ば 

注（3 ) 証明は勒咕する，Yasuda (16)を参照されたい、

 41(543)-----
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定 理 4.1 , v(sy t )は次の条件を満たしている。

(4.3) バ0, 0)= 0
(4. 4) superadditivity;

s , n s 2= o , t , pit2= o, s„  s zc m , Tb t 2c n
ならば，

v(sx, h) +v(s2, t2)<,V(Si +  S2, 幻+  “）

(4.5) •Ks, t)は （s, t ) の凹函数である

(4.6)
♦ 。 は 1 次同次である，すなわち任意な整数んに対して

v(/cs, kt)  =kv(s, t)
条 件 (4. 3) と （4 . 4 )は函数 ‘ひが von Neumann= Morgenstern型の協力ゲー

を示す。
ていること



社会経済システムの公平性

れ、た結託におけるその主体の期待限界伽値（expected marginal w orth)と矩義するととができる。か- 
く して，各主体の v a lu eを次のように定義す右ことができる。

(̂S —1 , 0 ] ( タイプ 1)(4. 9) ] S9< [v(s, t ) ~ v ( s ,  i —1 ) ] (タイプ2 )

同じタイプの主体のv a lu eは同じ値となるから，火= 01， と書くことにする。

ここに s は averaging operatorを意味しているが，それは 1 から（w + w )までの規模の結託が1/ 
( m + n ) の確率で起こり，同じ規模の結託は同じ確率で起こるような確率的期待姐のoperatorとな 

っている。operatoi，£ ^ y m+„(s, t) =  ( s +  t — 1)! ( n i + n —s — t ) l / (m + n )l  であるよ.うな係数を意味し 

ている。v a lu eの公式は確率概念を用いずに対称性，効率性及びゲームの加法性という3 つの公理 : 
系から導くことができる（数学付録1参照)。これらの公理とvalueが特性函数のみに依存しないと 

いう' ことから v a lu eは 結 託 力 (coalitional power)から坐じる利得の公乎な分配 (fair division)を 7T<: 
していると解釈することができる。

Theorem 4. 2. v a lu eは次の 2 つの性質を満たしている。

(4.10) Pareto 効 率 性 （Pareto optimality);
2  + 2  d>j=v(.m, n)

( 4 . 1 1 ) 個人の合理性 （Individual rationality);
U i > v a ,  0) vi  € M
U > v ( 0 , 1 ) vi  f N '

証 明 （4 .1 0 )は v a lu eの公式を計算することによって導くこともできるし，または公理系にも. 
どれば仮定から明らかということになる。（4.11) は特性面教 v(s, t ) の superadditivity.から求め . 
るととができるン（Q.E.D.)
初期配分の数値と効用函教の具体的な形状を与えれば，v a lu eを具体的に計算することができる。.

. .: - 1 .：

4.4公平な帰属の収束定理

いよいよ主体の数が変化したときのv a lu eの行動を調べることにしよう。v a lu eは市場の規橫 

On, n ) の変化とともに変化するから，

(4.12) n ) = s  [D,(s, t)],
と表わすことができる0 ここに s は averaging operatorを示し，

値 (marginal worth)
Di(s, t ) —v(sf t) — v ( s —l f t)

を乐す。

, —— 42 (5祝 )

D ,( s ,ひ は 結 託 (s, t ) の限界伽.

5:
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Hi(S, t ) をfeirB (s, t ) の微分的限界価値（differential marginal worth)として次のように楚續する

(4.13) Hi(s, t)~dv(s, t)/ds

=u(<ja, Tb) +  T a ^ ^ ^ - T b ^ ^ - ^  ox dy
微^;的限界価値は競争的帰属と密接な関係がある。実際，結 託 （s，D の相対的構成（の T) が (y,の 

に近ければ4 それは蕊争的帰属に近づく。 とくに Hl(m，n)=dv(m， n ) /d sは競争的帰属奶と一致  

してぃる。

限界価値 D，(s, t) と微分的限界価値とは碑のような密接な関係をもってぃる 

D^s, i)= H ,(sJ t ) - 0 ( l / ( s  +  t))
かくして，限界価値が競争的帰属と密接な関係があることがわかる。 s +  t が大会くなり，さら 

に （の て、 が (Y， 3 ) に近づけば，限界価値 D丨(s, t ) は競争的帰属y 丨に近づく。 m + n が十分大き 

ければ，ほとんとすへての結託は大きくなり丨さらにそれらは（y, § )に近似的な構成になる。 これ

は確率論における大数の法則 (the law of large numbers)の別型式であることから保証} ることが'^、 
( 4 ) .

きる。以上述へたことによってvalueの収束定理の成立が示されたことになるが，もう少し厳密に 

証明してみよう。
. ： ' ... ' ' . . . い. . :  ■.

任意な正数 包 が与えられたとき任意な（n + w)>(7i+m)e に対して少くとも 1 一s の確率によハて 

ランタムに選ばれた結没6か |D!(s, t )~ o )x \< eを保証するような十分大きな規模s + Z と （ア，8) に十

分近L、相対的構成（の r ) になるように正数（n + m h を選ぶことがで含るゆえに ,' ■-.....
(4.14) ^i(m, w)=(l-e)Cffl, +  5(m+??.))+£K1(w +«), for all (w+w)

ここに防 m +K )K e，か つ K ^ + t j ) は除かれた結託， すなわち， 生起確率s が非常に小さぃか 

( U ) と非常にへだたってぃる構成をもつような結託に対する限界価値D〗(s, りの適当な重みつ各 

平均を表わしてぃる。
• - - ' ' ： 

もしも K i(m + « )が有界であることがわかれば，あ(饥，《)—&>1(饥+ パー>oo) と結論するこルがで夯

証明は完了する。

K i(w + k )が有界であることを示そう。 K d w + n )の下界が !;( 1 ,0 )に な る こ と は D, の定續と 

superadditivity及び特性函数の一次同次性とからただちに得ることができる。（数学付録2参照)
の上界は直接に求めることはできなぃが，次のような tr ic k を用ぃて简単に求めるこ

とができる。

v a lu eも競争的帰属もPareto効率であるから，. . . . ；

(4.15) mipiim+ n) +  n ^ im + ?i) =  mo)i -I-non for all (ni, n)
KKw，n ) の下界が v ( l , 0 ) であるから，lim in f> (w , n)>a>すなわち， 数 列 {み(叫 n) \の下極限

注（4) Feller ( 4 )などを参照されたぃ。
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は W,以下にはならない。ゆ え に （4 .1 5 )より，lim sup ♦抓 n ) < w 2B v a lu eの宠義 i  (4.10) 丨こも 

どって，秘 m, n ) に対して上と同じ操作を加えると，Jim sup 0i(w, ^ ) < « ,及 び lim inf ^2(m, n) 
>u>2 を同様にして得ることができる。このようにしてvalue n ) が競争的帰属⑴に収束する

ことが示されたことになる。
- ' .

5. 投票システムの公平性と不安定性

集合的な資源の配分は市場機楷によっては失敗となり効率性すらも達成することができなく，こ

れまでは市場機構と並立する代表的な社会的意思決定機構である投票システム， とくに多数決によ

って決定されてきた。 1 人 1 票という直観的な公平性をもち，五十一人が四十九人を支配する多数

決原理を正当化する根拠は政治哲学的な視点に立てば存在するのかもしれないが，経済的な資源配

分の方法の一つとして評価する場合には，効率性，安定性及び公平性という観点から多数決システ

ムを評価しなければならない。多数決という投票システムを単純化して，多数決ゲームとして考え

てみよう。ある社会の資源配分に関する決定は総数れ人の主体のうち；人 く l ‘ n) 以上の賛成

_が得られるときに，社会的決定として採用され，その烤定方式にもとづいて資源配分が決定きれる

ことになる。ゆえにこのゲ一ムの特性函数は，

f 1 ……•••…l < s のとき( 5 . 1 ) =  |10 ...............Z〉s のとき

こ こ に s =  | S |は結託S の主体の人数を表わす。

Iくれのとき，社会的に安定な配分，すなわちコアが存在しないことは直観的にも明らかであ

実際，いかなる配分状態に対しても多数派を作ることによりそれよりもよい配分を実現することは

可能である。 l =  すなわち全員一致のときのみ多数決が有効であるようなゲームではコアが存在

する。 しかし こ の ケ ー ス ではすベての配分がコアに含まれるから，すべての配分が社会的に安定と

なり，最終的な配分は各主体の交渉による決定に委ねられてしまい，多数決ルールによって唯一つ

の最終的な決定を行なうことができないわけである。全員一致というのは多数決とはいえないから ,
一般に多数決ゲ - ムにはコアは存在しない，いI 、かえれば，多数決は社会的r 安定でなV、社会的意

思決定の方法であるということができる。

多数決ゲ一ムの公平な帰属，すなわち va lu eはこのゲ一ムの対称性からすべての主体に対して等

しくか= l/w for a l l ゼe N であることが容易に知られる。すべての主体にとって多数決ゲームの

先験的な評価は等しく，結局，多数決が公平な社会意思決定の方式であることがわかつた。

以上の結果を翦約すると次のようになる。多数決という投票システムは公平な配分を各主体に与

注（5 ) 付録3においては3人ゲームの部純多数決ゲームにeweが在在しないことが前:明されている4
—  44 (346)
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えるか社会的には不安定な社会的意思決定の方式である。

最近，都市问題等にみられることく公共財をめぐる配分とか公寄などのv、わゅる外部不経済を出 

す資減の配分の力法に関して従来の市場機構では最適な配分を与えることができなく，それに 

って投票機構が援用されなければならないというようなことが主張されているが,投票シ ス テ ム に  

は上に述へたような社会的不安定性と公平性という基本構造をもっていることを念頭において分析 

を行ない現実システムに応用され )^ければならない。

' . . . .. - . . . . . へ

6. 経 済 と 政 治 の 戦 略 的 構 造 の 比 較

多数決という政治システムは公平性をもつが社会的に不安定であるという構造がわかった。一方， 

市場機構に代表される経済システムは社会的に安定ではあるが，公平な掃属は資源の初期の配分状 

態に強く.依存してしまい，公平な社会的意思決定の方式であるということを主張できない。 このよ 

うに考えてくると.我々の社会経済システムの2 つの基本的なサ ブ . システムである絰备シ ス テ ム と  

政治システムの間には基本的に異質な構造があるよ うに思われる。経済システムは社会的には安定 

だが公平性を欠き，政治システムは社会的には不安定だが公平性を有している。

現実の社会システムは経済と政治を軸にしてその他のシステムも含んで，それらが狻雑にからみ

あっており，いわゆる多兀多階層の複雑シ ス テ ム （complex system )になっている。

' ■ ■- '

7• お わ り に

われわれは資源配分システムを協；/ jゲームとみて, その協力ゲームでの公平な配分をva!u e を用 

いて定義し，社会経済システムの公平性について考えてきた。市場機構は主体の数が多い理想状態 

においては公平であるが，通常の主体の数が少ないときは完全競争でも公平でないことが示された 

一方，市場機構とならぶもう一つの代表的な社会的意思決定機構である投票機構は公平ではあるが， 

社会的には安定でないことが示された。 ここに経済と政治の遨本構造のちがいをみることができるa 
現代の高度産業社会は複雑なシステムであり，市場機構と投票機構p  2 つの赍源配分の方法だけで 

は不十分なことは，公害問題，都市問題等に如実に示されており，資源配分シスデムという統一的 

な立場に立った資源配分の方法が望まれる。さらには，その方法も効率性，安矩性，公平性>丨，、っ 

た伽値基準の他に，自由とが参画とかの驻準にもとづいて選択されなければならないのかもしれな 

い。いずれにせよ，今後の研究が待たれる。 ヽ ，

45(5^7)
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数 学

过 録 L 公理系からのv a lu eの誘導.
本文においては確率的にShapiey v a lu eを導いた。

そこでの装本的な考え方はplayerの参加形式における 

次のような具体的な意味をもっていた。れ人のplay er 
全体が次のようにして大結託をひき起こしていく。ま 

ず, . だれか1 人の p】a y c r から始めて，つぎつぎに1 
人ずつ結託に引き込んでいき，最後:には p〗aye r 全体 

の大結託に到達する。各々のPlaye rを結託に引きこ 

んでいく順序はまったくランダムであり••すべての順 

序が等確率で起こる。ある1 人の p layerがある結託 

にひきこまれるときには, 彼の参加がその結託に••及ぼ 

す貢献にみあう値が, : 彼への報酬として与之られる。 

そうするとP〗ayer i の期待できる利得の期待値は

に等しい。ここにr«(s) は

yn(s)=(s~ l)!(ti~s)! /?t!
である。

Shapleyは最初の論文(6 )では，このような確率的な 

考え方を用いないで*対称性，Pareto最適性及び独立な 

gam eの valueの加法性の3 つの公理からvalueの公式 

を導V、たのである。これを要約して簡単に紹介しよう。

Shapley value ^«[^]は player i か game に対して 

もつ先験的(a priori)評価であるが，playerといっても 

外に表われる彼の固有名が重要なのではなく， Play er 
i がそのゲームの中で果す役割こそが重要なのである。 

各 playerへの命名（labeling)は任意であるから，番 

号のつけかえによっても_game■の本質は不変に保たれ 

るべきである。この性質（対称性）が第 1 の公理として 

要求される。

U を player全体の集合とし，t t を U の要素の間の 

1 つの順列■ (permutation)..とする》S c r U のとき，順列 

71による日の像を於で表わレ，

S c r U に対して JT0(7rS)=V⑶
によってgame n vを矩義する。そうすると対称性の 

公® は，

公I L k  [対称性] U の獎素の任意の順列冗と，任 

意の Player i に対して

(A 1 .1 ) K̂lnv']~ l̂v']
次に. すべてのS g U に対してv(S) =  v(SH N) と 

なるようなU の部分集合N を，game v の 1 つのキャ 

リア一(carrier)という。carrierを含む染合はすべて

付 録
. ' '  ■' > 

carrierであり，.それらのv の値は,同一である。また， 

すべての S g U に対してパS/N)=$(O) = 0 であるか 

ら，Nに対してv は加法的である0 すなわち， 

v(S)=^(SnN)+v(S/N) 
carrierという概念の導入は，p la y erのゲームにお 

ける役割を重視した考えである。carrierの外にいる 

p layerは，いかなる結託にも何の貢献もしないから* 
g a m eめ play .に何ら直接的な影響を与えない。

公理 2 . [効率性] v の任意なcarrier N に対して 

(A1.2) S  ^.M=v(N)
'これは value .......，タ" W )が game の

全産出w(N)の分配であることを示している。game 
が本質的（essential)ならば， ■という悲観的 

な評価があり得ないことを意味している。すなわち，

各 playerは残りのp]aycr全部が彼対抗して協力す 

るであろうと悲観的に想定するこどを排除することを 

意味している。

3番目の公理は2 つ の g a m eの和（sum) 
superposition)という概念に関速している。互いに独立 

な r u leをもつ2 つ の game v, w が p la y erの集合そ 

れぞれQ, R の上で定義されているとする。2 つの 

game の和（sum) を TGQURに対して（v + w)(T)=t; 
(QflT)+w(RnT)によって，QURの上で定義するこ 

とができる。そうすると 

公理 3 . [加法性] 2 つの game v, w に対して 

(A l.3) w + w]= +  ̂ [w]
すなわち,互いに独立な2 つの gam eを重畳するとi 

.和 game の .value は，成分 game の value を player 
ごとに加えたものである。

この3 つの公理から，v a lu eは一意的に.決定するこ 

とができる。まず， 3 つの lem m aを証明し，それを 

用いて，v a lu eの公式を年える定理を証明する。

lem m a1 .L N が game w の有限なcarrierとする。

(A 1.4、. . ^<W =0 for vt § N  
証 明 V“ N をとる。N もN U W も carrierであ 

り，$(N>=v(NU⑷）であるから，公理2 により

S  A M ニS  ゆえに Mv] = 0
( 3 ) .

まず最初に特殊な対称供1̂  (symmetric gam e)を考 

え，その g a m eの v a lu eの公式を港いてみよう。任 

意な R ^U , Rキ0 に対して. g am e训を

46(6^5)
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(A 1 .5) vr(B)-

(A 1.6) ^ [ ci/r]-

f l  .S2R
lo ................S $ R

によって定義する。c ^ O に対して，突数値集合商数 

でv s も g a m eであり，R は i つの carrierである。 

lemma 1 .2. c^O, 0<r<co とする。i e N  に対し 

て game cvR の valu eは次のように考えられる。

fc/r,   i  e R
10,  t R f

証 明 R G N として一般性は失なわれない„ i とゴ 

をR の中にとる。j tR = R か つ ju = j のような順歹()„ 
をとる。すると，；rvn =  v丨i であるから，公理1 により，

= <}>̂1 [ffCiiR] = ̂ j\_cvvl\
である。R はgame c v r の■ carrierであるがら，公理 

2 にょり ’

2  ^ [ ci>r] — CVr(R) = C
したがって，r U c V n l ^ c となり，結局

^IcvrI^ cJt を得る。 (Q.E.D,)
次に game v を対称game v rから合成するlemma 

'を夺える。

有限な carrier N をもっ任意な game 
v はi 対称 £fame v r の線型結合によって表わさ 

れる。

(A 1.7) V— S  cr(v)vr 
r+o

係数 cR(w )は v に依存しN に独立で，

(A1.8) cR=  S  ( - lX ^ K T )
によって与えられる。

証 明 任 意 な S S U に対して，

H S ) =  2  c r (v)v k (S)

Ii十o
となること食証明しなければならない。.
任 意 な に 対 し て ，

”  ，、 （A1. 5) (A1.8)
S  cr(^)i；r(S) =  S  cR(y) =  U  H  ( - H ( T )  nlo 腐 獄 Tび

〈和の顺序の交換による）

ニ ！ ( -  TCS TCHCS
r の動かし方は^ = 0 通 f; の糾合せがあるから

『 ね ) ]
以下の所では0 になるから，かっこの中はs =

^v(S)
となる。一般に，S に対してはR , したがってNが伽

の carrierであるから， 

の(S)=K N (1S) Xj CR(w)WR(NflS〉:KCNK+O : 2  r̂̂ r(S)UCNR̂ o
が成立する。 *
定S L i i l 有限な carrierをもつgame v に対して， 

公理 1〜3 を満足す.る value function ♦がただ1 
つ存在する。

^ iW = ^2^yri(s)[v(S)—t;(S— U))] for v i e V
ここにN は.v の任意な:ja fr ie rであり-, 

rn(s)EH(s - l ) ! ( w- s) ! /M] である。

証 明 lemma 3 と公理3 から也0 ] : S  t̂Ccp.VR]RCNR+0
lem m a 1 と2 より

I S  cr(v)lrhhi]- i N  
i e N

te h
( A l .8 )を用いて

2 Nc ^ ) / r ^ s l ( 2 R+>j)(^i)«--M S)KR »GS ，•をR
: S  (̂S) 2  i ( —i)卜》+ I] v(S) U  —( - iy -  ?pckN s台 包 げ 、，6K ScR SUJf.JCRSCR

バS)p  一 ど ⑶ . y i W(S) SCN 1\ SGN /?! —1\
，6snl s - l /  i.Wぺ s  j

この最後の等式は

=0 ( m  +  s) (ん+ s ) (’A+s —1、 s —1 j
ゆえに

( ~ i y

による。

また y„(s)= .

^1)

は明らか。

、 - 1ノ （Q.E.D)
次にValueの性質を証明抜きに系の形で述べておく。 

基 :k すべての“ U に対してA M — (⑷） 

等号の成立はゼ.がダミ . 一 (dummy),すなわち，• 

すべてのS 3  € に対して< S )= ^ (S —{幻）fv((i})  
のときに限る，

系一2., でが•分解可能（decomposable〉ならば，すなわ 

.ち，五いに素な carrier N<”，N (2丨-  N (p) をp
もつ game w°\ w{2), ........, %o<p)で =  り

であるようなものが存在するならは* ,.各 A = 1，2, 
•••‘“p に対して

—麵

A7(649)
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for vi e W k)
となる。

系 3. game v と w が晚略的 に 同 等 （strategically 
equivalent),すなわち， w — cv+ a  (c〉0)

ならば

M  w] =  c ,̂[t>]+ a({i}) for v《eU  
系 4. v が定和ゲ一ム，すなわち

v(S )+ v(U -S )= v(U ) vS c U  ならば

も!> ]= 2  [ 2  y„(sM S)]—KN). v“  N
S 3 ， ‘

ここにがはv の有限の，carrier.
次 に v a lu eの幾何学的な意味を調べておこう。 

A={a| S  a.^vCN),
と定義すると，公理 2 と系1 より. 例> ]e  A は明らか。 

v が坪本質的ならばA は 1 点集合例^ ]= 办⑴),……,公 

( M ) }になる。 v が本質的ならばA は 1 次元単体

になる。A の中心 (centroid)を 0—if l i ,  ク，i ) とする

と，

また3 人ゲームに対しては,

ie N
最後にいくつかの例によってv a lu eを実際に求め，さ 

らに♦ ヒ 0 ヒの位置関係を示してみよう。

例 1 . 2 人ゲーム，定和 3 人ゲーム，非本質的ゲ一 

ムに対しては0 ニ0 である。実際2 人ゲームに対して 

は，. .
~ -~{v{\2) — v(2)] + ★ W l)—r(0)]
= 七 [v(l 2)十 (̂1)ー丨(2)]

=v(l) +-^-[v(12)— v(2)]
同様にして

么 M = t<2)+知 (12)-钒1 ) -从2)]
である。

.とくに2 人舉和ゲームならばA 0 X 1 ) = —A O  ] が 

m in-m ax値に等しい。これは Shapley v a lu eが min- 
max v a lu eの一般イ匕になっていることをホしている。

可 W + , ( 1 2  卜  V(2)) +  , ( 1 3 ) i ( 3 ) )

+  1
W l23)-v (23))

などが得られる。[0 ,1 ]正規化した一定和3 人ゲーム 

の特性函数の値をこの式に代入すると，6  =  1 / 3 を得, 
同様に么= あ= 1 /3 を得る。このゲームの完全な対称 

性を考えると，v a lu eが先験的な評価値として確かに 

望ましい値となっている。

付 録 2.
特性興数の superadditivityを用いると，

v(s, t ) —v(s — e, t)^ v(e , 0) for ve > 0  . . ' へ' 
ゆえに， 1 次同次性を用いて，

v(s, t) — v(s — s, t ) 、 如(e，丨 :v(l，0) for ve > 0
ゆえに,

d < s ' l ) - l im  ° ~ r(S~ e, 0)C-+0 5
8v(s, t)

ds
これと，H,(s, t) ds 及び D,(s, t)~
O a K s + 0 )とを用いて， K,(抓, « ) X 1 ，0 ) を得る。 

付 録 3.
71 =  3 の単純多数決のゲームの特性函数は 

j" « )= 0  for all i  =  \ , 2, 3 
\ v a ,  2 )= v (l, 3) =  v(2, 3 ) - l  
U l , 2, 3 ) - l

で与えられる。 co r eは Z ^ 'fX S )  for a l l S C N なる 

帰属として定義されるから，この3 人ゲームでは 

» 0  i  =  l , 2, 3
Xi +  X2^1, Xi + X3^：l, »2 + a；3^1

なる帰厲（ね> 0，イ=1，2, 3 かつぬ+a：2 + a：3く1 )であ 

る。第 2 式をすべて加えるとぬ十ぬ十ぬ> 3 /2 を得る 

が，これはぬ+ »2 + ぬ< 1 'に反する。 ゆえにcoreが 

稃在しないととが証明された。
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