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西 牟 田 　 祐 樹＊＊

乗法的論理結合子の一般化と証明網
について＊

On a Generalization of Multiplicative Connectives and Proof-nets

Yuki Nishimuta

This paper offers a survey of the theory of multiplicative generalized connec-

tives, which was introduced by Danos and Regnier in 1989. Girard introduced a

proof-net in (Girard, 1987). We think that one of the most important theorems

in proof-net theory is the sequentialization theorem in (Girard, 1987). We think

that an important open problem in generalized connective theory is an extension

of the sequentialization theorem by the generalized connectives. We give a brief

overview of this problem in this paper.

1. 序論

線形論理は 1987年に J.-Y. Girardによって導入された論理である（Girard,

1987）．Girardは自身のサーベイ論文の冒頭で次のように語っている．

線形論理は代替としての論理ではない．そうではなく線形論理

は通常の論理の拡張と見なされるべきだ．なぜなら古典論理や直観

＊ 本研究は慶應義塾大学博士課程学生支援プログラムの助成を受けたものである．
＊＊ 慶應義塾大学文学研究科哲学専攻博士課程
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主義論理の論理結合子を変更する望みはないのだから．線形論理は

新たな論理結合子を導入するのだ（Girard, 1995, p. 1，引用者訳）．

ここで述べられている「新たな論理結合子」には乗法的論理結合子

（Girard, 1987）と呼ばれる二つの論理結合子が含まれている．本稿では

Danosと Regnierが 1989年に導入した一般化乗法的論理結合子（Danos and

Regnier, 1989）を用いて「線形論理は新たな論理結合子を導入する」とい

うことの意味を乗法的論理結合子に関して（Girard, 1995）よりもより一般

的な観点から明らかにする．具体的には，乗法的線形論理と呼ばれる線形

論理の部分体系上では 2 項の乗法的論理結合子の組み合わせでは定義す

ることが出来ない無限個の論理結合子が構成出来るということを示す．そ

して一般化乗法的論理結合子の概念を用いて（Girard, 1995）では明確に述

べられなかった，なぜ古典論理や直観主義論理の論理結合子を変更する

望みはないのかということを明らかにする．一般化乗法的論理結合子1) は

（Danos and Regnier, 1989）で導入されてから近年に至るまでほとんど研究

がなされてこなかった2)．そこで，我々は一般化乗法的論理結合子につい

て出来る限り形式的でない解説を行い，その後に先行研究では述べられて

いない幾つかの一般化結合子の性質を明らかにする．

線形論理が論理結合子の概念に与えた影響は新たな論理結合子の導入だ

けではない．ジラールが（Garard, 1987）で導入した証明網（proof-net）の

概念は推論規則に依らない論理結合子の定義という新しい論理結合子の

見方を与えた．証明網というグラフが与えられた時，そのグラフから（帰

納的な）証明図を構成することはシーケント化と呼ばれる（Girard, 1987）．

ある論理体系でシーケント化が成立する（証明網から証明図を構成するこ

とが可能である）ことによって証明網上の論理結合子の概念と伝統的な証

明図上の論理結合子の概念が関連していることが保証される．それ故に

シーケント化の成立は極めて重要である．線形論理の様々な部分体系で
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シーケント化が成立するかという問題は乗法的線形論理や他の線形論理の

部分体系に対しては解決されていた（Girard, 1987; Girard, 1996）．しかし，

乗法的線形論理に一般化乗法的論理結合子を加えた体系でシーケント化定

理が成立するかという問題は未解決問題である．本稿では最後にこの未解

決問題について概観する．

本稿の構成は以下の通りである．第 2章はまず構造規則に注目して伝統

的な論理の盲点であった乗法的論理結合子についての解説を行う．第 3章

では乗法的論理結合子を一般化し，線形論理の部分体系には従来の論理体

系では見過ごされていた無限個の新たな論理結合子が存在することについ

て述べる．そして，（Girard, 1995）では明確に述べられなかった，なぜ古典

論理や直観主義論理の論理結合子を変更する望みはないのかということを

（Danos and Regnier, 1989）の分割という概念を用いて明確にする．第 4章

では証明網の理論の解説を行い，一般化乗法的論理結合子のシーケント化

の問題について述べる．

2. 構造規則と乗法的論理結合子

伝統的な論理である古典論理と直観主義論理には構造規則が含まれて

いた（cf．図 1）．実は構造規則は論理結合子の概念に影響を与えているの

である．古典論理を使ってこのことを説明することにする．本稿ではシー

ケント計算に関する基本的な知識を仮定する（cf.（Takeuchi, 1987; Okada

1998））．

� Γ （弱化規則）� Γ,A
� Γ,A,A

（縮約規則）� Γ,A

図 1 古典論理の構造規則

まず初めに図 2の二つの論理結合子&と ⊗（“&”は “with”と呼び，“⊗”

( 31 )



乗法的論理結合子の一般化と証明網について

は “tensor”と呼ぶ）を考えてみよう．この二つの論理結合子&と ⊗が何を
意味するのかはとりあえずは無視しよう．&規則に注目して分かることは

Γの記号が前提では二回現れているが結論では一つに減っていることであ

る．そして前提の二つのシーケントに同じ Γが含まれていることである．

今度は ⊗ 規則に注目してみよう．気付くことは今度は前提に Γ が二回現

れているのではなく異なる記号 Γ と Δ が現れている．そして結論に一つ

ずつある Γ と Δ は前提にもそれぞれ一つずつ現れている．これらの特徴

は構造規則と密接に関わっている．

� Γ,A � Δ,B
(⊗)� Γ,Δ,A⊗B

� Γ,A,B
(�)� Γ,A�B

� Γ,A � Γ,B
(&)� Γ,A & B

� Γ,A
(⊕)� Γ,A⊕B

� Γ,B
(⊕)� Γ,A⊕B

図 2 乗法的論理結合子と加法的論理結合子

二つのシーケント � Γ,Aと � Γ,Bが与えられたとしよう．これらのシー

ケントに ⊗規則を適用すると � Γ,Γ,A⊗Bを得る．ここで縮約規則を適用

すると � Γ,A⊗Bを得る．この結論は & の結論と同じ形である．今度は二

つのシーケント � Γ,Aと � Δ,Bが与えられたとしよう．ここで弱化規則を

適用すると � Γ,Δ,A と � Γ,Δ,B を作ることが出来る．これに & 規則を適

用すると � Γ,Δ,A & Bを得る．この結論は ⊗の結論と同じ形である．つま
り構造規則があると一方の論理結合子を用いて他方の論理結合子を模倣す

ることが可能になってしまう．こうして構造規則の下で二つの論理結合

子 &と ⊗は潰れて一つの論理結合子となってしまう．&と ⊗は古典論理
では一つの連言 ∧である．同様の考察により，二つの論理結合子 ⊕と �

（“⊕は “plus”と呼び，“�”は “par”と呼ぶ）も構造規則があると一つに潰

れてしまう．⊕と �は古典論理では一つの選言 ∨である．
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ここで二つの構造規則を取り去ってみるとどうなるだろうか．今度は一

方の論理結合子から他方の論理結合子を模倣することが出来なくなる，つ

まり二つの論理結合子は別々の論理結合子となる．⊗ と � を同じグルー

プに入れ，乗法的論理結合子と呼ぶことにしよう．残りの &と ⊕を別の
グループに入れ，加法的論理結合子と呼ぶことにしよう．⊗ と � を同じ

グループに入れるのはこれらの論理結合子が次の二つの特徴を持つからで

ある．まず一つ目は結論に現れる原子論理式は全て前提にも現れるという

特徴である．⊕ 規則は A と Bのどちらかが捨てられるので一つ目の特徴

を満たさない．もう一つは乗法的論理結合子の導入はコンテキストの影響

を受けないという特徴である．& 規則はコンテクスト Γ が同一でなけれ

ばならないので二つ目の特徴を満たさない．

構造規則が制限された体系では二種類の連言（選言）が存在することは

線形論理より以前に部分構造論理の研究によって知られていた（cf.（Došen,

1993））．線形論理の革新的な点は様相演算子を用いて構造規則を制御され

た仕方で再導入した点である．この様相演算子を用いることによって，線

形論理は伝統的な論理を精密化させたものと見なすことが出来る．本稿で

はこの点については扱わない．より詳しい解説については（Okada, 1998;

Okada, 2008）を参照されたい．

これからは乗法的線形論理MLLという乗法的論理結合子⊗,�の他には

公理とカット規則しか持たない非常に簡潔な線形論理の部分体系を用いて

考察を進める（cf.図 3）．

本論では証明網の説明のためにシーケントの右側のみを用いる．古典論

理ではド・モルガン双対性が成り立つのでシーケントの右側だけで証明を

考えることが出来る．片側だけのシーケント計算では否定は論理結合子で

は無く，公理規則で否定が原子論理式にのみ導入され，より複雑な論理式

に対してはド・モルガン則を用いて等号によって定義される（cf.（Girard,

1995, p. 10））．シーケント � Γにおいて Γは多重集合（multiset）を表す．

( 33 )
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(Ax)� P,∼P
� Γ,A � Δ,∼A

(Cut)� Γ,Δ

� Γ,A � Δ,B
(⊗)� Γ,Δ,A⊗B

� Γ,A,B
(�)� Γ,A�B

（ここで Pは原子論理式を表す．）

図 3 乗法的線形論理MLLの推論規則

上で述べた乗法的論理結合子の 2 つの特徴を満たす論理結合子は ⊗ と
�だけだろうか．実はそうではない．2つの特徴を満たすように導入規則

を一般化することが出来る（cf．図 4）．この一般形を用いて次章では一般

化乗法的論理結合子という新たな論理結合子を構成することにする．そし

て，次章で構造規則がない状況で論理結合子の前提について分割という

概念をより詳細に分析することにする．

� Γ1,A11, . . . ,A1i1 · · · � Γm,Am1, . . . ,Amim

� Γ1, . . . ,Γm,C (A1, . . . ,An)

（ここで ii j ∈ {1, . . . ,n}とする．）
図 4 乗法的論理結合子の導入規則の一般形

3. 一般化乗法的論理結合子

3.1 導入規則の前提の形

本章では Danos and Regnier（1989）の一般化乗法的論理結合子に対する

解説を行い，2 項の乗法的論理結合子 ⊗ と �の組み合わせによっては構

成することが出来ない論理結合子が無限個存在することを示す（系 1）．そ

して（Girard, 1995）では明確に述べられなかったなぜ古典論理や直観主義

論理の論理結合子を変更する望みはないのかということついて（Danos and

( 34 )
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Regnier, 1989）の分割という概念を用いて明確にする．

論理結合子の導入規則の前提が持つ形に注目しよう．乗法的論理結合子

の導入に注目するために推論規則のコンテクスト Γ，Δは省略することに

する．また，原子論理式がより複雑な論理式の中でどのように結合されて

いるかということのみに関心があるので原子論理式 A1, . . . ,An (1 ≤ n)の代

わりに対応する自然数 1, . . . ,n を使うことがある．図 3 の乗法的論理結合

子に再度注目しよう．⊗規則は導入規則を下から上に見るとシーケントが
A を含むものと B を含むものの二つに分岐する．� 規則は下から上に見

ると分岐は起こらず A と B は同じシーケントに含まれ続ける．任意の論

理式 X が与えられた時，このボトムアップな論理式の分解をこれ以上分

解することが出来なくなるまで続ける．すると原子論理式のみが現れてい

る（複数の）シーケントが得られることになる．原子論理式 A1 と A2 が異

なるシーケントに含まれているとしよう，これをあたかも論理式 A1 と A2

が別々の部屋 (−)に入ったように考え (1)(2)と書くことにする．部屋 (−)

のことをクラスと呼ぶことにする．A1 と A2 が同じシーケントに含まれる

場合は同じクラスに入り (1,2)となる．⊗と �の導入規則の主論理式 A,B

を原子論理式あるいはメタ変数のように考えると，⊗ と � の導入規則に

対しそれぞれクラスの集合 {(1)(2)}と {(1,2)}が対応する．
このようにして個々のクラスの集合はちょうど自然数の分割と 1 対 1

に対応する．このようなクラスの集合 pのことを分割（partition)と呼ぶ．

ある論理結合子の組み合わせと分割は 1 対 1 に対応するとは限らない点

に注意して欲しい．シーケント � (A1⊗A2)�A3 は � A1⊗A2,A3 からテンソ

ルを分解する際にコンテクストとなる A3 をどちらのシーケントに割り

振るかについて p1 と p2 の 2 通りの可能性がある p1 = {(1,3)(2)}, p2 =

{(1)(2,3)}．よって，論理結合子に対しては分割を要素とする集合であ
る分割集合 P が対応することになる．この ⊗ と � の特定の組み合わせ

(A1⊗A2)�A3 を一つの論理結合子 C (A1,A2,A3) = (A1⊗A2)�A3 として見て

( 35 )
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みよう．この論理結合子は分割 pi ∈ P (i = 1, . . . ,m)（この例では m = 2）に

対応するシーケントを導入規則の前提としてそれぞれ一つずつ持ち，m個

の導入規則を持つ論理結合子である．以上の考察により導入規則の前提が

持つ形である分割集合 Pを定めることによって，2項結合子の組み合わせ

によって得られる論理結合子 C が定義できることが分かった．さらにこ

の考えを一般化させると，2項結合子の組み合わせから得られる分割集合

のみを考えずとも，自由に分割集合を考えてその分割集合に対応する論理

結合子 C を構成することが可能になる．

3.2 論理結合子の双対性のグラフ論的理解

これまでの説明で結合子 C の推論規則を分割集合によって定義したが，

まだ論理結合子の間で成り立つカット除去について述べられていなかっ

た．シーケントの両側を用いるシーケント計算と片側のみを用いるシーケ

ント計算を比較しよう．2 項結合子 ⊗ の導入規則を右規則と考えると ⊗
の左規則に相当するものは⊗の双対となる論理結合子�の右規則である．

つまり，片側のみを用いるシーケント計算では論理結合子は互いに双対

（例えば ⊗と �）となる対に対してカット規則が定義されることになる．

Γ,A,B � Δ
Γ,A⊗B � Δ

� ∼Γ,Δ,∼A,∼B

� ∼Γ,Δ,∼A�∼B

よって論理結合子 C に対し，その双対となる論理結合子C ∗の定義が必

要であることが分かる．しかし論理結合子 C に対する双対とはなんだろ

うか．∼(C (A1, . . . ,An)) = C ∗(∼A1, . . . ,∼An) と定義しただけでは十分でな

い．なぜなら，どのような論理結合子の組 (C ,C ∗)に対してもそのように

定めることは可能であるからだ．2項結合子の組み合わせによって得られ

た論理結合子 C に対しては，2項結合子のド・モルガン双対性を用いてこ

の問題は解決出来る．しかし論理結合子 C を 2 項結合子の組み合わせよ

( 36 )
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りもより一般化させたいならば，このような方法は明らかに取ることが出

来ない．

� Γ1,A � Γ2,B (⊗)� Γ1,Γ2,A⊗B

� Γ,∼A,∼B
(�)� Δ,∼A�∼B
Cut� Γ1,Γ2,Δ

�

� Γ1,A � Δ,∼A,∼B
Cut� Γ1,Δ,∼B � Γ2,B

Cut� Γ1,Γ2,Δ

下の図で Aと ∼Aの代わりに先に Bと ∼Bをカットしても良い．

図 5 ⊗と �のカット除去

我々はこの点でカットはド・モルガン双対な二つの論理式（論理結合

子）の間で行われるという考えを捨てなければならない．むしろ二つの論

理結合子 C と C ∗ の間でカットが定義されているとは，C と C ∗ の間の

カット除去（のメインステップ）が成り立つことであると考える必要があ

る．この発想のもとで Danosと Regnierは結合グラフ（meeting graph）と

いう概念を導入した（Danos and Regnier, 1989, p. 190）．

結合グラフとはある論理結合子C の分割集合 PC が与えられた時に，そ

の PC に対してカット除去が成り立つような分割集合，つまり，C の双

対 C ∗ の分割集合を見出すためのものである．グラフには上部と下部の

頂点があり，上部と下部の頂点は辺で結ばれる．上部同士または下部同

士は辺で結ばれることはない．結合グラフ G の作り方は以下の通りであ

る（cf．図 6）．まず分割 pi ∈ PC (i = 1, . . . ,m) を取ってくる．分割に含ま

れるそれぞれのクラスに対してグラフの上部の頂点を 1 対 1 に対応させ

る．頂点にはクラスの中の数字がラベルとして貼られる．そしてグラフの

下部の頂点を次のように決定する．グラフの上部の頂点と下部の頂点で

同じ数字のラベルの間にちょうど 1 本辺を引いてグラフが連結で非輪状
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（connected and acyclic）となるような頂点だけを下部の頂点とする．分割

集合 pi (i = 1, . . . ,m)に対してそれぞれ下部の頂点からなる分割集合 Qi が

定まる．求める C ∗(A1, . . . ,An)の分割集合は共通部分 PC ∗ =
⋂

i Qi で与えら

れる．このように分割集合 P から結合グラフを作ることによって得られ

る分割集合 Qを Pの直交集合といい，P⊥ と書く．一般化乗法的論理結合

子は空ではない分割集合の組 (PC ,PC ∗ ) で一方が他方の直交集合となって

いるようなものである．つまり (PC )⊥ = PC ∗ かつ (PC ∗)⊥ = PC が成り立つ

ような組 (PC ,PC ∗ )のことを一般化乗法的論理結合子と呼ぶ．

このように一般化結合子を定義するとカット除去が成り立つ．例えば

図 5では Aと ∼A, Bと ∼Bの間にカットが行われ，それぞれ打ち消され合

うが，これらのカットには図 6の頂点を同一視し，辺を縮約するという操

作が対応する（Danos and Regnier, 1989, pp. 190–191）．カット除去のメイン

ステップが成り立たない時，二つの可能性がある．一つは結合グラフが輪

状であることでカット後にシーケント � A,∼Aのように論理式が消えずに

残る場合である．もう一つは結合グラフが非連結になる場合であり，空の

シーケント � が二つ導出され証明とはならない場合である．このように

結合グラフの連結で非輪状という条件は前提の論理式で双対なものである

Ai と ∼Ai が複数のカットによって全て打ち消し合い空のシーケントにな

るための条件をグラフ論的に記述しているものなのである3)．

◦1 ◦2

◦1,2

図 6 ⊗と �の結合グラフ
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3.3 分解不可能な乗法的論理結合子

これまでに述べられたことにより，乗法的論理結合子は一般化乗法的

論理結合子の特殊な場合であることが明らかになった．しかし，全ての一

般化結合子が 2 項の乗法的論理結合子の組み合わせで得られるならば分

割集合や結合グラフは不必要であるだろう．（Danos and Regnier, 1989）は

2項の乗法的論理結合子の組合せでは定義することが出来ない一般化論理

結合子が存在することを明らかにした（cf．図 7）．2項の乗法的論理結合

子の組合せでは定義することが出来ない一般化論理結合子を分解不可能

（non-decomposable）な一般化論理結合子という．図 7 の分解不可能な乗

法的結合子を観察してみよう．C では二つの分割で B と C の位置が異な

る，一方 C ∗ では一方の分割では Aと Dが同じシーケントに含まれている

にも関わらず，もう一方の分割では A と D は異なるシーケントに分離さ

れている．分解不可能な乗法的結合子はとても対称的な形をしている論理

結合子なのである．

分解不可能な論理結合子が実は無限個存在することを示そう．

� Γ1,A,B � Γ2,C,D

� Γ1,Γ2,C (A,B,C,D)

� Γ1,A,C � Γ2,B,D

� Γ1,Γ2,C (A,B,C,D)

� Δ1,A,D � Δ2,B � Δ3,C

� Δ1,Δ2,Δ3,C
∗(A,B,C,D)

� Δ1,B,C � Δ2,A � Δ3,D

� Δ1,Δ2,Δ3,C
∗(A,B,C,D)

図 7 分解不可能な乗法的論理結合子

定義 1. 一般化乗法的論理結合子 C はその分割集合 PC がある MLLの論

理式 X の分割集合と一致する時に分解可能であるという．一般化乗法的

論理結合子 C は分解可能ではない時，分解不可能であるという．
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定理 1. A1, . . . ,An,B を MLL（または MLL に任意の一般化論理結合子を

加えた体系）の任意の論理式とし，C (A1, . . . ,An) を MLL で分解不可能

な任意の一般化乗法的論理結合子とする．この時，C (A1, . . . ,An)⊗B (resp.

C (A1, . . . ,An)�B)の分割集合 P1 (resp. P2) と同じ分割集合を持つ一般化乗

法的論理結合子 D1(A1, . . . ,An+1) (resp. D2(A1, . . . ,An+1)) は MLL で分解不

可能な一般化乗法的論理結合子である．

証明. D1(A1, . . . ,An+1) が MLL で分解可能だと仮定して矛盾を示

す．D1(A1, . . . ,An+1) は C (A1, . . . ,An)⊗B と同じ分割集合を持つ（以後

D1(A1, . . . ,An+1) = C (A1, . . . ,An)⊗B と略記する）のでシーケントを下から

分解するとシーケント � An+1 とそれ以外のシーケントの集合 S に分解さ

れる．すると S を分解して得られる分割集合 Q は分解可能である．Q は

C (A1, . . . ,An)の分割集合と一致するが，C (A1, . . . ,An)の分割集合は仮定よ

り分解不可能であり矛盾する．よって D1(A1, . . . ,An+1) は MLL で分解不

可能である．D2(A1, . . . ,An+1) = C (A1, . . . ,An)�B が分解不可能であること

は D2 は C ∗(A1, . . . ,An)⊗Bの双対であることと，分解不可能な論理結合子

の双対もまた分解不可能であるという事実から従う．

系 1. 分解不可能な一般化乗法的論理結合子 C は無限個存在する．

通常は乗法的線形論理 MLLには二つの拡張の仕方がある．加法的論理

結合子 &,⊕を加え，乗法加法的線形論理MALLへと拡張する仕方と，様

相演算子 !,? を加えて乗法指数的線形論理MELL へと拡張する仕方であ

る．系 1は第三の道を示しており，MLLに分解不可能な一般化結合子を

加えて乗法的な構造をより豊かにするという拡張の仕方を示している．さ

らに，この分解不可能性を破壊しないように上手く従来の論理結合子を加

えていくことにより分解不可能な論理結合子を含むような乗法的線形論理

よりも強力な論理体系を得ることも可能である．
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分割の概念を用いてなぜ古典論理や直観主義論理では論理結合子を

変更する望みがないのかということについてアイデアを説明しよう．た

だし，乗法的線形論理以外の体系に対する分解可能性についての定義

はここでは述べないことにする．まず古典論理について考えよう．任

意の論理結合子 C の分割集合 PC = {p1, . . . , pn}（n は自然数）を考えよ

う．任意のシーケント � A1, . . . ,Am に対して構造規則と選言を使うこと

で論理式を一つだけ含むシーケント � A1 ∨ ·· · ∨Am を得ることが出来

る．さらに分割は一般に複数のシーケントを持つので，複数のシーケ

ント � A11 ∨ ·· · ∨A1m1 · · · � Ak1 ∨ ·· · ∨Akmk
をそれぞれ構造規則と連言で一

つにまとめる � (A11 ∨ ·· · ∨A1m1)∧ ·· · ∧ (Ak1 ∨ ·· · ∨Akmk
)．この構成により

pi(i = 1, . . . ,m) に対してそれぞれ一つずつ論理式 Xi(i = 1, . . . ,m) を構成す

ることが出来る．そして選言 ∨ を用いることで Xi から X1 ∨ ·· · ∨Xm を導

出することが出来る．よって，任意の論理結合子 C は 2 項の論理結合子

を組み合わせて得られる論理式 X1 ∨ ·· ·∨Xm に分解可能である．このよう

に構造規則，特に弱化規則があると，論理結合子が導入規則をいくつ持っ

たとしても，選言を用いてそれらを繋ぎ合わせて 2項結合子の組み合わせ

である一つの論理式を得ることが出来る．そして，一般化結合子は古典論

理で分解可能となってしまう．つまり全ての論理結合子は既存の 2項結合

子の組み合わせで表現出来てしまうのである．直観主義でも分割の概念な

どを適当に変更することにより，構造規則を用いて全ての一般化結合子は

分解可能であることを示すことが出来る4)．

3.4 小さな項数の一般化論理結合子

一般化乗法的論理結合子の研究はまだ十分には進められておらず，項数

が比較的小さな場合の状況さえ明らかにされていなかった．そこで本節で

は項数が小さな場合についての論理結合子の分解可能性についての簡単な

結果を列挙する．
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分割 と分割集合についての記法を導入する．クラス xk =

(pk1, . . . , pkik) (k = 1, . . . ,m) の元の個数を #xk と書く．分割 p =

{(p11, . . . .p1i1), . . . ,(pm1, . . . , pmim)} に対しクラスの元の個数のなす多
重集合 (#x1, . . . ,#xm) を対応させる（記法は {−} ではなく (−) を用いる

ことにする），分割 p に対応する多重集合が (#x1, . . . ,#xm) であることを

p : (#x1, . . . ,#xm)と書き，分割 pの型は (#x1, . . . ,#xm) であるということに

する．また，論理結合子 C の項数を C のサイズと呼ぶ．

サイズ 1 の乗法的論理結合子は乗法的定数 1,⊥ を MLL に加えると 2

項の乗法的結合子を用いて分解可能であり次のものに限る C (A) = A⊗1,

C ∗(A) = A�⊥．サイズ 3の一般化乗法的論理結合子は全て分解可能であり

次の二種類のみに限る C (A,B,C) = (A⊗B)�C, C ∗(A,B,C) = (A�B)⊗C.

定義 2. 分割集合が PC = {p1 : (2,2), p2 : (2,2)} (resp. PC ∗ = {p1 : (2,1,1), p2 :

(2,1,1)}) であるような一般化論理結合子 C (resp. C ∗) を Danos-Regnier 型

の一般化乗法的論理結合子と呼ぶ．

補題 1. 任意の 2つの分割集合 C ,C ′ と 2つの分割 p,q ∈ PC に対し，もし

p,q に含まれるクラスの数 #p,#q が異なるならば，C と C ′ の間のカット

除去のメインステップは成り立たない．

補題 1より一般化結合子の分割はクラスが同数の分割を考察すれば十分

であることが分かる．乗法的定数を認めればサイズ 3までの論理結合子は

全て分解可能である．分解不可能な論理結合子はサイズ 4 で初めて現れ

る．しかも，次の定理はサイズ 4の分解不可能な論理結合子は本質的には

一種類しかないことを主張している．

定理 2. サイズ 4の分解不可能な一般化乗法的論理結合子は Danos-Regnier

型のものに限る．
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証明. 分割の型に対する場合分けによって証明する．p : (1,1,1,1)と p : (4)

はそれぞれ ⊗ と � のみによって構成された場合であるので分解可能で

ある．よって p : (2,2), p : (2,1,1), p : (3,1)の型について示せば十分．まず

p : (2,2)の型の分割についてのみ考える．一般に分割集合が 1元の場合は

分解可能である．3 元の場合 P = {p1 : (2,2), p2 : (2,2), p3 : (2,2)} を考察す
る．ここで読みやすさのためクラスをシーケントの形で書くことにする．

p1 = {(� A,B) (�C,D)}, p2 = {(� A,C) (� B,D)}, p3 = {(� A,D) (� B,C)}と
置く．どの変数 A, . . . ,Dの対についても（例えば Aと D）ある分割では対

は異なるシーケントに分離され，ある分割では対は同じシーケントに含ま

れる．この時，結合グラフを作ると P⊥ は空となり一般化結合子とはなら

ない．Danos-Regnier 型 P1 = {p1, p2}, P2 = {p1, p3}, P3 = {p2, p3} が分解不
可能な結合子であることは計算によって確かめられる．p : (2,1,1) につい

ても同様．分割集合が型 p : (2,2) と型 q : (2,1,1) の両方を含む場合は P⊥

は空となる．P = {p1 : (2,2), p2 : (3,1)}の場合，((A�B)⊗C)�Dと分解可能

である．P = {p1 : (2,2), p2 : (3,1), p3 : (3,1)}の場合，((A⊗B)�C)�Dと分解

可能．P = {p1 : (2,2), p2 : (3,1), p3 : (3,1), p4 : (3,1)} の場合，(A�B�C)⊗D

と分解可能．p : (3,1) が 4 つある場合は再び双対の分割集合が空になる．

補題 1より他の場合はあり得ない．よって，サイズ 4の分解不可能な一般

化乗法的論理結合子は Danos-Regnier型のものだけである．

サイズ 5の分解不能な一般化乗法的論理結合子はサイズ 4の分解不能な

一般化結合子から ⊗と �によって得られるものに限る．分解不可能な論

理結合子は全てサイズ 4のものから得られるのではないかという考えは次

の事実から否定される．

事実 1. サイズ 6の次の導入規則を持つ一般化乗法的論理結合子は分解不

能である．さらにサイズ 4の分解不可能な論理結合子から⊗と �によっ

て構成することは出来ない．PC = {p1, p2, p3}, PC ∗ = {q1,q2,q3}
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p1 = {(� A,B,C) (� D,E,F)},

p2 = {(� A,B,D) (�C,E,F)},

p3 = {(� A,D,E) (� B,C,F)},

q1 = {(� A,F) (� B) (�C) (� D) (� E)},

q2 = {(�C,D) (� A) (� B) (� E) (� F)},

q3 = {(� B,E) (� A) (� F) (�C) (� D)}.

4. 一般化論理結合子の証明網

本章では証明網と呼ばれるグラフを用いた証明の特徴づけの拡張につ

いて述べる．Girardが線形論理と共に導入した証明網は推論規則の適用が

誤っているような証明でない構造について考察することを可能にし，帰納

的な証明図の概念に依らない証明の大域的でグラフ論的な特徴づけを与え

た．本稿では乗法的線形論理MLLの証明網のみに限定し，このグラフ論

的な証明の特徴づけについて解説し，一般化論理結合子のグラフ論的な特

徴づけの問題について最後に述べる．証明網の理論の他の利点については

補遺で述べることにする．

リンク（cf．図 8）を張り合わせて作られる証明構造と呼ばれるグラフ

が定義される（cf．図 9）．MLLのリンクはMLLの推論規則と 1対 1に対

応している．証明構造は一般に対応する証明を持つとは限らない（図 9の

上の二つの証明構造は対応する証明を持たない）．整合性条件（correctness

criterion）と呼ばれるある特定の条件を満たすような証明構造のクラスに

対しては証明構造に解釈されるようなシーケント計算での証明が存在する

（ただし一意には決まらない）．整合性条件を満たすグラフは証明網と呼

ばれる（Girard, 1987）．証明構造が証明網となるための条件として同値で

ある複数の条件が知られている（例えば（Girard, 1987; Danos and Regnier,

1989））．本稿ではスイッチングという概念を用いた Danos-Regnier の整合
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性条件（Danos and Regnier, 1989）を用いる．

P ∼P (Axiom)
A ∼A (Cut)

A B

A⊗B

(Tensor)

A B

A�B

(Par)

図 8 リンク

A ∼A

A∼A B ∼B

A�B

A ∼A

A∼A B ∼B

A⊗B

図 9 証明構造の例

証明構造 S のスイッチングとは S に含まれる各 � リンクについて，

Aと Bから A�Bに向かって伸びる 2本の辺の内のどちらかを切断する関

数のことである（cf．図 10）．そしてどのような組み合わせでS の辺を切

断しても，切断後のグラフが連結で非輪状（connected and acyclic）である

時，証明構造は証明網であると呼ばれる．図 11の証明構造は二つの �リ

ンクをどのような組み合わせで切断しても連結かつ非輪状なので証明網で

ある．以上が証明網の理論の概略である．
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A B

A�B または

A B

A�B

図 10 �-スイッチング

A ∼A B ∼B

A⊗B ∼A�∼B

C∼C

C⊗(A⊗B)

∼C�(C⊗(A⊗B))

図 11 証明網の例

前章では乗法的線形論理では 2項の論理結合子⊗と �では構成できな

い論理結合子が存在することについて述べた．ここで自然な疑問が浮か

ぶ．一般化乗法的論理結合子を含む証明構造に対してシーケント化定理は

成り立つのかという疑問である．スイッチングによる整合性条件と一般化

結合子の両方を導入した Danos と Regnierは一般化乗法的論理結合子を含

めるとシーケント化定理は成り立たなくなると考えた（Danos and Regnier,

1989, p. 197）．しかし，証明網という概念はスイッチングの概念に依存し

ている点に注目しよう．Danos と Regnier は彼らのスイッチング（Danos

and Regnier, 1989, p. 196）を用いるとシーケント化定理が成り立たないと

いうことを述べているが，異なるスイッチングの概念を用いるとシーケン

ト化が成立するという可能性はまだ残されているのである．

分解不可能な一般化結合子によるシーケント化定理の拡張について

の困難は以下の点にある．まず分解不可能な結合子には 2 項の場合の
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スイッチングの情報は使えないという点である．例えば C (A,B,C,D) =

(A�B)⊗(C�D)ならば，通常の 2項の論理結合子しか含まない証明構造で

スイッチングを行い，そのスイッチングの結果を C (A,B,C,D) のスイッ

チングの結果と考えることが出来る（ただしこの方法は実は分解可能な

場合でさえ一般にはうまく機能しない）．さらに分解不可能な結合子は

複数の分割（導入規則）を持つという問題がある．例えば図 7 の論理結

合子 C を持つ証明構造（cf．図 12）について，もし PC = {p1, p2}, p1 =

{(1,2)(3,4)}, p2 = {(1,3)(2,4)}の p2 を用いて異なるクラスに属する 1と 2,

3 と 4 をそれぞれ結ぶと図 12 のグラフは輪状になってしまう．これらの

問題が解決出来れば一般化乗法的論理結合子に対するシーケント化定理が

成立するような証明網が得られるであろうと予想される．

A B C D

C (A,B,C,D)

∼A ∼B ∼C ∼D

∼A⊗∼B ∼C⊗∼D

図 12 C リンクを含んだ証明構造

5. まとめと展望

本稿では線形論理の部分体系MLLで定義される 2項の論理結合子の組

み合わせでは定義することが出来ない論理結合子（分解不可能な論理結合

子）について概観した．この論理結合子については解決されていない様々

な問題がある．その中で重要なものは分解不可能な論理結合子のグラフ論

的な特徴づけを与えるという問題（シーケント化定理の拡張問題）と線形

論理の他の体系でも分解不可能な論理結合子は存在するかという問題であ
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る．これらの問題の解決は分解不可能な論理結合子とMLLの 2項結合子

は統一的な枠組みで捉えられるのか，そして，分解不可能な論理結合子は

MLL に特有のものであるのかという問いに対する回答を与えるという点

で重要な問題である．これらの問題のより詳細な分析については別稿に期

したい．

注

1) 以降，一般化乗法的論理結合子を一般化論理結合子，または単に論理結合子と
も呼ぶことにする．

2) 一般化乗法的論理結合子の研究として（Girard, 2016; Maieli 2017）がある.

（Girard, 2016）は超越論的構文論という新たな論理の枠組みで述語論理を扱う
手段として一般化論理結合子を用いている. （Maieli, 2017）は二つの分割集合
が互いの直交集合であるための条件を与えた. そのような分割集合の組は一般
化乗法的論理結合子の定義を満たす.

3) 結合グラフと同様のアイデアを用いた研究として（Ciabattoni, Galatos and Terui,

2008）が挙げられる．（Ciabattoni et al, 2008）は一般化された構造規則に対して
カット除去が成り立つことを示すために推論規則から構成したグラフである従
属性グラフ（dependency graph）の非輪状性を用いている．

4) （Schroeder-Heister, 1987）は自然演繹を用いて論理結合子の一般化について
考察している．自然演繹では任意の n 項論理結合子は 2 項結合子の組み
合わせによって得られた論理式と同値になるという（Schroeder-Heister, 1987,

Theorem 5.3）の結果は我々の考察と一致する．この結果の証明にも複数の推
論規則に対し一つの論理式を対応させるために本質的に選言が使われている
（Schroeder-Heister, 1987, p. 1297）
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[4] K. Došen, A historical introduction to substructural logics, in K. Došen and
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補遺　証明網を用いた同値関係と証明網上のカット除去

証明網の理論には三つの利点がある．一つ目の利点は既に第四章で説

明した証明のグラフ論的な特徴づけである．この補遺では残りの二つの利

点について説明しよう．

二つ目の証明網の利点は証明網はシーケント計算の規則の適用順序の入

れ替えに関する同値関係を与えてくれる点である．

例えばシーケント � (A⊗B)⊗C,∼A�∼B,∼C の二つの証明図を考えてみ

よう．一つは初めに上から下に⊗を先に 2回適用し，その後に �を適用

する証明であり，もう一つは ⊗の後に �を適用し，最後に ⊗を適用して
得られる証明図である．証明網はこのような推論規則の適用の順番の違い

のみが異なるような証明に対する自然な同値関係 “∼” を定める．その同

値関係とは次のようなものである．(π)∗ = (π ′)∗ ならば π ∼ π ′，ここで π

と π ′ はシーケント計算での二つの証明とし，(−)∗ は証明から証明構造へ

の解釈関数である．よって，証明網を複数の結論を持つ自然演繹として考

えることが出来る（Girard, 1987, p. 3）．しかし，MLLの証明網は次の二つ

の点で自然演繹と決定的に違う．一つは自然演繹は推論を局所的に表すこ

とが出来ない点である（例は→導入規則）．もう一つは自然演繹では∨消
去規則や ⊗-消去規則のように主論理式と無関係な論理式が現れてしまう

という点である．証明網にはこれらの問題は存在しないのである．

三つ目の利点は，カット除去の非本質的な部分を取り去ってくれる点で

ある．カット除去手続きの本質的なステップは互いに双対な論理結合子が

導入され，それらが部分論理式に置き換えられるステップであるが，シー

ケント計算上ではそれ以外の操作も必要となる．それはカットを上に持ち

上げる手続き（commutation steps）である．例えば次の証明図を考えてみ

よう．
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� A,∼A � B,∼B ⊗� A,B,∼A⊗∼B
�� A�B,∼A⊗∼B � C,∼C ⊗� (∼A⊗∼B)⊗∼C,A�B,C

� A,∼A � B,∼B ⊗� A,B,∼A⊗∼B
Cut� (∼A⊗∼B)⊗∼C,C,A,B

この証明図でカット除去はまずカット規則の左上の ∼C に適用された

⊗規則とカット規則の順番が入れ替えられ，その後に ⊗と �のカットが

より小さなカットに置き換えられる．証明網（証明構造）上のカット除去

はより簡潔である（cf．図 13）．なぜならMLLの証明網（証明構造）上で

のカット除去には規則の順番を入れ換えるステップは存在しないからで

ある．

A ∼A∼A
� A ∼A

A B

A⊗B

∼A ∼B

∼A�∼B
�

A ∼A
B ∼B

図 13 証明網上のカット除去
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