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最適条件を求 め る 手 法

MethodsforFindingMaxima

１
最適条件を求める手法

心理学においては，定景的或は定性的手段を通

じて広義の行動乃至は反応を，有機体が置かれる

場・刺激条件の函数として追求することが一つの

目的とされる。例えば，仮現運動視実験におい

て，特定時相における運動印象の特性値のが，

用いられる二光点刺激の強度ｉ，提示時間を内包

した提示間隔ｇ’二点問距離Ｓの或る函数９Zノーｆｏ

億)として縦れたことは,K…法則と
して良く知られている処であり，一般的には，刺

激条件と反応との間の対応関係一函数形fo-の

追求が問題とされている。

一方，産業分野にあっては，例えば，冶金の際

の合金の強度が原鉄の含有並９，炉温度Ｆ，焼入

時間Ｔ等により影響されることが予測される場

合，これらの条件一変数一をどの値に決定すれば

最も強い合金が得られるか，即ち強度という特性

値に影郷を与える複数ケの条件の最も適当な組合

せを如何に決定すべきかが当面の問題であって，

函数形ｆ(9,Ｆ,Ｔ）の数栄的記述そのものは究極

の問題ではない場合がある。斯かる事態は，産業

（労働）心理領域においても見出される。例えば

vigilancetaskにおける照|ﾘlの最適条件，流れ

作業におけるbelt-conveyerの速度条件，計器

読取に関するパネル角度及び配置の最適条件等，

一度決定された条件にその後の作業が全て依存し

小谷津孝明

Ｔαたαα彫ＫｏＪａｚ２ｊ

てしまう場合には，斯様な条件の妓適組合せに対

して相当な考慮が払われて然るべきであろう。

借，この際もう一つの重要な問題が同時に処恥

されねばならない。それは，反応を代表する特性

値の問題である。dial-readingを例にとれば，

特性航を正読（又は誤読）率にとる時，これを最

大（叉は最小）にする条件の組合せを追求すれば

充分である様に兄えるが，人間の作業行動の持統

性を考えると特性値に対して疲労度を考慮する必

要が起るなど，特性値そのものの定量化が問題と

なってくる訳である。ここでは一応特性値はきち

んと定歴化され得たものとして扱い，それを吸大

（最小）にするような敢適条件の組合せを求める

手法を実験計画の立場から眺めてみようと思う。

Ｉ要因計画法の適用

先づ考えられる手法は，特性値に関係をもちそ

うな因子（X1X3…X,…Xk）水準の全ゆる組合せを

作り夫Ａｒに対する実験結吸の特性航のうち，岐大

なものを与える組合せを選ぶことである。これを

２因子（x，については５水推，ｘ３については４

水咽の場合について示すとFig.１のような場

合で５×４＝２０個の実験点のうちで最大の特性値

を与えた実験点を最適条件の組合せとして選ぶも

のであって従来要因計画法（FactorialDesign）

の名で呼ばれた手法であることは言を待たぬ。

この方法は，明らかに最適点Ｐ、（最適組合せ

を空間巾の一点として表わした点）を直接求めん
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とするものではなく，むしろＰｍを充分内包するで

あろうようなＸ''Ｘ２の範囲Ｘ１ｕ～X1L，X3u～X3Lを

経験的に予測し，そこに適当な水準間隔の網の目

を張って実験を行いｐｍに最も近似する点Ｐ,ｍを

求めんとするものである｡明らかにこの方法には，

１．頁の最適点Ｐｌｎが，作られたデザインの中

にない即ち，Ｐｍからずっと離れた弧域で

実験が行われてしまう可能性がある．

２．実験領域が

ａ．狭すぎると’結果の特性値がみな同程度

の値となり，どれがｐ，ｍであるか判定が

困難となり，目こぼしをする“

ｂ・広すぎると，実際上因子水準の間隔を，

そつ細かくとる訳にもいかないので，Ｐ'ｍ

のＰｍに対する近似度が悪くなる。

３．Ｐｍの推定精度を良くしようとしたり，因

子の数が多いと，実験のサイズが膨大となる

（実験のサイズは因子の数をｋ，水唯を、段

階にとるとｎkである)。

等の欠陥が存在するﾛ

Ⅱ因子水準逐次変化法

これらの欠陥を補うべく，Friedman（1947）

等は，因子水準逐次変化法(SequentialDcsign）

とも云うべき方法を提唱した。これによると，

’．予め因子水準の最適組合せを技術的，経験

的知見から推定し，それらを，反応の特性値

ｙ'に対して重要な影響をもつ因子から順に

並べる→Pm,(X,,,Ｘ3,…Xi,…Xk,)。

第１号１９６２

２．そのうち最初の因子水準ｘｉ１を最低３段階

以上変化させ，他の因子は全て頭初の水準に

同定したまＬという組合せ

（x,,ｘ3,……xi,……xk1）

（X13X3,……･･･……Xk1）

（x13x2,…･……･…･xk1）

で実験を行い夫狩に対する反応ｙを求め

３．それらが，この変化域内での妓適点を囲ん

でいるものなら，その位置は反応群ｙ'農に勉

物線

Ｙ＝α0＋ａ１ｘ１＋ａ２ｘｌ３

を当て朕めることにより推定の道が開けると

いうように考える。即ち，係数α３の正負に

従ってＹは極小（又は極大）点を持つから，

その時のｘ,軸上の座標ｘ’を考えればよい

訳で

。Ｘ＝2ａ３ｘ,＋α,＝０から
ｄｘ，

急=一鈴が与えられる
八

４．次に，ｘ，はｘｌに，（X3X4...Xk）は頭初の

水準（X3必Ｘ41..….Xkl）に固定し，前同様な

手続でｘ３のみ変化させてｆ３を求める。

５．これを全ての因子について行い妓適点を

得る為の組合せとしてPm3(父'亀…父i…父k)

を得る。

Ｘ２

ｂ

全２

噸了黛』噸了黛』噸了黛』
ａ
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最適条件を求める手法 ２３

借，これが果して正しい岐巡細合せである力､否か

は，次の様な２因子の例Fig.２から批判される

であろう。図は最適点Ｐｍを中心に，それから離

れる程,特性値ｙが小さく（又は大きく）なる様な

場合を考え，等しい値を示す因子水準組合せ同志

を地理図における等高線と同様に表したものであ

るが，ｘ,を求める為に，妓初ｘ３１をｘ３軸上のａ

水準にとった場合とｂ水準にとった場合とでは

最適点として選ばれる点が，まるで異ってくるば

かりか，真の最適点からはおよそ離れた点をとっ

てしまうという奇妙な事態にぶつかる。

即ち，上述の方法は，妓初ｘ３１をａ水準にII1il定

しｘ，の至適水準を求めると点Ａ１(父,,ａ)が定ま

るから，次に父，はｘ，に固定し，ｘ３の水準をａ

の周囲で変化させることにより，最大のｙが得

られる点Ａ２(え,２２）を求め，これをもって岐適

点Ｐｍ３とする訳で，もしｘ３１が妓初ｂ水準に選

ばれた場合には，同様な過梶を経てＢ３点が岐適

点と決定されてしまうことになり，矛盾するばか

りか真の岐遡点Ｐｍからひどく離れた偽のﾙﾊをﾙり

んでしまうことがある。

６．これを防ぐ為にFriedman等は，次のステ

ップとして，頭初の推定岐適点Ｐｍ,.(x,,，ｘ３，

…Xk,）とPm3(Ｘ１Ｘ３…Xk）とを比較し，iIIlj者

が近峻しているか，又は，ｉｌｈｊ者に対する災験

結果一特性値一が改盤されていなかった｣〃合

には，Ｐｍ２はＰｍ，に対してnO-gainと結論

し，実験を打ち切るが，逆の場合には，Ｐｍ３

を新たな'111発点として前同様な手|||目でＰ,Ⅷ３

（§,貧3…父k）を追求する”

７．このような手続を反似してゆくことにより

遂には岐適点Ｐｍに達するという操作を加え

更に，

８．実験点の移動に関して，例えば，３ラウン

ドでは，岐初の２ラウンドの結果から定茂さ

れるベクトルに沿ってこれを移動し，その歩

巾については，（fi-jti）に比例するようにと
る。

といった方法を改善策として考えたが，その場合

のベクトルが'淵にＰｍに向って肢短距離を脂向し

ているという保証はない。そこで，ある因子の股

過水準を決定するのに残余の諸因子水準を凹定す

るといったstaticな操作を止め，反応を，それ

に影響を持つ全ての因子水碓ｘｉのある函数，

ｙ＝中（Ｘ１Ｘ３…Xi…Xk)＋Ｚ

として考え，常にｘｉの変化は反応ｙの増し分を

妓大*’にする様，全休として行うことを1951年

にＢｏｘ及びWilsonが主帳した。彼等の方法は妓

大傾斜線登頂法（MethodofSteepestAscent）

と呼ばれる。

ⅢMethodofStecpestAscent

特性航ｙを，それをﾙ&定する諸因子水雌ｘの

函数，ｙｗ＝巾(Ｘ１ｗＸ３ｖ…Xiv…Xkv)＋Ｚｖ （１）

但し，xiv：ｖ番目の観察におけるｉ番目の

elementの水準，ｚ､：誤差項。

として吟えた時，Ｂｏｘ媒の衣現によれば，妙を

ResponseSurfaceと呼ぶ。今このめに対する

近似式として，Ｐｍに近接していない実験領域で

は，ｙがｘの変化に対して，ほぼ直線的に増加

するものと号え，一次の多項式を採用し，Ｐｍの

近辺においては，巾がＰｍを岐大点とする'''1而を

構成すると場･え，二次の多項式を採用した。ｕｌｌち

始めの幾ラウンドか匡おいては
ｋ

ｙｖ＝Zaixiv＋zv*３ （２）
ｉ唾０

を実験ｉｉｌｌｉｌ,|J:に当て族め，》11てｌｌＸりが悪くなった

ら，

ｋ２ｗ

ｙ､＝r【OXov＋ＺＺａｉ恥Xiv＋Ｚａｉ×jXivXjv＋Z、
ｉ=１Ｗ=ｌ ｉキｊ

（３）

を片仰典≦＝０をｉ＝l～ｋの全てについて計算
ＵＸｉｖ

し，これらを満足するように解けばｙ『の蚊火li且

Ｐｍが求まるという順である。ここにおいて，

(2)及び(3)式の当て朕りの検定と，未知数αの

推定が問題となろう。

（A）一次多項式における係数αｉの推定

〔誰〕＊’特性値として，誤読率，生産費，疲労等と

いったものを考える場合には，ｙが最小になる点

を求める訳で，その場合には－ｙを改めて特性値

として考えれば，一般にはｙを最大にするといっ

ても良かろう。

*２但しｘ‘,ｖはダミー変数（dummyvariablc）で常

迄１．

~可



2４

を求める為の「適当な実験計画」とは，２因子を

２水準で変化させる場合を例にとると，Fig.３に

示すように，Ｐ,,～P,４（但し，Ｐ,ｖのsuffixは

第１ラウンドｖ番目の実験であることを示す）

の22＝４個の実験点（各点は，２因子水準の組合

せを示す）を考えたら良い。その場合，Ｐ１０を実

験の中心点という。もし，このＰ,0に相当する実

験を追加すれば，その観測値ｙは，誤差を無視

すれば，α０を推定する為の情報を提供してくれ

ることは(2)式において，ｘｉ､＝０（iキ0）とおけ

ば，容易に解るであろう。

併各因子水準が素量（originalvalue）（韮i雨）

で表わされずに，次のように簡略化された値(co‐

dedvalue）

Ｔａｂｌｅｌ

適当な実験計画の下でｘｉ噸の適当な組合せに対

する測定値ｙ，が必要な数だけ得られておれば，

一次の多項式によって近似される巾のパラメー

ターαｉの推定は容易である〔即ち，測定値ｙｖ

の列ベクトルをＹ，変数ｘｉ,､を要素とするマトリ

クスの転置行列をＸ，係数αiの列ベクトルをＡ，

誤差項の列ペクトルをＺで表せば，（２）式は，

Ｙ＝Ｘ Ａ＋Ｚ（４）

と書けるが，これから（k＋1）個のαの最小自

乗解＆を求めると（Appendix参照)，

Ａ＝(Ｘ'Ｘ)－１．Ｘ'Ｙ（5a）

即ち

〔&i〕＝{〔Xiv〕〔xwj〕}－１〔xiv〕〔yv〕（5b）

ところで

〔Zxivxvj〕－１＝〔hij〕＝Ｈ （６）
Ｖ

を定義すればＡの各要素は

＆,＝Ｚｈｉｊ（Zxjvyr)*３（７）
ｊｖ

で与えられる。

借，(6)式においてｘｉγが相互に独立（orthog

onal）であれば，

Ｘ２

*３ｊもｉも同種類のsuffix．

尋 訓⑧
従って，（７）式は

＆i＝hijzxivyγ （９）

となり、αｉの最小自乗解が求つた訳である。

ところで，αｉを推定する為に必要な測定値ｙⅢ

Ｆｉｇ．３

因子水準

ＸＯｖ Ｘ１ｖ Ｘ２Ｌ。

測定値

ｙ､

実験点

Ｐ１ｖ

Ｘ

皿
焔
脚
叫

Ｄ
Ｌ
Ｄ
Ｌ
ｐ
Ｌ
ｐ
Ｌ

１
１
１
１

１
１
１
１

一
一

１
１
１
１

。
’
⑨
』
⑪
⑪
４
守

毒
ｖ
ゴ
》
ｖ
ご
ｗ
Ｊ
－
ｖ
ヅ

社会学研究科紀要第１号１９６２

×耐=閃縦斜悩ブ （10）

で定義されている時には，ｘｉ,.は１か一１かで表

わされるから，実験点及び測定値との関係は，ダ

ミー変数ｘｏ，を併記するとＴａｂｌｅｌに示すよう

になる．同表中央の列はマトリクスＸに他なら

ぬから，この場合には

ｘｘ=〔444〕（'１）
従って，（６）式より

Ｈ=〔琢延班〕（'2）
はいずれも３×３の対角行列となり，一次係数

αｉの推定値は，（９）式から

＆＝izZxiryv （13）

で得られることになる。これは叉，TableＩに

おけるマトリクスＸが，丁度２３のサイズの直交

配列表であることを知っていれば，測定{頂ｙｖに

matrix Ｙ



１
１
１
１
１
１
１
１

－
一
一
一
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特定の因子水準のcodedvalueの符号を付けた

柏が，その因子に対･する一次係数を決定する為の

情報を与えてくれることが容易に叩解出来る。即

ち，例えば因子１に対しては

＆,＝(y,＋y3-y3-y4)/４（14）

が，その係数の推定liIl:である。ここにおいて，分

母の４は，“，を推定する為に用いられるところ

の相互に独立な'情報の数で，丁度Ｈ－１＝Ｘ'Ｘの

対角線上の要素に当っている．
ＴａｂｌｅⅡ

が，その係数の推定値となるであろう。

ように剛解されるであろう◎今，個埼の測定価ｙｖ

の構造を，２因子の場合はTableＩ及び（２）式

;難|｜⑱
従って係数αの推定他は，（18）式を解くことに

よって（誤差ｚ，が無視されうるなら）

識剛，⑨
で与えられるが，これら（19)式は(18)式を一だ

解かなくとも，直交配列表の性質によりＴａｂｌｅ

ｌからI''':ちに書き下せるのである。即ち，ｘ３に

準ｘ３『の列の符号を測定値に乗じたものを，推定

に当って動員される祁互に独立な情報－この場合

は実測値一の数で割ってやれば良いのである。こ

うすれば，α０，α,等の係数が夫々，＋が２個，

－が２個となって打ち消し合い余計な係数が

α3の惟定に混入して来ることがないのである。

３因子２水準の場合にも同様にTableⅢ力ら

i溌溌識⑳
が，夫だの因子に対･する一次係数の推定値とな

借，このようにして，一次係数が推定された後

ResponscSurface巾が真にｘｉ『の一次の多項式

によって表され得るか否かを検討すること，１１'1ち

最小自飛法的に決定された理論庶線にどの程度実

験値が当て族っているかの検定一頂線性の検定一

（B）Ｊ１て族りの検定

ResponseSurface仏がｘｉｖの一次の多項式に

よって表わされるか否かを検討する為には，最小

０
Ｊ
①
』
ｑ
》
凪
君
Ｆ
Ｄ
《
、
写
０
え
》

奇
Ｖ
〕
》
ｖ
ゴ
》
ｖ
づ
ｗ
Ｊ
》
ｖ
ヅ
Ｔ
Ｊ
》
、
ゾ
》
ｖ
望

１
１
１
１
１
１
１
１

－
一
一
一

〆

Ｐ,， ｜Ｐ'２
Ｆｉｇ．４

他方，３因子２水碓の場合の実験点と，因子水

準のマトリクスＸを示せば、Fig.４，Table]Iの

ようである。この場合

Ｈ=(X'X)-1=〔沌殆%苑〕（15）
は４×４の対角行列となり，因子ｉに対する一

次係数は

ａｉ＝苑Zxivyγ （16）

例えば，因子２に対しては

必＝(－yl-y2＋y3＋y4-y5-y6＋y7＋y8)/８

（18）

因子水準ｌ測定値
ＸｏｖＸｌｖＸ２、Ｘ３ｖｌｙ,’

実験点
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最適条件を求める手法

Ｙ Ｘmatrix
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自乗法的に決定された理論値ジｖからの逸脱の測

度としてＺ(yv-ｼv)３を考え反覆実験による誤差

分散との比がＦ分布を為すことを用いればよい。

ところが(2)式のままでは，同一条件下での反覆

実験を示すsuffixが付いていないことからも明

らかなように，F-ratioの誤差項の椎定が不可能

である*4。そこで，今，反覆を示すsuffixをｔ

(＝1～Ｔ）で表し，ｙｖの構造を

ｙｖ‘＝似v＋Ｚｖも （21a）

（但し，Ｚｖ‘は，Ｎ(0,ケv2）で互に独立。

挫▽とＺ,ｔとは独立｡）

とぢえ，それに対する確率模型として

Yvt＝ﾉu,v＋Ｚｖｔ （21b）

を与えれば

ｆ＝ＮＴのび2ｘ２分布

ＺＺ(Ｙ,心一牌v)３
、． じ

り１１１立

ｆ=Ｎの諏冒芥希~一F=N(T-,)の〆x’分布

＝ＴＺ(Yv-似､)２＋ＺＺ(YW-Yv)３（22）
＄‐Ｌ

におし､て，左辺が目'三'１度ｆ＝ＮＴのび3％２分布，

右辺１第項がｆ＝Ｎ’２項がｆ＝Ｎ(Ｔ－１）のび3X２

分ｲ|jをなすことは，x３分布の加法性から明らか

である。従って誤差項としては，

ひ=N(+二I)再(Y噸‘-Y噸)‘（23）
をとれば，Ｕ』が〆の不偏推定値に当る。

一方，（22）式右辺第１項は，Ｙｖのｘｉｖへの経験

的|叫帰直線

ｼv＝Zaixi､ （24）

に州当する確率変数をＹｖで表せば

ＴＺ(Y､一ﾉし@v)3＝ＴＺ{(Yv-Yv)＋(Yv-ﾉ"､)}３
Ｖ

＝ＴＺ{(Ｙｖ－Ｙ､)＋(z6tiXi噸一ZalXiv)}３

＝ＴＺ(Ｙｖ－Ｙ,)3＋ＴＺ{Ｚ(αi-ai)xi,}３
Ｖ ，。ｊ

（25a）

と分解されるが故に，（25a）式右辺の第１項は，

自由度（Ｎ－ｋ－１)，第２項は（k＋l）のび3X3分

*』簡便にはｔ′Iulの中心点実験の繰り返しを行うこ

とによって得られる反応値の散らばりの平方和は

（t'－１）の自由度において実験誤差の測峻を与える

であろう。

Ｘ↑

Ｆｉｇ．５

布に従い前者と（23）式Ｕｇの組合せの比から，

それが自由度（Ｎ－ｋ－１)，Ｎ(Ｔ－１）のＦ分布

をなすことを用いて，ResponseSurface中の直

線性の検定が可能となる訳である。実際の計算に

は，確率変数Ｙ,.‘，Ｙ，淳の代りにｙｖ〔，ｙ，等の

実測値を用いるが故に，

ｆ＝Ｎ－１のび2X2分ｲｌＴｆ＝Ｎ－ｋ－ｌのびgx2分布

ＴＺ(ｙｖ－了)３＝Ｔｚ(又一’v)凶
Ｖ ，‐

ｆ＝ｋのび2Ｘ当分布

十ＴＺ{Ｚ(ai-ai)xい}３（25b）
ｖｉ

となることは勿論であX)。

尚，誤差項を得る為にＴ個の全実験を反覆す

ることの手数を節約する為に，所謂’一部事施の

方法が試みられている。

（c）最大傾斜線登頂の方向

上記の検定法により，反応の特性値が実験誤差

純囲内で刺激水準の線型函数として認められ得る

か否かを検定したら，その結果如何により異った

ステップを取らねばならぬ。

ｉ）一次多項式が当て朕った場合

最初の実験結果に一次多項式が当て朕ったとい

うことは，一再び２１大|子２水準の場合を例にとれ

ば－反応値ｙｖがｘ１ｖ，ｘ３，に対して，夫為の係

数α,，α３に相当する分だ;ナ依存することを示す

ものであるから、Fig.５の様にＸ,，X3II1j因子の

関係を図示し、そこに哨加傾向を示すｙ､，のみを

取り上げれ;ま，矢印（これがＰｍへの妓大傾斜線

に'11ならない）の様;こなり，xiv，α，の間庭は，



最適条件を求

一般に

ｘｉｖ－ａｉ （26）･~－一一八

ｘｊｖαｊ

が成り立つことは，自明である。

借，実験の目的は，反応特性値ｙを出来るだ

け大きくすることにあるから，伺図矢印方|Ａ１に実

験点を移動させる必要が起る。（P10→R30への移

肋)。それには，各|M子の水準を（26）式に従っ

て，＆ｉに比例する様に決定すれば良い訳である。

このことは，又次の様にも理解が可能である。即

ち，当て朕められた一次多項式（24）において，

次の実験点として反応ｙγを妓大にする様なｘｉｖ

の組合せが選ばれる為には

afy＝aｉ（27）
ａｘ１ｖ

から推察される様に，雄大傾斜線上のｘｉの変化

はａｉに比例するのであろう．これで次の実験点

への移動方向は決定されたが，次に移動距離を定

めねばならない。今，最初の実験の'''心点Ｐ,０

(X10X30…XiO…XkO）を原点(0,0,...0）と考え，次

に移動すべき実験の111必点をＰ３０（X'１０Ｘ'30…X'ｉｏ

…X'ko）とすれば，Ｐ１０→P20への移動距離は

ｓ(P"-P弧)=仲x'綱)：（鍋）
で表わされるが，ここで，実験者が前もってＳ

(P,O-P30）の人きさを決定したとすると，P90で

得られるべきｙｖを岐大にするＸ'ioの値は，

×'卿=ど黙=戦！ （29）

但し，ｆは（28）式を満足させる様な比例定数で

瞥=s彩競伽） （30）

斯くして，５を適当に決定することにより，次の

尖験一Ｐｍに一歩近ずいた実験点一へ移動するの

である。

尚，この際，新たな実|験点Ｐ３０に対しては，

''０の予測がⅧI能*５であるから，同点においては

実験をＰ２０だけに限って行い，尖似'1111'〔ｙ'０と予

測値シ'０との比較から両者が殆んど一致していた

ら，門:ぴ実験点を移肋（即ち，ｆを大きく）して

*３（24）式りこ新しい災験点における各因子水恥のレ

ベル及び推定された一次数係を代入すればよい，

め る手法２７

測定し，叉両者が明らかに離れていたら中止す

る”そして，ここで叉新たに２ｋ型の因子実験

（23型については前述）を行い，再び一次多項式

(24）が充分当て似るようだったら，上述の方式

に従って実験点を移動し，繰り返してテストを行

つ。

１１.し，２ｋ型因子実験の結果が一次多項式にｆｉｔ

していても，その場合の全ての係数＆ｉが非常に

小さくなって来たら，それは，各因子水準の変化

が反応特性値に影響を及ぼす程度が減少して来た

こと，換言すれば，ｙの増大傾向に関して，一程

の商原状態に達したものと見ることが出来るから

その場合には，実|験のデザインについて，じっく

り検討を加え，そこが真のＰｍであるか否かを兄

究める必要が起為．

ｉｉ）一次多項式が当て朕らなかった場合

他方，因子実験の結果が一次式で近似出来ない

ことが判明したら，それは，ResponseSurface

が二次以上のcurvatureを持つものと判断し，

差し当り二次多項式(3)式の当て縦めを考える。

（D）二次多項式における係数αの推定

術，二次多項式を，反応特性値ｙｖに当て峡め

ようとなると，ｙ､を縛る為の実験計画において

は，凶子水準ｘＩは一般的には，最低３段階にわ

たって変化されねばならぬ。

ところが，その際の尖験のサイズは３ｋとなる

からｙ,,に影響を持つ因子数が大なる場合には，

実験の手数が膨大になるおそれがある。班に叉，

3k型因子実験では，後述するように，各因子の二

次係数αi、の推定精度が低くなる。

これらの理由から，因子の数が２個の場合と３

個場合或いはそれ以上の場合について別に眺めて

みることにする。前者の場合には，二次式の当て

縦めに関する概略的理解と，そこに表れる曲面の

性質の図示が，後者の場合には，実験のサイズを

小さくする為の実験計画上の工夫が中心的話題と

なるであろう。

ｉ）２因子３水準実験における諸係数αの推
定

この場合には，尖験のサイズは３３＝９で，たい

した手数でもないので将通の因子実験を行い（３）
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ＴａｂｌｅⅢ式を最小自乗法的に当て縦めることを先づ試みて

みよう。その際の経験的回帰曲線としては

ジv=&oxov+堂士雌‘v+ａ１ｘ３ｘ１ｖＸ歌(3,）
ｉ－１ｗ＝１

Ｗ

を考えれば良いわけで,今便宜上,XOv,Xiv,Ｘ１ｖＸ３ｖ

の榊成するマトリクスをＸ夫だの水準に対する

係数αi嚇，α,×３を要素とする列ベクトルをＡ，

即ち

、
】
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が，その情報の逆数を要素とするマトリクスであ

る筈であるから，（36）と（35）式の積で，諸係数

の推定値が得られるというふうに考え易い。然し

ながら，これは部分的にしか正しくない。その理

111は，マトリクスＸが､'[交性を満している点は

良いのだが，その４列及び５列のcodedvalues

が他列のそれのよら'こ（1,0,-1)の形で記入され

ていないことにある。その影響は，（32)式右辺の

マトリクスの４行及び５行の各要素の内容を見れ

ば解るように，例えば郷,3の推定に当って‘情報を

与えてくれる９つの実測値のうち、ｙ4,ｙ5,ｙ６の３

個は重複して使われるという面に現れて来ていﾉ’

実験点｜因子水準
P訴｜x‘噸~気~貢”

測定値

Ｘ２１ｖＸ２ｇ▼ Ｘ１ＶＸ２ｖ ｙｖ
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ｍａｔ‐

ｒｉｘ

(36）

’

１

９１
６１

６１
１８１

通 １
４

Ｘ＝

（32）

で表現すれば，実験値ｙ、の構成するマトリクス

は，Ｚを誤差項を要素とするマトリクスとして，

Ｙ＝Ｘ Ａ＋Ｚ（33）

で表されるから，各因子水準に対応する係数の最

小自乗解は，一次多項式の係数を決定する際に用

いた方法と，基本的には全ったく同じ過程を経て

Ａ＝(X'X)-1Ｘ'Ｙ（34）

で与えられる筈である。

この時推定さるべき係数は６個であるから，もし

２因子実験で一次多項式の係数を推定する際に用

いた実験のサイズ２３＝４では，６個の係数全てを

推定することは出来ない。然し，上の場合のよう

に３水準で各因子を変化させるならば，実験のサ

イズは３２＝９であるから，９個の測定値からの

情報があるわけで，６個全ての係数の推定値が充

分に求められることになる。

ただ注意すべきは，（34）式を用いる場合には、

(5a）式の場合と同じように，（８）式からくる制

限事項のもとに，行列Ｘが独立性（orthogona‐

lity）を満していなければならぬから，codedva‐

lueで表わされたＸは，TableⅢ中央部に示

ＹＸ
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をほどくと

ｼ＝＆0,+&,,x,+い,x2＋&,2x1g

＋a33x33＋＆,×3x,ｘ３ （39）

であるから
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Ｖ
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ｖ(α,×２)＝{(1)２＋(－１)２

、‘る。このことは，α,３の推定に際しての相互に

独立な情報の数が(9-3)＝６個に減ったことを示

すものである*６．α２３についても，同じことが云

える。このことを掛酌して，α１２及びα３２の推定

においては，（35）式のマトリクスの４列及び５

列の要素を１８でなく６で除してやらねばならぬ。

従って，諸係数の推定値は，（37）式のように計

算する必要があるのである。

３因子，４因子……などの実験においても基本的

には上のような過程を踏めばよいわけであるが，

(37）式の計算過程からも推察されるように，諸

係数に対する分散は，（38)式のように計算される

から２次係数の推定精度は他に較べて，いささか

低くなってしまう。

(D）節でｙ、を得る為の実験計画に工夫が必要で

あると逆べた理由の一つは，実は，この点を指し

たのである。これについては，後述することにし

次には，斯くして得られた，二次曲面の性質を幾

何学何学的表現により理解したいと思う。

ｉｉ）二次曲面の性質

説明の便宜上，やはり２因子の場合について述

べると，ｉ)で得られた各係数の推定値ａｉｗを（３）

式に代入した（31）式で表される二次多項式に実

測値ｙｖが当て族められたならば，シの極大点，

即ち，Ｐ、（因子水準の最適組合せを表わす点）

は，ジ(31）式をｘｉについて代る代る微分するこ

とによって得られる筈である。そこで，（31）式
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をｘｉについて解けば，ｙ即ち２次曲面一qua‐

draticresponsesurface-の最大点,換言すれ

ば，Ｐｍを約束する因子水準の最適組合せが決定

されるのである。その時，Ｐｍの周辺部がどのよ

うな曲面を構成しているかを知る為には，（39)式

を適当な変数変換の方式に従って，

ｼ＝入,Ｘ１３＋入2Ｘ33＋Ｋ （41）

（但し，Ｋ＝const.）

のような形に書き換え，この式が入i，Ｘｉの条件

如何により，どのような性質の空間を表現してい

るかを検討すれば良い。これを表にして示すと，

TableⅣの如くである。

そして，例えば，自分の問題にしている曲面が，

Fig.６（a）や（b）のような場合だったら，推定

値ウー(34）式から得られる－の確認実験，或は

responsesurfaceそのものをより正確に決定す

るための追加実験を計画するとか，同図（c）の
*６これは，丁度，統計的検定論に鯖ける自由度

（degreeoffreedom）の概念に相当する



iii）２因子３水準実験における諸係数αの

推定Ⅱ

３因子（一般にはｋ因子）３水準の場合にも

基本的にはi）の場合と同じように３３型の因子実

験を組んで，２７種の実験を行いそれらの結果

に対して(3)式を当て朕めれぱ良い訳である。但

し，（29）式に相当するマトリクスＸについて

は、その要素間に独立性が保証されていなければ

ならぬこと及び２次係数の算洲法における自由度

の問題に注意すべきことは勿論である。実際に使

用さるべきＸ及び自由度についてはＴａｂｌｅＶに

示した｡

然しながら，推定さるべき係数の数がたかだか

101問であるのに２７個の実験が行われて(27-10）

＝１７個の情報が誤差の推定にまわされるのでは，

誤差の推定が余程重要な意味を持つ（検定におけ

る精度を高めようといった）ことのない限り，実

験の手数からし､って相当なロスである。而も，こ

のロスは，因子の数ｋが大きくなる程急激に増

大する｛(3k一(1＋2k＋kC3)}。これに加えて．３ｋ

型因子実験で前述のように各係数の碓定精度が異

って来てしまうという幣害もある。

そこで，Ｂｏｘ及びWilson(1951）は，複合実験

(CompositeDesigns）と呼ぶ方法を考えた“こ
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TableⅣ

Fig.６（d),(e)．ス2が０に近い（e）の場合，（c）の場合に似ている。risingridge、

いずれもsteepestascentを繰り返すべき。

ような場合には，実験の中心点の大巾な移動を試

みるとかいった具合に，次の段階へ進む処置を取ｉ

ることが出来る。

(ｆ）Ｘｆ

曲面の性質月ｉの条件｜ｘｉの条件

ロ

（ｅ）

副M1<０１x,=ｘ２=01忍嘆最溌やWi雄患碕f裳P(X1=0,X翌=0)が爽験点として採凧きれていれ
Fig.６（a）

えＸ12＋えX22＝け一Ｋ)＜０従って，等高線は円。
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Fig.６（c）反応は，Ｘ２の変化には無関係でＸ,がconst．なら常湛const．就中Ｘ，

＝０を満足するような全ゆるＸｌＸ２の組合せによりＰｍが得られる。Ｂｏｘ等は，この

場合の等高線をstationaryridgeをと呼んだ。
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今，前者の場合においては，２k型計画に次のよ

うな（2k＋'）の実験点（因子水準組合せ）が加

えられる。

（0,0'0'…0)；（一s,0,…0)；（S,0,…0）

（0,-s,…0)：（0,ｓ,…0）

；（0'０，．．．－s)；
（0,0,…s）

この場合，中心点から実験点までの距離を示すｓ

の取り方の一つの方法として，その計而に回転性

rotatabilityを与えるようにすることをＢｏｘ等

は主張した。回転性を与えるということは，加え

の方法は，二次多項式の当て族めにも拘らず，実

験水準を３個以上とらずに，先づ，２k型計画を行

っておいて，それでは二次係数の推定には足りぬ

情報を，少数個の新しい実験を附加することによ

って提供しようとするものである”このやり方に

は，中心複合実験(CentralCompositeDesign）

と，非心（Non-contral）複合実験の２通りがあ

るが，これは求めている岐適点Ｐ、がdesignの

中心点に近いことが予測される場合と，中心点以

外の他の１点に近い場合とにそれぞれ対|芯するも

のである。
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Non-centralcompo9itedes;９，

Ｆｉｇ．８

られるべき実験点における実験誤差が実験の中心

点に対して，出来るだけ均等な影響を及ぼすよう

に，実験計画を組むことを意味して居り，２因子

の場合にはTableⅥ及びＦｉｇ．７に示すように，

P15～Ｐ１８の４点（starと呼ばれる）を新しい実

験点として加え，更に中心点で５回程の繰り返し

を加えれば良かろうという。中心点の繰り返し数

z雲捌0浮継唯
deSi9h

実験点

Ｐ１ｖ ……麹｣測烹値
因子水準

一一一一一一一

ＸＯｖＸ１ｖＸ２ｖ

は，既に行われたＰ,,～Ｐ１８等の点における実験

誤差と，中心点の誤差とが等しくなるに充分な数

であれば良い。

この計画においては，総実験数は１３個であっ

て，２３型の因子実験とくらべて少しも実験数の節

約になっていない。然し，一般に因子がｋ個の場

合についての中心複合実験の内容は，TableⅦ

に示す通りで，ｋが３より大の時の実験のｓｉｚｅ

は小さくなり，通常の因子実験のサイズよりも，

極めて節約される。３因子の場合の中心複合実験

の模型はＦｉｇ．８上段に示した。同図下段は，非

心複合実験の例で，この方法が使用されるのは，

Ｐｍが特定の実験点に近いことが予測される場合

で，追加さるべき実験の数は，中心複合実験の場

合よりも少くて済む。

ところで，２因子中心複合実験における諸係数

の推定法は，次の通りである。

この実験の場合には，前の場合と異って，マト
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マトリクスの第４及び５列が第２及び３列それぞ

れの行の２乗となっており，独立性が満たされて

いないところから（即ち，ダミー係数と２次係数

とは抱き合せた形で推定されているので）

:二測蝋ﾄ売側'㈹
で与えられる。

３因子の中心複合実験も同様にして，２３型因子実

験に（2×3＋1)＝７個の実験点を附加し，Table

Ⅷ中央に示すようなマトリクスＸを作る。この

場合，実験の中心点から追加実験点（star）まで

の距離Ｓは，TablⅦに従ってＳ＝23＝1.682に

定められ，中心点では，６回の繰り返しが試みら

れる。

次にこの表から，マトリクスＸ,Ｙの積を作って

その要素を

"怪’
&"=;F”

α』"=tF』蕊ョ

が
型
実
験

Ｙ
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幾つかの中に点を１ブロックにまとめることにし

TableⅨを作る。同表に示されるように１２個の

実験組合せを順次遂行すれば，時間的趨勢の効果

を実験誤差から除去することが出来る。諸係数の

計算は，基本的には，前の場合と同じように，先

づ，ブロックを無視してＸ,Ｙのマトリクスの積

を，やはり（42）式のように表わせば，各係数の

推定値は

＆､=十F．-す(F鰹十F鑓）

＆皿=すF”

峠洲…昔儲'㈹
＆峰=士Ｆ１電

で得られるであろう｡

このようにして，二次多項式の諸係数の推定が

終れば，最後の段階として，（39,40a,ｂ）式で行

ったように，この多項式を各水準ｘｉについて，

代る代る徴分し，０とおいたｋ個の方程式を解く

ことによって，最遡条件の組合せが決定されるの

である。

以上，反応の特性値を最大にするような最適条

|'卜の組合せを求める手法を，Ｂｏｘ等によって展

|ﾘﾄ'されて来たMethodofSteepestAscentを

中心に述べて来たが，彼等の方法の'冊子は(1)反

応の特性値を，諸条件の組合せが構成する空間上

の一点として捉え，（２）両者を結びつげる函数式

を，最適点に余り近接していない領域では、諸条

件の一次の多項式として，又それの当て朕りが悪

くなってくる最適点の近傍では，反応空間が曲面

を構成するものと考え，二次の多項式として表現

し，（３）これらの函数式を規定する係数の推定を

行う為の実験計画の合理化をはかり，（４）二次多

項式の係数の推定が終ったら，この二次式を各条

件の水準について偏微分し，これを０とおくこと

によって特性I員を最大にする条件の組合せを決定

するという工合である。特に，（２），（３）から察

知されたように，最適点に達するまでの実験過程

において，出来るだけ無駄な手数を省くような考

慮がなされて居る。それは先づサイズの小さな因
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⑳
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１
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Ｉ
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１
１
１
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０
０



最適条件を

子型実験を行って，その結果について分析を行い

（一次多項式の当て族め),次の実験に進む時に，

この結果を利用して計画をたてる。即ち’二次係

数の推定の為のデータとして，積極的に，前実験

の結果を動員するというように，逐次，最適点に

近づこうとするところにある。これは，Ｉに述べ

た要因配置法の適用による最適点の推定法が，予

､め，条件の範囲を固定し，その上でのみ最適点を

予測しようとする静的(static)な性格に比べ，非

常に動的であると云わねばならない。それだけに

前述の如く，測定にあたっての特性値に及ぼす

ｔｉｍｅｔｒｅｎｄの影響には相当の注意が払われるべ

きであろう。

Appendix

一般に，ｙｌｊ,Xik，akj，Ｚｉｊを夫々 要素とするマ

トリクス，Ｙ，Ｘ，Ａ，Ｚ（但しＺは誤差項の集

合）の間に，

Ｙ＝ＸＡ＋Ｚ

なる関係がある時，Ｘに対する係数の集合Ａを，

最小自乗法を用いて決定するには，

Ｚ＝Ｙ－ＸＡ

に着目し，

Ｑ＝ＺＺｚ３ｉｊ
ｉｊ

を最小にするように，Ａを定めればよし､。

それには，

Ｑ＝ＺＺ(yij-Zxikakj)３
ｉｊｋ

を，ａｋｊについて，偏微分し，それが０となるよ

うなａｋｊを求めればよい訳で，

‐旦旦＝－２Zxik(yij-Zxikakj)＝０
e ak jk

ところで，（yij-Zxikakj）は（Ｙ－ＸＡ）に対応
ｋ

する力塾ら，全休としては

求め る 手 法

Ｘ'(Ｙ－ＸＡ)＝０

．．．Ｘ'Ｙ＝Ｘ'ＸＡ

．..Ａ＝(Ｘ'Ｘ)-'Ｘ'Ｙ

で〆係数ａｋｊの最小自乗解が求まる。

3５

参考文献

１．Ｂｏｘ，Ｇ､Ｅ･Ｐ.，＆Wilson，Ｋ､Ｂ，

Ｏｎｔｈｅｅｘｐｅｉｒｍｅｎｔａｌａｔｔａｉｎｍｅｎｔｏｆｏpti･
mumconditions．』our・Roy．Ｓtat・ＳＯＣ.，

１９５１Ｂ，１３，１－４５．

２．Ｂｏｘ，Ｇ、Ｅ･Ｐ・

Multifactordesignsoffirstorder､Biomet‐

rica，１９５２３９，４９－５７．

３．Ｂｏｘ，ＧＥ・Ｐ．

′l､heexplorationandexploitationofrcsp‐

on5esurfaces：somegeneralconsiderations

andexamples・Biometricsl95410，16-60.

4．Cochran，Ｗ．Ｇ．，＆ＣＯＸ，Ｇ､Ｍ・Experimental
designs･ＩＶｉｌｅｙ，１９５７．

５．Friedman，Ｍ，＆Savage，Ｌ､Ｊ・Planningex‐

ｐｃｒｉｍｅｎｔｓｓｅｃｋｉｎｇｍａｘｉｍａ・InTechniques

ofstatististicalanalysisMcGraw-Hill,Ｎｅｗ

Ｙｏｒｋ，1947

6．印東太郎

砿率および統計

コロナ社，1957.

7．北川敏男，三留三千男

実験計画要因配侭表

嬬風館，１９５３．

８．西垣久災

マトリクスと七の応用

コロナ社，1956.

9．島田正三

やさしい直交配列の話

１１本規絡協会，1958.

10．田口玄一

実験計画法，上，下

丸祷株式会社，1958.

11．統計科学協会

侃111帰係数の検定

新編統計数値表，１９５２，１１４．


