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共立薬科大学
Ann, Rept. Kyoritsu 
Coll. P肱m.

強制振動系によるカオス

小田原宏行

Chaos by Forced Oscillations System 

Hiro戸1ki0DAWARA 

Typical systems of nonlinear ordinary differential equations possess general time dependent 

solutions that are not expressible in terms of familiar functions. So when difference equations are 

solved numerically as approximatins to ordinary differential equations, chaotic behavior sometimes 

occurs. 

Systems exhibiting computational chaos can serve as illustrative example in more studies of 

noninvertible mappings. 

In this paper, a simple pendulum system driven by a periodic force and a simple harmonic 

motion subject to a periodic impuls are considered, for differential equations of these motions are 

important and applicable for various dynamical systems. 

Results are interpreted by the existence of a single homoclinic (heteroclinic) point. That is, 

such homoclinic point forces the existence of an infinity of such points. Moreover, it also gives 

rise to a homoclinic (heteroclinic) tangle. This tangle is the geometric so町ceof chaotic motions. 

A condition of emergence of a chaos is also derived by Mel’nikov’s method. And the results 

are compared with a bifurcation diagram. 

1. はじめに

2階の非線型微分方程式から発生するカオスについては， Duffing方程式や vander Polの方程

式がよく調べられているが，この小論では，強制的な外力の作用を受けた単振り子系，そして，

調和振動子の系にパルス型外力を与えた場合を取り上げる。その大きな理由としては，これらの

微分方程式が，振り子系にとどまらず，電気回路系，電磁気的学に現われる系で同じタイプの方

程式で記述されるものが少くないからである。

減衰を伴う単振り子の系に外力 f( e. t）を作用させた場合，運動方程式は
d2 e dB 

ML~ ＋ /3 一一一十 Mg sin e = f ( e. t) 
d t d t 

で与えられる。 M （振り子の質量）, L （糸の長さ）' g （重力加速度）を適当に選べば，上式は

ct2e cte 
－一一＋ γ一一十 sine = F ( e, t) .... ・・ H ・(1)
d t2 ’d t 

と書ける。ここで

。＿ cte v 
-x  一一一－＝ v’d t J 

と置くことにより式（1）は

dx 
dt -y 

~ = -r y -sin x + A cos w t…H ・H ・（2)
dt 
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(x,y)=(0.916, 0.750) (x,y) = (0.999, 0.900) 

Fig. l 

のように連立の1階の微分方程式に帰着させることができる。ここでは F(x, t) = A cos cv tの

場合を考える。 Aは時間 tに依存しない定数である。

2. A依存性と系のふるまい

Fig 1は， 7= 0. 5, CV = 0. 667として，初期条件を少しずらせた場合による位相図である。初

期条件の小さい違いが，軌道の大きなズレとなっていることがわかる。 Aの値を変えていったと

きの位相図がfig2に示されている。近以は Runge-kutta法による。 Aの値が1より小さいとこ

ろから， 1.5近くに選んだ理由はこうである。例えば，次の微分方程式

dx v 
一一一＝ y, ~ = - rY -sin x + A 
dt 

π 
の平衡点は A=lで（z,o）となるからである。つまり，大きさ 1の一定トルクが （） ＝π／2に
保つのに十分だからである。（2）式で0.9から， 1.6まで， Aを変えたときの特徴的な 7つの A

の値に対する位相図である。 Aが0.9-1. 06あたりでは，（a）に代表されるものである。 1.08～ 

1. 1では（b）のようなカオス的状態が現われる。 1.2-1.49あたりでは，一定の周期性をもつも

のは，得られず，（c）のタイプに代表される。ある点で突然，それまでの軌道周辺からはずれる

のである。 1.497～ 1. 55では A=1. 5あたりでは，特定の振動数をもっ解の重なりで運動は複

雑であり，より精確に調べる必要がある。つまり Aのわずかな変化によりカオス的なものと周

期的なものが存在する.A=  1. 53で（f)のタイプが現われ A>  1. 58あたりから周期的なもの

へ変わる（g）。ここで述べたことを概括すれば強制振動が小さい聞は，強制振動の角振動数と同

じ周期運動を行うが， Aが大きくなるにつれて，長い周期をもっ運動が加わるため，与えられた

ωとは異なる値の角振動数が現われる，これが分岐といわれるものである。ここでは，現象的

にいくつかの特徴について触れたが，系のふるまいを示す分岐図と対比するとはっきりする。

Fig 3の分岐図はXn+l= Mxn (1 -Xn）を M= 2. 8から 4までとったものである。横軸がM，た

て軸がXnを与える。この写像はカオスが倍周期を経て生ずるという特徴をもっO A (M 主 2. 9) 

で2周期に分岐， B(M = 3. 5）で4周期に， C(M = 3. 74）で 5周期， D(M = 3. 83）で 3周期，
E (M宝 4.0）では完全なカオス領域となる。 Fig3 (b）は M= 3. 83周辺を拡大したものであり，

- 38-



No. 37 (1992) 

(a) A口 0.91 (b) A=  1. 08 (c) A=  1. 2 

(d) A=  1. 496 (e) A=  1. 498 (f) A口 1.53 

(g) A=  1. 58 

Fig. 2 
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(a) r=0.15 (b) r=0.25 (c) r = 0 .30 

(d) r = o. 42 (e) r=0.426 (f) rコ＝0. 71 

Fig. 5 

M = 3. 810から 3.855までプロットしたものである。（a）と見比べて，何かフラクタル的要素が

うかがえるであろう。

Fig 4はFig2で取り上げた系において， Aを横軸に，たて軸に ωをとった分岐図である（文

献 2),Fig 4を見ると A=1. 08～1. 28の周辺でカオス領域を占め， A＝ヱ 1.35あたりを中心に周

期運動の領域が存在する。 A=1. 48の近くでは yは4つのバンドとなり，運動はカオス的であ

り， ωは4つのバンド問を転移し，ノすンド内の異なる値をとることが予想される。 1.5近くのカ

オス領域にはいる少し前に周期的領域があるがFig2 (e）がその一例と思われる。 Fig5はA=

1. 5, w = 0. 667を固定し，減衰の強さ Tを変えたときの図である。 Tが大きくなり減衰項の寄

与が大きくなり， Acos wtと一定のバランスをもっところr= o. 42があり，さらに Tが大きく
なるとカオス的な attractorカf消える。

3. カオスの発生と Mel'nikovによる条件

Fig 6 (a）は減衰がないときの，（b）は減衰をともなう場合（外力の作用はなし，）の図である口

横軸における区間幅 2π がそれぞれの attractorの領域であるO つまり各領域内では，すべて

の軌道はその領域に含まれる焦点にらせんを描きながら収束する。 Fig6に対応する方程式は
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dx v 
-=y二 L = -sin x ( + 0. 3 y) 
d t ’ d t 

No. 37 (1992) 

誕~（.ら｝

Fig. 8 

(+0.3y）が（b）の場合である。点（π，0)' （一 π，0）は鞍点で安定であるが，そこから離

れていく軌道は不安定である。 Fig7 (a）は鞍点（π，0）付近の安定多様体Mへ不安定多様体Mu

の様子を示したものである。振り子が外力によってゆさぶられることを通じて， Ms,Muの軌道

にブレが生ずることが予想される。この場合（b）のようであれば，問題は生じない。しかし（c)

のようにMsとMuが接したり交わったりすることが起こりえる（文献 1）。同じ周期軌道から生

ずる場合， hemoclinic点といい，異なる軌道から生じた Ms,Muの交点はheteroclinic点という。

しかも交わる場合は，一つの点から無限の交点を生じさせることが証明されている（文献3）。

その結果（e）のような場合も起こる。はじめ互いに近くにあった 2点は何回かの交差（写像）に

よって，離れた 2点へ移される。そのことを通して 2π幅の各 attractorの領域を隔てていた

SeparatrixがしEわば溶け出していく，これがカオス的状態の始まりである。この hemoclinic

(heteroclinic）の「もつれ」がカオス的運動の幾何学的に見た，原悶であるO

Mel'nikovの方法（文献 4）によって， MsとMuが交差する条件が得られる。 Fig8でX(0）は

Cを通る不安定多様体Mu(C）上の点である口外力（摂動）のため， Mu(C)' Ms (C）が M~ （Cε），

M!(Cε）に変わったとしよう。 Mel’mikovの方法に従って，

dx d v x2 
c1y=y, Tx＝ー（x-6）＋ ε（Acos w t -r y) 
に対して（ここでSinx勺ーすで近似）

ド（y,-x+-f-), f= (O,Acoswt-ry）とするとき， x~(t 

離d(to）は，

εF (Xo (O)) A { XY (to, to) -Xi(to, to)} :,, 
d (to) = + 0 （ε＝） 

F (Xo (O)) 

で与えられる。ここで

X~ (to, to)= Xo (t -to）＋ εXY ( t, to) + o （ε2）…t孟 to
X! (to, to)= Xo (t -to）＋ εXi ( t, to) + 0 （ε2）…t孟to

-43-



- f'f' -

l-6・怠！.1

S 'l = :> (J) 0・l= J (a) 

0 =;)  (l?) 

(Z66l) Lt "ON 



No. 37 (1992) 

(g) c = 2. 0 (h) c = 2. 5 

桝紫川；：
議:j{{i{1\)•

~詳し
(i) c = 3 

Fig. 9-2 

である。これは，ベクトル x~-x：と Xo(O）に作用する外力との外積をとったものである。
のd(to）を計算すると，

εM(to) 

I F (Xo (0)) I 
+ 0（ε2) d (to）口

を得るが， M(to）は次式で与えられる。

M (to）口J.':=F (Xo ( t -to)) A f (Xo ( t -to), t) d t 

、，
、ー・

従って， MがOであればdはある時刻 tで， 0となり， Xo(0）付近で安定多様体 M~ と不安定多

様体Msは交わることになり，カオスが生ずる。

解Xo( t）口士（2イ3secht, -2 v'3 secht ・ tant) 
となるから， M (to）を計算すると

4 .1氏
M (to) ＝仔 πAw・ sech （－πw) ・ sin ( w to）ーーエニT

2 π 
を得る。これより 4r cosh ( 2 w）く仔πAwであればMは値Oを取り得る。逆に 4r cosh 
（すω）＞仔 πAwであればM (to）は常に負となり，

2 
= 0. 5, A = 1. 5, w = 3 さ 0. 667に対して上の条件を調べれば

カオスの発生はなしh。問題にした T
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4 r cosh ( T w) = 4× 1. 5×cosh （す） = 3. 2仙
仔 πAw=,v3×3川× 1.5×ι＝ 5. 4415 
であり， A=1. 5に対しカオスが生ずることが確認できる。

4. パルス型の外力によるふるまい

外力も，減衰も伴なわない単振り子に対する微分方程式は

ど~ + w; sin x = 0 
d tム

で表わされる。ここで sinxをxで近似し，外力としてパルス型のものを考える。

旦！き＋w/ x = A f (x) .'E o ( t -k T ) 
d t,; 

o (t）は 5関数であり， f(x）は時間 tに依存しない任意の関数である。（k-1) Tく t< kTでは
上式の右辺は Oであり，解は

X (t) = Ck COS CV。t+ Dk sin ω。t
dx 

で与えられるが， t= kTでx(t）の連続性， dtの不連続を考慮して，係数Ck,Dkは次の漸化
式で与えられる。

Cぃ＝ck-if凶れT
Dk+1 = Dk十三了f凶 COSCV。T

ここで z「 C1王co O kT + Dk sin正t
式が得られる O

か 1= COS W0 T X j ＋土sinw0 T (xi + Af ( x j)) 
正i+ 1 = -Wo sin ω。t・ X j + COS CV。T(xi十 Af(Xj))

-46-
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を得る。この産分方程式から（Uj, Vj）をプロットしたものがFig.9である。 ω。， kを一定にし，

(cos w。T= 0 65, sin ω。T= 0. 76), Aを変えたものである。図中の c= Ak/w。である。 Fig.9 
(a）に見られる楕円軌道がくずれていき，“島”のくさりができ始める（d），その島の外側は厚く

はないが，カオスの層が形成される（eイ）' (e）では，平衡点の近くで， 2つの楕円型軌道への分

離が起こる。これはnwo= kを満たす共鳴が原因と思われるが（e)-(f）の過程は，その結果，

新たな separatrixの形成となる（文献5）。（f）では島と島の間の部分でもカオス状態が成長して

きている。（g）では外側の島は消失し，（h）では安定な平衡点のまわりにのみ周期的な島が生き残

っている。言いかえると， homoclinic点は周期軌道をなさないが，周期運動する軌道上の点から

成り立ち，各homoclinicなもつれは無限の homoclinicな点を含む。そして，これらの点の周辺に

は無限の周期軌道を構成する点が存在する。カオス状態の中でごくせまい範囲で周期性をもっ系

カ可美るのである。

5. 結びに代えて

ここでは一部の図を紹介できたに過ぎないが，振り子系も権雑で変化に富んで、いる。ここで使

った :r+ w; sin x = Af (x），そして町，刊についての差分方程式から，さらに sinkxとは異なる
カオスのタイプを見ることが出来るであろう。例えばFig10はf(x) = cos kxの場合である。

強制振動系を調べる場合も， logistic写像 Zn+l = Mxn (1-Xn）の分岐図の理解が助けにな

るが，このことは必ずしも自明ではないと思われる。その点で Fig.3の各倍周期（period

doubling）の定性的性質から強制振動系を見直すことは意味があり，次の課題である，さらには

5を独立変数とした分岐図からの接近も考えられます。

非線形系の特徴の一つに，向ーのパラメーター値に対し， attractorが棲数共存する場合があり

ます。従って，初期条件のとり方で，ある attractorに収束するもの，別の attractorに収束する

もの，発散する場合がありえます。このそれぞれの引力圏の basin（盆地）については，ここで

は考醸してませんが，カオス状態の進化を定性的に知る上でも必要であると思います。
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