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1  1ntroduction

Fuchsの1階 代数的微分方程式の一般解に関する古典的理論は松田道彦によって微分代数の理論 として蘇っ

た.す なわち 恥chsは 分岐点の近傍における位数によって一般解が動 く分岐点をもたないとい う性質を表

現 した(た とえばInceのtextを 参照).そ れが代数的性格をもつことに着 目し,松 田は微分に関 して閉じた

付値環を導入することによって,議 論をより代数的に扱いやす くした.著 者はこの考えを多次元化 し,Fuchs

型微分拡大 という概念を得た.こ のresearch memoで は、概念の定義とその簡単な性質,例 を提示する.ま

た,Hilleの 研究をこの観点か ら眺めてみる.

 このresearch noteの 参考書として

  西岡久美子 「微分体の理論」共立,2010

をあげる.そ こには,基 本的な道具である線形代数群や1変 数代数関数論に関 してもコンパク トな説明が

ある.

 まず,代 数的微分方程式 とはなにか,線 形常微分方程式の解の基本的性質,す なわち解がい くつかの定数

に関 して線形的に依存するという性質にっいて説明 し,そ の一般化である,代 数的微分方程式の解が定数に

関して有理的に依存するとい う性質を考 える.RIMS研 究集会2010「 可積分系数理の多様性-Diversity of

the Theory of Integrable Systems-」(2010年8月 京都大学数理解析研究所)に おける講演の内容を再録す

ることによって概観することにしよう.

A 微分方程式

                  F(x,y,y',...,〃(n))=0

は,Fがy,y',_,y(n)に 関して多項式で,係 数がある領域におけるxの 正則関数であるとき,代 数的微分

方程式 といわれる(Rittに よる設定).一 般 に解はx=鞠 において初期値 〃=c1,y'=c2,_,y(n-1)=Cn

によって決定される.                            ・

                  〃=幹(x,C、,C2,_,Cη)

したがって,一 般的な解はn+1変 x,C1,C2,...,Cπ の関数 とみることができる. C1,C2,_,Cnに よる解の

表示を明示的に得ることが求積法のひとっの目的である.

例 もっとも簡単な例は

                      y'=0               '

この解を定数 とい う.一 般的な解は任意定数 とよばれる.

y'=a
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この解を αの不定積分 という.ylを もうひとっの解 とするとCを 積分定数 としてg=〃1+Cと 書ける.

                     y=ay

この解を αの指数積分とい う.ッ1を もうひとっの解とするとCを 積分定数 としてッ=C〃1と 書ける.

 J.Liouvilleは 有理関数から出発 して,不 定積分,指 数積分を とる操作 と代数的操作を有限回ほどこすこ

とによって得られる関数を初等関数論の類似 として議論 した.楕 円積分がそのパラメータに関 してこの意

味の関数ではないことをLiouvilleは 証明 した.同 様の手法でAiry関 数がLiouvilleの 関数でないことが示

される(Kaplansky).

例(Clairaut方 程式)

                   F(y',〃一曜)=0

FはC上 既約多項式.微 分 して

             汐"F1(ガ,シ-xy')+(-xy")F2(yノ,y-xy')=0

FZは 第2変 数に関する偏微分.こ れより一般的な解は 〃"=0を みたす.よ って

                    y=cx十d

ここでc,dは 定数でF(c,d)=0を みたす.一 般的解は直線叢である.こ の包絡線から一般的解に属 さない

解,特 裏解が得られる.特 異解の研究はDarbouxに 始まる. Rittは 任意定数の概念によらない方法で解空

間を研究 した.

例(Riccati方 程式)

                   y'一 げ+吻+c

3個 のことなる解y1,〃2,〃3を 用いれば

                 y-y2・91-y3=C(定 数)
                 y‐ys                    肋 ーy2

を得る.し たがってyはcの 一次分数関数で表される.

例(線 形斉次微分方程式)

                y(π)+ary(n-1)+…+any=0

の解は,yi,y2,_,ynを 定数体上線形独立な特殊解 とするとき,

                〃コC1〃f+C2〃2+…+Cnyn
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と表される.Ciは 定数である.こ の簡単な性質から,楕 円関数やパンルヴェ関数が線形方程式の解で代数的

に表示できないことが証明される.

B Aで 述べたことは関数の収束性などを考慮 しない,形 式的な議論であることが分かる.そ こでRittに

したがって,微 分体の概念を導入する.

 体Kは 微分作用素Dと ともに考えるとき,微 分体 とよばれる.Dは っぎをみたす内部演算である.

          D(a十b)=Da十Db, D(ab)=D(a)b十aDb (a, b E K)

以下微分体の標数は0と する.微 分拡大体や微分部分体が期待通 りに定義される.R/Kと かけば, RがK

の微分拡大体であることを示す ものと約束する.微 分拡大体R/Kの 元 〃に対 してK〈y>はyを 含むKの

微分拡大体で最小のものを表す.こ のとき,ッ をK〈 〃〉の生成元とい う.

 微分体Kの 定数体cKはKに 属す定数全体か らなる(微 分)部 分体である.

                  cK-{c∈ κiDc-0}

変数yb,巧,…,Ynに 関するK上 多項式

          F一 Σ ・・yl,1-(zゴ)・ ≦ゴ≦n, Y=r.【}ナ(・ ゴ∈K)
             1

はK[Yo,yi,_,}刷 と書 かれ、 K上 代 数 になる. Y=玲 、 巧=DA Yと 約 束 し

             -K{Y}=K[y6,yi,…]-u-K[Yo,yi,…,Yn]
                        n=0

とすれば,K{Y}はK上 代数であり,微 分作用素Dを 内部演算 とする. K{Y}はK上 微分多項式環とよ

ばれ,そ こに属す多項式はK上 微分多項式とよばれる.

           F∈K[}る,yi,_,y司 ＼K[y6,yi,_Yn-1](n≧1)

であるとき,Fの 階数はnで あるといわれ, nニordY Fと 書く.0で ないKの 元の階数は0と 約束する.

F一 Σ ・rYI∈K{Y}と する・ある微分拡大体R/Kで,あ 初 ∈Rが

   I

                  F(y)一 Σ ・lyl=O
                      I

をみたすとき,yを(代 数的微分)方 程式F=0の 解 という.すFは多項式として既約であるとする.も し, y

がordY Fよ り低い階数の どの方程式もみたさないならば,〃 をF;0の 一般解(の 生成解)と いう.

 一般解はいつでも存在する.簡 単のため1階 微分方程式F=0の 場合を考えよう.F(〃,z)=0に よって

K上1変 数代数関数体K(y,z)を つくる.微 分作用素D:K(y)→K(〃, z)をDy=zに よって定義する.
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K(y,z)はK(y)上 代数的であるからDはK(y,z)に まで一意的に延長することができる.こ れによって

K(y,z)/Kが 微分拡大体 となる. yはF=0の 一般解である.

C R/K普 通の意味の拡大体 とする.っ ぎの条件をみたすv:R→ZU{Oo}をR/Kのrank 1の 離散付

値 という.

1)v(ab)=〃(α)+v(b)(a, b∈R)

2)v(a-}-b)>min{v(a),v(b)}(a,bER)

3)v(a)=0(aEK), oo(a=0)

 v(α)=1な る元がRに 存在するとき、vは 正規化されているとい う.

 0={α ∈1～iレ(α)≧0}をR/Kの 付値環 という.0⊃Kで ある.P={α ∈RIv(α)>0}は0の 唯ー一

の極大イデアルである.

 R/Kを 微分拡大体 とする.R/Kの 付値環は一般に微分に関 して閉じていない. R/Kを1変 数代数関数

体とする.も し,す べての付値環0が 微分に関して閉じているDO⊂0な らば, R/Kは 動 く特異点(分 岐

点)を もたないといわれる(Matsudaに よる定義).

 Kが 代数閉体でR/Kは 動 く特異点をもたないと仮定する.こ のときつぎが成立する.R/Kの 種数をg

によって表す.

1)g;0の ときR=K〈g>と 表される.yはK上Riccati方 程式の解である.

2)g=1の ときR=cRま たはK〈y)と 表される.yはK上 方程式

         (y')2=・λ2(4ys-9zy-g3) (λ∈K×, g2,9s∈cK,9z-2793≠0)

をみたす.

3)g>1の ときR=KCRと 表 される.

 3)はRが 代数的に 「解ける」 ことを示 している.

 3)の 逆が成 り立っ.R=KCRと 表されるとき, R/Kの 付値環はすべて微分に関 して閉じている.実 際,

R=K(u,v)(u,v∈cR)と すれば、 Rは べキ級数体K((t))に 埋め込 まれる. tは

                u=α+オe(α ∈K) または t-e

をみたす.eは 分岐指数である. u,vはcK上 代数的に従属 しているから,eが2以 上になるのはa∈cKの

場合だけである.関 係式を微分すれば,Dt∈K[[t]]で あることがわかる.

 R/Kを 微分拡大体 とする.R/Kが 任意定数に関して有理的に依存 しているとは, Kの ある微分拡大体

Eで つぎのようなものが存在するときにいう.
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1)R,EはK上freeで ある.す なわちxl,_,xn∈RがK上 代数的独立ならば,そ れらはE上 でも代数

的独立である.

2)ER=ECERす なわち-ERは 定数によって生成される.

 ERはEとRの 合成体を示 し,微 分体であることに注意R/Kが1変 数代数関数体であるとき,R/Kが

動 く特異点をもたないということと,R/Kが 任意定数に有理的に依存しているということとは同値である.

 Clairaut方 程式の一般解, Riccati方 程式の一般解,線 形斉次方程式の一般解などで生成される微分拡大

体は任意定数に有理的に依存 している.

 実際 〃(n)+ary(nー1)+…+any=0,〃 ㈹=.DayをK上 の線形斉次微分方程式 としよう.陶

(1≦2,ブ ≦n)を 不定元とし、多項式環K【 陶11≦2,ゴ ≦n]に 微分構造をD陶=紘 ゴ+1(1≦2,ゴ ≦n)お

よび

              Dy乞,η+1=‐alyin-…-anvil(1≦2≦n)

によって導入する.-E:K(陶11≦2,ブ ≦n)と すればE/Kは 微分拡大体であ り,R=K〈 〃〉,EはK上

freeで ある.そ してER=ECERを 得る.

D 任 意 定数 とい う概念 の有用性 を示す ために,Cの 考 え方 を使 って,つ ぎのSperberの 定 理を証明 しよ う.

 《〃1,y2,_,yn(n>1)は そ れ ぞれK上 線 形斉次 微分方程 式の非 自明解 で, yi=〃 穿2… 鰐 ・なる関係

式 を満足す る とす る.こ こでmiは 正 整数 であ る. yiが 満 足す るK上 線形斉次微 分方程式 の階数Nは

min{m2,_,鵬 π}以 下 とす る.こ の ときDye/y2は す べ てK上 代 数的であ る.》

 あ るzゴ=Dye/〃 ゴ(2≦ ゴ≦n)がK上 代数 的で ない と して矛盾 をだす.?2た ち が生成す るKの 微 分拡大

体R=K〈 〃1,…  ,yn〉 は任意 定数 に有理 的 に依 存す る.E/KをR, EがK上free,そ し てER=ECERが

満 たされる ように とる.cERはCE上 代 数 的独 立な元c1,_,Crに よ ってcE(c1,_,c。)上 代 数 的 とな る.

                                        G

                  cER-cE(c、,_,Cr,d)

とす る.zゴ はE上 代 数的 でないか ら,Ciを 必 要 な ら並べ替 えてzゴ は 五=E(C1,_,Cr-1)上 代 数的でない

と してよい.定 数dに よ ってzゴ ∈L(Cr,の で あるか ら,L(Cr,の/Lの あ る付値vでv(zゴ)〈0な る ものが存

在す る.vに 付 随 する付値環 は微分 に関 して 閉 じて い る. v(t)=1な るt∈Rを とる,も しv(Dt)>0な ら

ば 〃(zゴ)≧0と なる.な ぜな ら 防=tku(v(u)=0)と す れ ば 〃(zゴ)≧min{v(Dt/t),v(Du/u)}≧0で あ る
                     }                                                        '

か ら.し か し,結 果 は仮定 に反 す る.よ ってv(Dt)=0を 得 る.こ の場合v(Du)=v(u)-1

(u∈R,v(u)≠0)で あ る.す る とv(gの く0な らばyzは 線 形斉次微 分方程式 をみた しえない.故 に

レ軌)≧0を 得 る.と くにv(zゴ)<0よ りv(防)>0と な る.ま たN≦v(yi)と す る とv(D㌧1)=v(雪1)一 ん
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であるから〃1はK上N階 線形斉次微分方程式を満足することはない.よ って2V>v(〃1)を 得る.と ころ

で 〃1=my2 z… 鰐 πであるか ら

           N>v(yl)=m2v(〃2)+・

か くしてN>min{7TZ2,…  ,712n}を 得,矛 盾 とな る.

・・+mnv(〃 π)≧mゴv(防)≧mゴ

2 Fuchs拡 大

この節では,動 く特異点をもたない1階 代数的微分方程式あるいはその同値な概念である,任 意定数に有理

的に依存する微分拡大の概念を一般化 し,Fuchs拡 大の定義を与える.

 微分拡大R/Kと その素因子か らなる集合Hの 組(R/K,H)は つぎをみたすとき, Fuchs拡 大(形 容詞

はRlchsian)と いわれる.こ こで,素 因子はK上 自明な, rank 1の 離散付値の同値類である.す なわち,

1)各P∈Hに 対 してその付値環OpはK⊂Op,1・ 一⊂Opを みたす.

2)も しu∈RがK上 超越的ならば,あ るP∈Hでuは 極をもっ.

 R/Kは,も し任意定数に有理的 に依存 す るな らば,あ る微 分拡大E/Kで,R,EはK上 代数的 に無 関

連 で,.ER=ECERが 成 立す る.0朋/cEの 超 越 基底をC1,_,Cη とす る, LをE(C1,_,CH,C温,

_,cn)の 代 数 閉体 とすれば,-LR/-Lは1変 数 微分代数 関数体 で,あ る定数dに よってLR=L(c,の,

C=Ciと 表 示 される. LR/Lの 付 値環0が 微分 に関 して閉 じてい ることを示 そ う.0に 対 応 する付 値をv

と する.も しe=v(c)≠0な らば,素 元tをc=toと とれ る.こ の ときt'=oと な り,主 張が成 り立っ.

v(c)=0の 場 合,あ るa∈Lでc=α+toと な る ものが ある. eは 自然数 であ る.す るとete‐lt'_‐a'

を 得,0が 微 分 に関 して閉 じてい るこ とが分か る.R∩0はRの 付値環 になる.こ のよ うに して得 られた

素因子全体Hに よってR/KはFuchsianと な る.実 際y∈ すRをK上 超越 的元 としよ う.あ る2で 上述

のLはyを 含 まない.よ って,〃p(y)<0な るLR/Lの 素 因子Pが 存在 する. PのRへ の制限 はHの

要素 であ る.

 たとえば,K上 い くっかの線形常微分方程式をみたす解によって生成されるKの 微分拡大は任意定数

に有理的に依存するから,そ れはFuchs拡 大 となる.

っぎの命題はこの論説における基本的な手段を提供する.

補題 (R/K,n)はFuchsianと する.も し, S⊂RがK上1変 数代数関数体ならば, s/Kの 素因子P

はR/Kの 素因子に延長される.
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証明 実際u∈SでPの みを極 とするものが存在する(た とえば,Rieman-Rochの 定理を用いる).II

の元でuの 極が存在するが,そ のSへ の制限はPと 一致しなければならない.

 RがC上 い くっかの有理型関数から生成される微分拡大で,定 数以外の整関数を持たない とすると,
        I

R/Cは 自然にFuchsianと なる.考 える付値 として各点での位数を採用する.こ の場合P∈Hの 付値環

OpはOp=R∩C[口t-c]], c∈Cを みたす. tは 複素変数である.た とえば, R/Cを 楕円関数体 とすれ

ば,こ の素因子集合11に よってFuchsianに なる.な ぜなら,極 をもたない楕円関数は定数のほかにない

からである.

3 Algebraic differential equations

この 節 では(R/K,H)はFuchs拡 大 とす る. Rの 元 がみたす代数 的微分方程式 は特殊 な形式 を もつ.っ ぎ

はEremenko[1]の 類 似 であ る.

定 理 z,w∈RをK上 超越 的元 とし, w∈K{z}と 仮 定す る.既 約多項式F∈K[Z,瑚 で, F(z,w)=0

を満 足す るな らばFのwに 関す るn=degu,-F次 の係 Fo∈K[Z]はKの 元 である.

証 明 逆 に,K上1変 数代 数関数 体K(z,w)の 素 因子Pをvp(Fo(z))>0, vP(w)〈0な る もの とす る.

P∈Hと 見なす こ とがで きるが,R/Kは コFuchsianで あ るか ら, vP(z)≧0に 注 意 して,〃p(w)≧0と な

る.こ れは矛盾.

 っ ぎ はHille[3, p.438]に お い て言 明 され てい る.(r=2)の 場 合 がWallenberg[13]で 考 察 されてい る.

定 理 (R/K,■)をFuchsianと す る. K上 超 越 的な 〃∈Rが 既 約多項式F∈K匡 瑚 ∈K{Y}を0に

す るな らばFは っぎの形 にな る.
                                        G

            F-Ynr+F,.Yn-i2,FZ∈K[Y], d・gFZ≦2(r+1)
                 Z=1

証 明F一 Σ 罵珊-2Fi∈ κ 岡 とす る・ まずFo∈Kで あ る・以下Fo-・ とす る・い まy-・/zと

す れば,〃 ㈹=zk/zk+1を 得 る.こ こで

               zo-1, zk=z4-、 ーkzk-、z'∈K{z}                                      '

よって

            znr+zr+1-F1(一1)znr-1+…+zn(r+1)FT(ガ1)=0
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も しある2でdeg Fi>Z(r+1)な らば, K(z,zr)/Kの あ る素因子Pでvp(z)〉'o, vp(zr)く0を み たす

ものがある.し か し,任 意 の 鳶に対 して レp侮)≧0で ある.よ って任意 のiに 対 してdeg Fi≦i(n+1)

を 得 る.

例 Hilleの 例[3, p.424]を 紹 介す る. y'≠0をC上 の方程 式

              (ガ)2=4〃3ー92y-9s,  92ー2783≠0

の 解 とす る.こ れ はC上 超越 的である.よ く知 られてい るよ うにR=C(〃,〃')はC上 強正規拡 大であ り,

したが ってFuchsianと な る.た だ し,素 因子 の集 合HはR/Kの す べての素 因子 か らな る とする。各

」P∈Hに 対 して, //ivP ltP)=0で あ る.い ま, w∈R＼Cを 任意 に とる. w, w'はC上 代 数的 に従属す るか

ら,上 記の命題が適用 で き,wはC上 既約 な微分多項式 の零点

              (wノ)n+F1(w)(wノ)n-1+… 十Fn(w)=0

で あ る・ ここでnは 主 因子(w)の 負 因子 Σ ・'LP2の次 数 Σ ・2に等 しい・さ ら}こ, Fn-・(w)-0が 成 立

す る.実 際 まず,各PiはC(w, w')上 不 分 岐であ る.な ぜ な らばPiのC(w, w')へ の 制 限をQ乞 と し、

PZ,QZそ れ ぞれの付値をv,μ,素 元 をt,u(u=to)と す れ ば

                 μ(u'/の 一 ・-1レ(t'/t)一 一・-1

を得 る.eは 分 岐指数で ある.左 辺は整数 であるか らe=1を 得 る. wはQ乞 におい てe乞 位 の極 を もっ. Q

のC(w)上 の 分岐指数 は ・2に 等 し く,[C(w,w')・C(w)]一 Σ ・2と なる・また,[9]で もちいたD1を

dw
∈ ΩR/c(w)に 作 用 させ れば01こ な るか らdw-・ 禦 を得 左 辺 も正則 である ことがわか る.

N/C(w)を 正規拡大で,NCRと するdwは ΩN/c(w)の 正則微分である.各 自己醒
                  w

σ∈Aut(1>/C(切)は ΩN/c内 の加法同型を引き起 こす.そ れ らは正則微分を正則微分に移す.よ って,

Σ σ穿(σ ∈Aut(N/C(w)))はC(w)/Cの 正 則微 分で ある・ しか し・ これ は 自明な もので しかない と

ころで・Σ σ讐 一 Σ σ(・/w')dw=T・a・e(・/w')dwで あ るか ら・Trace(・/w'-0,す な わ ち後 半の主'

張が導かれた.

例 Hilleの 例[3, p.435]を 紹 介す る.〃 は上 の例 と同様 とする, w∈C(〃,の の位数 をmと す る と, wは

          -F(w,ω ω)e(ω ω)n+すF1(w)(w(T))n-1+…+Fn(w)=0

を み たす.こ こでn≦mで あ り,F∈C毘y司 は既約 とす る.実 際m=[C(〃,〃'):C(w)]に 注 意すれ ば

n=[C(ZU, w(r)):C(w)]≦mと な る.
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4Hille set

 Aを1を 含 む微 分環 とす る.重 さw:A{Y}→Zをw(Y)=2+1に よ って定義す る。

1=(2p,21,_,Zk)を 多 重指標 とし,単 項式 をalYj,aj E Aで あ らわす.こ こで, y-1=YiO Yili…1/Zkkで

ある.FEA{Y}は っぎをみたすとき, A上Hi11e多 項式 という-F=Σ 乃 を単項式分解とするとき,

                                1

あ るJで,F」 の係数 は1で,他 の1≠Jに 対 して

               deg 17ン≧deg Fj, w(FJ)>w(FI)

を み たす ものが存在 する.乃=YJをFのheadと い お う.た とえば,通 常のmonic多 項 式,線 形微分

多項式 はBコille多 項 式 であ る.

 以 下(R/K,II)をFuchs拡 大 とす る,】lo={P∈IPZ I vP(t`P)=0},■+={P∈1卸1レp(t'P)>0}と す

る.II=Ila U II+,∬o∩ 】1+=φ で あ る.っ ぎで定義 され る π をEのHille setと い う.

            冗 一 ∩OP-{y∈RI∀P∈II・ ・vP(y)≧0}
              PEIIa

y∈%で あるとは,も しP∈HがvP(〃)<0を みたすな らばP∈H+で あることを意味する.

定理 π はKを 含む微分環で,Rの 中で整閉である. Rの 元で π 上Hコille多項式をゼロにするものは π

に属する.

証明
,前半は定義から直ちに得られる.y∈Rを 冗 上 且ille多項式-F∈ π{Y}の 零点 とする一-P∈Hoで

レpω<0な るものがあったとしよう.こ の とき,F=Σ 乃 を単項式分解 とすると,

                        I

           vP(FI(〃))=aバP(coef FI)十(vP(y)十1)deg Fj-w(FI)

が 成 り立つ.coef FIはFIの 係 数 であ る. FJをFのheadと しよ う.任 意のICJに 対 して

vp(coef FI)≧0で あ る と仮 定す る.す ると,

    vP(17ン(シ))=(aノ-p(y)十1)deg乃 一w(FJ)〈(vp(〃)十1)deg FI-w(FI)=vP(FI(〃))

し た がってF(y)≠0と な り,矛 盾 を得 る.よ って,あ る1でvp(coef FI)<0で あ る.仮 定 よ り

v-p(㊧>0を 得 る.こ れ も矛盾 よ ってy∈ 冗 で ある.
                                     ノ

 この結果,Rの 元でK上 線形微分方程式をみたすもの全体は,刃 に含まれる.と くに, Rの 定数体

cR⊂ 宛 である.以 降,π をRのHille setと い うことにする.
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 Harris-Sibuya[2]は っ ぎのお もしろい定理 を発 見 した:K上 線 形常微分方程 式の解y≠0で,そ の逆数

1/ッ もK上 線形常 微分方程式 をみたすな らば,対 数微分 ッ'/yはK上 代数 的であ る.こ の定理はSinger

[12]に あ るようにPicard-Vessiot理 論 を もちい て も証 明 され る.ま た,既 述 したSperberの 定 理 か ら直接得

ることも出来 る.定 理は コFuchs拡 大 の ことば によ ってっ ぎのよ うに解釈 され る.

命 題 〃∈Rお よび-P∈Hがvp(y'/y)<0を み たす とす る.こ の とき

         vP(y'/9)=-1,レP(t'P)=0,レP(y/y一 喝/オP)≧0@⇒P(〃))

が成 り立 っ.

証 明 n=vp(〃)と お く.す る とy=tPu, vp(u);0を み たすu∈Rが 存在 する.対 数微 分を とれ ば

                  y'/9一 轟/オP+u'/u

vP(uノ/の=vP(u')≧0で あ るか ら, vP(t'P)=0で あ る.そ してvP(y'ん)=ー1で あ る.

命 題 y,〃-1∈ 究 な らばy'/yはK上 代数 的であ る.

証 明 vP(〃'/y)<0と な る1)∈IIが 存 在す る と仮定す る.よ ってvp(y)≠0か つvp(t'P)=0で あ る.こ

れ はy,〃 ー1∈ 究 に反 す る-よ って,任 意 の1)∈ コ[1に対 してvP(〃'/〃)≧0で ある.こ れはy'/yがK上 代

数的で ある ことを意味す る.

 yπ+F∈K{Y}はdeg F<nな る ときK上monicで あ る といわれ る.

命 題 〃∈鴛 がK上monic微 分 方程 式をみ たす な らば,そ れ はK上 代数 的であ る.

証 明 -P∈IIでvP(〃)<0な る ものが存在す る とす る.こ の ときvp(t'P)>0で, vp(y(i))≧vp(y)で あ

る.仮 定に よ りあ るmonic多 項 式Yn+F∈K{Y}はyを 零 点に もっ か ら

             ημPω 一 レP(の 一 レP(F(y))≧(nー1)レPω

を得 るが,こ れは成 り立 たない.よ ってvP(ッ)〈0を み たすP∈Rは 存在 しない.こ れ は 雪がK上 代数

的 であ るこ とを意味す る.

 と くにK上 線形微分 方程式 をみたす元 は,さ らにも しK上monic微 分 方程 式 の零点 で もあれ ば, K

上代 数 的であ る.線 形 微分方程式 をみたす元 によって生成 され る微 分拡大はRlchsianで あ るか ら,こ の命

題 はつ ぎの命題(Oleinikovの 定 理cf.[6]か ら も得 られ る.

命 題 (R/K,n)はFuchsianで あ る とす る.こ の とき,任 意 のK上 超越 的な 〃∈冗 に対 してあ るz≠0

が存在 し,任 意 の0≠.F∈K{Y}に 対 して, F(y)=0な らば, H(z)=0が 成 立 す る.こ こでEはFの

最高次 の斉次成分 であ る.
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証 明 -P∈1]コ をvp(y)<0な る もの とす る.仮 定 よ り レp(t')P>0で あ る.し たが って, Pの 剰 余体 栖

は微分体 であ り,射 影P:Op→ 栖 は微分準 同型 で ある.さ て 〃(2)y-1∈Op(0〈 の である ことを示 そ う.

2=1の ときy=tpnu,n>0, vP(u)=0と お けば, y'〃-1=-ntPtPl+u'uー1∈Opで あ る.

〃(i)y-1∈Opを 仮 定 すれば 汐+1)y-1=(y(Z)y-i)'+y'y(Z)y-a∈Opと な る.さ てz2=p(y(i)y-1)∈ 梅

と置 こう.こ の とき,z2+  ri=z2+zlzzが成 立 す る. F(y)=0よ り

              w=y-degFHω 一 〃-degF(H-F)ω

とおけば,vp(w)>0で あ る. Zi=YY-1と お き, G=Yーdeg FH∈K[Zi,Z2,_,ZT], r=ord-Fと す

れば,

                 P(w)-G(zl,z2,_,zT)-0

とな る-元z≠0をz'=zlzと す れば,β ω=zziを 得 るか ら, H(z)=0と な る.

命 題 K上 超 越的 なy∈ 刃 が既約 多項 式F∈K[Y,YTSを0に す るな らば, Fは 瑞 珊(n=deg F,

Fo∈K)をheadと す るK上Hille多 項 式 であ る.

証 明F- FZYn-2し,任 意Zに 対 してd・gF'z≦2で あ るこ とを示 す これを否定 して・

ヨ翫 δ鳶=deg凡 〉 κ と仮定す る-ま ずFo∈Kで ある こ とは既 に知 ってい る. Newton diagramを み れ ば

〃一1に 関す るPuiseux級 数zで, F(y, z)=0を み た し, y≪ の 項か らは じまるものが存在 する.た だ しα

はある ゴでna=(nー の α+δ ゴをみたす.し たが って, vP(y(T))=avP(y)<vP(の 〈0と な る

K(〃,g(r))/Kの 素 因子Pが 存在 す る. P∈Hと みなす ことが でき,〃 ∈π であ るか らvP(t'P)>0と な

る.こ れか らvp(y(r))≧vp(y)が 出 て,矛 盾.

例(Hille[4])〃 をy/y∈Kな るK上 超越元 とす る. Laurent多 項 式の元z∈K[〃,〃 一1]は 上 記命題 の方

程式 でr=1と した ものを満足 す る.実 際R=K(y)と す れば,こ れ はK上F/ichsian,に な る.そ して

K脇 ガ1]⊂ 究 であ るか ら.

5  Specific relations

Kは 代数閉体,(R/K,H)はFuchsianで あるとす る.

                    }                                                       '

命題 α,b(≠0)∈Kお よびCZ∈K(1≦2≦n)は 有 理数体 上線形独立 である ζす る. u∈R,

o≠vZ∈R(1≦2≦n)が ・

                  ・+bu'+Σ ・v2z-v2-0
                       2=1
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をみ たす な らば,u', ivz/賜は すべ てK上 代数 的 である.

証 明 あ る ゴで"5/uゴ がK上 超越 的である と仮定 しよう.あ るP∈Hで μp@1/uゴ)=-1,〃p(t'P)=0で あ

る.m乞=vp(v2と す る と,vl'lvi/vi-mZtP/tp)≧0で あ るか ら

                《書構書 嵯)Σ・
とな るか らvp(の=-1を 得 る.し か しこれは成 り立 たない,よ ってrv2/u乞 は すべ て,し たがってu'はK

上 代数的 であ る-

命 題 y∈R＼cK,λ ∈Rで

                    (y')2=λ2Fω)

が 成立 するな らば,λ はK上 代数 的である.た だ し,-F∈cK[Y], degY F=3は 重 根 を もたな い.

証 明 λはK上 超越 的 とし,-P∈nをvp(λ)<0な る もの とす る.も しm=vp(y)<0な らば

         2vP(λ)=2vP(〃')ーvP(F(g))≧2(m-1)ー3m=-m-2≧-1

を 得 る.こ れ は成 り立 たない.よ ってm≧0で ある.vP(〃 ノ)≧0で あ るか らvp(F(〃))>0で な ければな ら

ない。Fの あ る零 α ∈cKでn=Lp(〃-α)>0と な る.す ると

          2vP(λ)=2vP(y')-vP(F(y))≧2(n-1)-n=n-2≧ ー1

これ も不 成立.

6 Painleve I

Kを 標数0の 微分体,x∈K, x'=1と する. Painleve I

                    zノ"=6y2ー←x

はK上 代数的解をもたないと仮定する.こ のとき解 〃によって生成される微分拡大K(y,y')がFuchsian

であることを示そう.こ の拡大がK上 任意定数に有理的に依存しないということは既知である.

 同 によれば既約多項式P∈K[y,〃']はDPを わりきることはない.よ ってpに よって定義される

K( ノ〃,y)の 付値環は微分に関して閉じている.ま た,も し!∈K(g,y')が 任意のPに よる付値環に属すな

らば!∈K[y,〃 りである.「無限遠点」に対応する付値は以下で定義される.

 さて,〃 を

             y=t-2,t'=α 。+a、t+a2t2+…(α 。=1)
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のようにtに 関するべき級数に展開する.

                     yノ=-2t-3t'

であるから

                   yii=6t-4ti2_2t-3tii

よって,tに 関する微分方程式

                  t"=3t-lti2-3t-1-1xt3
                            2

を 得 る.

//
e(・6+・1孟+・/22t+・3t3+a4t4+…)

    十(αo十alt十a2t2十agt3十a4t4十 … )(α1十2a2t十3a3t2十4CL4t3十 … )

  一(・-1-・ 。α、)千(a'1+2・ 。α、+・1)t+(・z+3・ 。α,+3・ 、α、)t2+(・ §+4・ 。α、+4・ 、・・+2・1)オ3+…

で あ る か ら,係 数 比 較 に よ っ て,

  1=α6十 α0α1=3・2aoal

  t・a'i+2・ 。α、+・1-3(2α0α2+a21)

  t2: a2-}-3aoa3-}-3ala2=3(2aoa3-{-2ala2)

  t・・α6+4・ …+4・ ・α・+2a2-3(2・0・ ・+2・ ・a・+a22)ー1-x2

  t4:a4十5α0α5十5α1α4十5α2α3=3(2aoa5十2α1α4十2α2α3)

  t5・a'5+6・ 。・、+6・ 、・5+6・ 、α、+3・ 彗一3(2aoa6-{-2a、 ・5+2・ 、α4+a23)

  t6:a'6十7αoα7十7α1α6十2α2α5ー ←2α3α4=3(2aoa7十2α1α6十7α2α5十7α3α4)                                         t

よって

                             1     1

              ao=1, al=a2=a3=0, a4=4x, a5=4

を得る.α6は 任意である.す なわち微分不定元として扱 うことができる.以 降ay(2≧7)はa6の 微分多

項式として表され,そ の階数は2-6で ある.以 降,a6,α7,_はK上 代数的独立な元 として扱 う.

定理 K上 代数的元はどれもPainleve Iを 満足 しないとする. yをPainleve Iの 任意の解とする.上 記で

定義 したべキ級数体K〈 α6>((t))から定義される素因子およびK[〃,y']の 既約多項式から定義 される素因子

からなる集合を Σ とする.こ のとき(K(y,〃 ノ)/K,Σ)はFuchsianで ある.
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証 明 !∈K[ッ,〃']は 正 則 であ る,す な わちvをtに 関す る位数 として,v(f)≧0と 仮 定す るとき,!∈K

で ある ことを示 したい.

 〃1=〃'と してfを 多項式環K[y,y1]]の 要 素 として扱 う.K[y,yi]のweight functionを[6]に し たが って

             w(y)=2, w(yl)=3, w(a)=0(aEK")

に よ って定義す る.た とえば ω砺-4ys)ニ6と なる,微 分DはK上 ではKの もの と同 じとし,

                 Dy=〃1,  1)yl=6z/2十x

とす る.D(g蜜 ー4シ3)=2xy1で あ る.ま たvを 考 える ときはyに ベキ級数 を代 入 したものにっいて考 える

ものとする.す る と レ観 一493)=-2と な る.

 ま ず,w(f)=6mが6の 倍 数 である場合 を考察す る.す なわ ち

              !一 Σ メ・m一ゴ,f・m一 Σ ・ゴ〃3ゴ〃㌘-2j
                ゴ:0             0≦ゴ≦m

とする.y,〃1のtに 関する展開 は

           y-t-2,y、 e(ー2)t-3(1+α4オ4+a5t5+ast6+…)

で あ る.ま たv(yi‐4ys)=-2で あ る.

         t6mf・m一 Σ ・ゴ(-2)2m-2ゴ(・+・ ・t4+α ・t5+・ ・孟6+…)2m-2ゴ
             0≦ゴ≦m,

 (*)   f6m=(gl-4〃3)mが 成立する.ゆ えにv(f6m)ニ ー2m

 実際v(f)≧0で あるからt-6mの 係数は0で ある.

                  Σ ・ゴ(-2)2m-2ゴ ー0
                  0≦ゴ≦πL

ξ(u)=Σcゴu2m-2jと お く と,ξ(-2)=0で あ る. m=1な ら ξ(u)=u2ー4よ りfs=ッ1-493と な'

る.つ ぎにm>1と す る.!の 展 開で,kCL6 a6m-6k-lt-1(0≦ た≦m-1)が 現 れ るの はf6mに お いてで

あ り,そ の係数 は0で なけれ ばな らな いか ら,

            。Cj<j<m(-212m-2j(2m-2j)(2m-2jk-1)-0

したがって

         Σ ・ゴ(ー2)2m-2ゴ(2mー2j)(2m-2j-1)…(2m-2j-k)-0

        0≦ゴ≦m
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これより

               ξ㈹(-2)-0(0≦ ん≦m-1)

を得,ξ(u)=(u2-4)m,                                 .

            f6m-。<j<m(m)(-4醐 励 一(㌢室一げ)m

を得る.

 以上からv(ノ)≧0で,w(ノ)=6mな らばw(Df)≦6mを 得 る.

 ある整数mでw(!)〈6mな らばw(Df)≦6mで ある. したがって, v(!)≧0の とき,任 意の ん≧0に

対してw(Dkf)≦6mが 成 り立っ.故 にfはK上 線形微分方程式をみたす.こ れはyに 関する[6]の 結果に

反する.
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