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常 微 分作 用 素 のFloquet分 解

西岡啓二

環境情報学部

1 Introduction

表題にあるFloquet分 解の由来を紹介しよう,t oの 近傍で一価有理型関数を係数とす

る線形斉次微分方程式

            y(n)+P1(t)y(n-1)+…+pn(t)〃=0

の解 は すべ て

                 y=tPf(t,u)

の形 を有 す る.こ こで,!はtに 関 して一 価 関数 を係 数 とす るuに 関 す る多項 式 で あ る.u

はlog tを 示 す. fの 係 数 はLaurent級 数 で表 され るが,一 一般 に主 部 は有 限 で は ない.も し,

方程 式 の基 本 解 が 係 数 の 主 部 が 有 限 なfに よ って表 現 され るな らば,t oは 方 程 式 の確

定特 異 点 で あ る とい わ れ る,Fuchs(Zur Theorie der linearen Di$'erntialgleichungen mit

veranderlichen Coefficienten, Journal fur die refine and angewandte Mathematik,(1826),

121-160)に よれ ば,t oが 確 定 特 異 点 で あ る た め の必 要 十 分条 件 は各pi(t)がt oを

高轍 の極とすることである刀 謡 とし,方程式を

           Dny+q1(t)Dn-1〃+…+qn(t)y o

と書 き換 え れ ば,こ の 条 件 は各Y2がt=oで 正 則 であ る こ とに 同値 で あ る.

 Frobenius[2]はFuchsやThomeの 結 果 を 明快 に説 明 した. Frobeniusの 方 法 を 用 い て

Floquet[1]は 詳細 な 局 所 的理 論 を展 開 した.っ ぎのFloquetの 定 理[1, p.126]はFuchsの

結 果 の一 般 化 で あ る.

 THEOREME II.‐Pour que l'equation differentielle P=Oait s

伽 吻rales吻 襯 壱re8 Z伽6α 惚meη オ伽 吻endantes,〃aut it sufit que

l'expression P soft susceptible de la forme

P=QD
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oicQetDsont d'ordresm‐sets, et sont de meme nature que P,

C'ε5かa-dire d coefficients present翻le caractere des fonctions剛ionnelles,

le premier e伽t l'鷹 オ6, e孟o商D=0孟o疵85e8編69翻e8吻 癩 壱re3, Q-O

n'en ayant aucune.

表題のFloquet分 解は定理が述べ る分解 の ことである. Floquetの 証明 は解の概念を用い

てい るが,こ の論説 では微分作用素か らなる非可換代数の簡単 な性質か ら証明 を与 える.

Floquetの 定理 にあるQお よびDを 解の概念 を用いずに特徴付 ける必要 がある.上 述の

Fuchsの 定理 がその手助 け となる, Floquetの 定理 はsection 5で 定 式化 され, section 6で

解 との関係 を説明す る.

2 微分作用素環

Rを 微分可換環,Dを その微分 とす る. R上 微分作用素環R[D]は っぎの加法+,乗 法 ・

によって分配 結合代数 になるR[D]の2元 を!=Σ α説g= b2DZと す る とき

          /+9一 Σ(a2+b2)D乞,!・9一 Σ ・・D乞・

ここで

             q一昇(ブ+ニ-淋 )
であ る.と くにD。 α=αD+D(α)で あ る.α ∈Rに 対 して通 常 の よ うに

D(α)=α',DZ(α)之 αω と略記 す る.

          degD!=max{2 iα乞≠0}, λ(ノ)=adegD f

と表 す.λ(/)=1の とき/はmonicと い わ れ る. Rが 整 域 であ る と きつ ぎが 成 り立 っ.

        degD/09・=degD!十degD 9, λ(/09)・=λ(!)λ(9).

!∈R[D]は,も しg,h∈R[D}でf=9。h,0<degD 9,degD hな る もの が あれ ば,可 約

で あ る とい われ,そ うで な けれ ば 既 約 といわ れ る.

命 題 1をRの 微 分 イ デ ア ル とす る.R/1は 微 分環 に な る.標 準 的 全 射 π:R→R/1は

微分 準 同型 で あ り,係 数 に作 用 させ る こ とに よ って準 同型 π:RロD]一 →(R/1)[D]に 拡 張 さ

れ る.
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証 明!=Σ αρZ∈ 叩]に 対 して π(/)=Σ π(α、)が で あ るg=Σ6乞DZ∈ 叩],

!。g= CZDZと す る.

             ら一昇(ブ+ニー、)α・わ鮮→)
であるから

中g)一 慕(フ+ω π曜+IC-2))DZ一慕(フ紛 榊)嚇

=π(!)oπ(9)

を得る,π げ+g)=π げ)+π(g)は 明 らかであるか ら,π は準同型であ る.π(/)は 決定多

項式の一般化 であ る,

 Rを 微分 整 域,-Pを 微 分 素 イ デ ア ル,π:R[DJ→(R/P)[D]を 標 準 的 準 同 型 とす る.

-P[D]=Kerπ はR[D)の 素 イ デ アル で あ る.δ=degD・ π とす る.

命題 Rを 微分整域,Pを 微分素 イデアル とする. f∈R[D]は っ ぎの形を もつ とす る.

         /一 Σ α・D乞,α ・P,ai∈P(1≦Z≦n),α 。¢P2
           z=0

この とき,!は 既約 で あ る.

証 明 い ま/=g。h(0<degD 9, degDん)と 分 解 され た と しよ う.0一 δ(!)=δ(g)+δ(1L)

で あ る か ら δ(g)=δ(h)=0で あ る.よ って λ(g),λ(h)は とも にPに 属 す る.よ って

λげ)=λ(g。h)=λ(g)λ(h)∈ 、P2が 成 り立 っ が,こ れ はfに 関 す る仮 定 に 反 す る.

3 微分離散付値環

微分環Rは 極大 イデアルPが 微分イデ アルであるような付値環 である とき,微 分付値環

とよばれ る,Rの 商体をKで 示 し,対 応す る付値 をvと 書 く.vは 加法付値 とし,そ の値

域 は有理 整数全体 とする.こ の とき,各 α∈Rに 対 してv(α')≧v(の が成 り立っ.以 下 で

微分付値環 は この よ うな離散付値環 であ るとする.vはK[D]に 拡張 される,

            v(!)=min{v(ai)10≦2≦degD f}

ここで!=Σ α乞D尾 κ[D]と した.っ ぎ力減 立す る!,9∈K[D]に 対 して

        v(!・g)=U(!)+v(9),v(!+9)≧max{v(!),v(9)}

                    3



/二 Σ αρ ヒ κ[D],≠0に 対 して

             ρ(ノ)=max{z U(α∂ニv(/)}

とおけば

               ρ(/09)=ρ(/)十 ρ(9)

が成立す る,実 際

       !- aZDz,9一 Σ 砂(am,bn≠0),!・9一 Σ ・・ぴ
         i=O         i=0

とすれば

             q一寡(ブ+1一乞擁+k-i)
である,

       レ(αゴわ!ん))-v(α ゴ)+レ(6!ん))≧ レ(αゴ)+レ(わた)≧ レ(!)+レ(9).

r=p(f),s=p(g)と お き,ゴ+κ>r+8の 場 合 を考 え る.こ の と き ゴ>rま た は 鳶>sで

あ るか ら

           レ(αゴわ!ん))≧レ(αゴ)+v(わκ)>v(ノ)+レ(9)

を得 る,ゴ+ん=γ+sの 場 合,も しjarで 紅 ≠sな らば,ゴ>rま た は ん>sと な るか ら

前 述 と同 様 の結 果 とな る.こ れ よ りv(CT+、)=v(f)+v(g)=v(arbs)を 得 る.

 ρはv(f)=oな る!∈R[D]に 対 して δ と同 じ.

命 題 Rを 微分 付 値 環,そ の極 大 イ デ アル をPと す る.も し,/∈ 珂-D)が 既 約 な らば,そ

れ はK[D]に お い て も既 約 で あ る.

証 明 !=g。h,(g,ん ∈K[D])と しよ う.α ∈Kでv(α)=v(h)な る もの を と り,

g1=g。 α,ん1=a-lhと お け ば,ノ=g1・ ん1でg1,hl∈R[D]と な る,よ って!はR上 可

約 で あ る.

 関 連 して っ ぎ の定 理 をNishioka[3]か らの 引用 しよ う.

    Theorem Let K be a differential field with a derivative operator D and

  anormalized discrete valuation〃ofκsatis£y v(D(α))≧v(a)for any

  element a E K and v(a)=Ofor nonzero rational numbers. Suppose
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  ん 一 Σ ・ZDZ b・a・edu・ible el・m・nt of K[D]and the c・e伍 ・i・nts sati・fy th・

  conditions

       〃(c0)一 ・,μ 鴇・)<レ 穿∂(・<2〈n),呵 ・。)〉・・

  Then degD of any divisor of h is a multiple of-.
                       m

た と え ば,Coコ1,v(C∂=1(i=1,...,n)と す る と き, h=ΣCiが は 既 約 で あ る.こ れ

よ り,(L,D)を 微 分 体, tをDt=Oを み た す 不 定 元 と す れ ば 任 意 の!∈L[1)]に 対 して

f+t∈L(t)[DJは 既 約 で あ る(Amitzur:Commutative differential operators, Paci丘c J.

Math.8(1958),1-10).付 値 をv(t)_-1に と り,孟 一1!+1に 適 用 す れ ば よ い.

4 Floquet分 解

Floquetの 主定理を述べ るために,す こし言葉 の準備をす る.

 以下Rは 微分付値環,-Pは その極大 イデアル,1(をRの 商体 とす る.ま た,vでRに

付 随 す る付 値 を表 す.

定 義 /∈R[D]はv(!)=0の ときnorma1と いわ れ, v(!)=0,ρ(!)=degD!の とき

regularと い われ る,ま たnormal/∈ 珂-D]は ρ(/)=0を み たす とき, coregularと い う

こ とに す る.!- aiDi∈RロD]に 対 して!α 一 Σ(-D)㌔ α・を!のadj・intと い う・

 っ ぎは古 典 的.証 明 は た とえ ばFloquet[1]を 参 照.帰 納 法 で も直 接 証 明 で き る.

        (/α)α一!,(/+9)α=/α+9α,(/・g)α 一9α 。/α.

また,!α の定 数 項 はfの それ に等 しい,っ ぎ が得 られ る.

        degD/=degD/α, v(!)=v(!α), ρ(!)=ρ(/α)

第2β 式は!=Σ α諺 とする とき4>ρ(!)な らば

           v((-D)㌔ α∂一 レ(αの 一 レ(aiD2)〉 レ(/)

であ るか らで あ る.こ れ らの 関係 式 か ら,!∈R[D]は(co)regularな らば,/α も

(co)regularで あ る.
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命 題 2っ のregular elementsの 積 はregularで あ る. regular elementの 右(1左)因 子 は

regularで あ る. c0regularに っ い て も同様 で あ る. regularでcoregularなR[DJの 元 はR

に属 す る.

証 明 !,g∈R[D]をregularと す る.定 義 か ら

        v(/)ev(9)eO, ρ(!)=degD!, ρ(9)=degD 9

で あ る.よ っ てU(!・g)=oそ して

       ρ(fog)eρ(f)十 ρ(9)edegD!十degD 9=degD/09

を得 る。っ ぎにf∈ 珂D】 をregular, f=9。h,9, h∈R[Daと す る.す る と

0=v(f)=v(g)+U(h)よ ってv(h)=0と な る.ま た

       degD!==ρ(!)eρ(9)十 ρ(h)≦degD 9十degD h≦degD/

よ り,g,ん がregularで あ る こ とを知 る. coregularに っ い て も 同様 の 議 論 に よ って 求 め る

結 果 を得 る.最 後 は明 らか.

定 義normal f∈R[D]はcoregular g, regular hに よ って/=g・hと 表 され る とき,こ

の分 解 を!のFloquet分 解 とい う.

命題 !,fl,g,g1∈R[D]の は じめ の2っ はcoregular,あ との2っ はregularと す る.も し

/・9=fi・g1な らば,/, gは そ れ ぞ れ 五,g1のKス カ ラニ倍 で あ る.(co)regular

ん∈R[D】 が/・gのK上(左)右 因子 な らば,そ れ は(のgのK上(左)右 因子 で あ る.

証 明 あ との 主 張 を 示 せ ば,前 の主 張 が 従 う.さ てhをregularと し,

              fog=poh,pEK[D]

と仮 定 す る.q,r∈K[D]でg=g。h+rな る もの を とる.こ こでr=0ま た は

degD r<degD hで あ る.も しT≠0な らば

               (p-foq)oh=for

よ り

        degD h≦ ρ(h)≦ ρ(p-/oq)十 ρ(h)=ρ(r)≦degD r
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を得,矛 盾 よ ってr=0を 得 る.す な わ ち ん はgの 右 因子 で あ る,っ ぎ に,hを

coregularと し,/。9=hOp, p∈K[D]と 仮 定 す る. q,r∈KロD]でf=h・q+rな る も

の を とる.こ こでr=0ま た はdegD r<degDん であ る.も しr≠0な らば

               ん○(p-909)=rog

よ り

          ρ(h)十P(p-(109)=ρ(r)十 ρ(9)≧degD 9

を得 る.よ ってdegD(p-gog)≧degD 9が 成 り立 っ.そ して

          degD h十degD(p‐qog)=degD r-}-degD 9

であ るか らdegD h≦degD rと な る.こ れ は矛 盾.故 にr=0で あ る.す な わ ちhは!の

左 因子 で あ る-

5 Floquetの 定 理

Rを 微分離散付値環 とする.標 準 的な全射 π:R-→R/Pは 環準 同型 になる.

R一 嚇D一 構 の場合,㌍ 一cで,π(f)は/の 古典的な決定多項式である・

定理Rは さ らに完備 とする!=Σ α乞DZ∈R[D]はnorma1で1ρ(!)=mと す る.

ん0=Σ α、D吃 お けば,っ ぎの条 件をみたすg,hE叩]が 存在 する.

  z==0

    /=90h,π(h)=7「(ho), degD h e degD ho,ρ(9)==0, zノ(9)=v(h)=O

hはKス カ ラ ー 倍 を 除 い て 一 意 的 に 決 ま る.

証 明 最 後 の 主 張 は す で に 示 して あ る./= az.Dzを90=1, hoに よ っ て

                    2

                f=90°ho-t-twl

と表 現 す る.こ こで,v(t) 1, wl∈ 珂D]で あ る,簡 単 の た めhoの 最 高 次 の 係数 αm=1

とす る.

           /ー9,。 ん,一 が+1wi+1, wi-f-1∈R[D]

をみ た すg¢,属,ω 、+1∈ 珂D]を っ ぎ の よ うに 帰納 的 に定 義 す る.g、-1,hi-1,wz(2≧1)が す

で に得 られ た と しよ う.そ こで ω、をhi-1で 割 っ た ときの 商 をuZ余 りをv2と す る.

                wa=u②oんz_1十v2
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そ して

            9乞=9zー1十 ぬ 乞, hi=ん ビ-1十 孟㌔盛

と置 く,こ れ に よ って 砺+1が 決 ま る こ とを示 そ う.

     卜9、 。ん2!-92-1・hi-、 一(伽 ・tZv2+t2u2。 ん臼)-tZui・t2vi

とな る.p∈ 珂 測 に 対 してp[iJ=t-Zp・tiに よ ってp[Z】ER[D]を 定 義 す る,す ぐに わ か る

よ うに

      (p十q)[i]-pl司+q[司,(p。q)【 ゼLp[i]・q【 ¢1,α 団 一 α(α ∈R)

が成立する.この記号を用いれば

        f-9z・h2.}2( [ilwi`92-i。vi-ui・h・i-、)-t2㌔1%Ui

を得 る.そ して

    (i]9i-1=(90+to1+…+ti-1ui-、)[2]=902]+加 『】+…+孟 臼 魂1=1+孟 φ2

を 得 る。φ、∈珂D]で あ る.す る と

 /-9'i・ ん、一 撫 一9具1・v2-ui・ んi-1)一 理 盛」叫 一 一t2+1(φ 、叫+む ㌦ 舅 ・勿の

であるから

             矯+1=一(φ 、・v2+が 一1ul%"2)

とお け ば よい.g=limg2,h=lim h2と す れ ば, Rは 完 備 で あ るか らg,h∈Rで あ って
        2-→OQ      2→OQ

                  f=goh

とな る.定 義 の仕 方 か らa任 意 の2≧1に 対 して,v2=0ま た はdegD vz<degD hi_1で あ

る か らdegD hi・=degD hi_1を 得, degDん=degDんoと な る,

例 (K,D)を 微 分 体,孟 をD孟 弔0を み た す不 定 元 と し,κ(t)上 の 微 分 作用 素

          f=(tD-1)(D-t)=tD2-(1+t2)D+t

を考 える.tに 関 す る位 数ordtに 関 して ρ(f)=1,!のregular因 子 お よびcoregular因 子

はそ れ ぞ れD-tお よ びtD-1で あ る.
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6 応用

Rを 離散 付 値 環 で,微 分Dを もっ 微 分環 で あ る とす る.そ の極 大 イ デ ア ルPは 微 分 イ デ

ア ル で あ る とす る.Rに 付 随 す る付 値 をvそ して, Rの 完 備 化 をR.で 表 す. DはRが

もた らす 位 相 に関 して 連 続 で あ る.

 Ore[4]に よ れ ば,/, g∈K[D]に 対 して/, gに 共 通 の右 因子 で次 数 最 大 の もの,

greatest common divisor(GCD)が 存 在 す る.ま た,/,9に 共 通 の左multipleで 次 数 最 小

の もの,least common multiple(LCM)が 存 在 す る. GCD, LCMは と もに, Euclid互 除法

に よ って 得 られ,Kス カ ラー 倍 の 自 由度 が あ る こ とに注 意 しよ う.

 以 下!,gのnormal GCD, normal LCMの ひ とっ をそ れ ぞ れfvg,!〈gと 表 示 す る.

F10quetの 分 解 定 理 よ り,っ ぎが 得 られ る.

系1 ,Rが 完 備 で あ る と き, normal f∈-R[D]に 対 して, regular gお よ びcoーregular hが

存 在 し!=g。 んが 成立 す る.g,hは ス カ ラー 倍 を 除 い て一 意 的 に決 ま る.

 実 際regular g*, co-regular h*に よ る!α の コFloquet分 解!α=ん*。9*のadjointを と れ

ば よ い,

 さ らにadjointを 用 い れ ば っ ぎ が わ か る./∈R[D】 をregular, g, h∈ 珂 、D]をcoregular

と し,hは/。gの 右 因子 とす る と,hは9の 右 因 子 で あ る.

系2 R[D]に お い て(co)regular operatorsのn0rmal GCD, normalコLCMは い ず れ も

(CO)regularで あ る.

証 明 normal GCDに っ い て は 明 らか. normal LCMに っ い て主 張 を示 す.い ま

∫,g∈R[D]をregularと す る.こ れ らをRの 完 備 化RU上 の作 用素 とみ て, normal LCM

を/〈g=h。 κの よ うにFloquet分 解 す る. h,ん ∈Rv口D]は そ れ ぞ れcoregular, regular

で あ る.!,gは とも に ん・κの右 因子 であ るか ら,ん の右 因子,し た が って,κ は!〈gを 右

因子 に もっ.ん はregularで あ る か ら,!〈gもregularで あ る./, g∈ 珂D]がcoregularの

場合 も 同様 に 扱 え る.n0rmal LCM!〈gをregular h, coregularん ∈Rv[D]に よ っ て

Floquet分 解 し,/〈g=h・ κ とす る.κ は/, gを 右 因 子 とす る か ら,!〈gを 右 因子 とす

る.よ っ て!〈9はcoregularで あ る,

系3f∈R[D]をnormalと す る.

/=9109=ん10ん

9



を2っ のFloquet分 解 と す る. g, hlはregularでg1,hはcoregularで あ る.こ の と き/は

g,hのLCMで あ る.

証 明 degD g V h=Oで あ る か らdegD 9〈h=degD g+degD hで あ る[5, P.486].と こ ろ

で ρ(!)=degD 9=degD hlで あ る か らdegD f=degD hl+degD h=degD g〈hが 成 り

立 っ.も ち ろ ん!は9,hを 右 因 子 に も っ か ら,/は9〈hの ス カ ラ ー 倍 で あ る.

 微 分 拡大 体L/Kの 元yは 方程 式/(〃)-0,/∈K[D]を み た す と き,/(y)=0の 解 と

よば れ る./∈R[D]が(co)regularで あ る とき,!(y)=0の 解yは(co)regularと よ ば れ

る.!∈R[D]をnorma1と す る.!,!α のFloquet分 解 を!=g・h,!α=g1。hlと す る,

五 はh(y)=0お よ び9i(の=0の 基 本 解 を含 む もの とす る.五 に お け る!(y)=0の 解 全

体 をV(!)と 表 す.こ の とき

               V(f)=V(h)●V(9i)

で あ る.実 際 シ∈V(h)∩V(9iと す る.ッ が み たす 方 程 式 κ(ッ)=0,κ ∈珂D]を 〃(ん)=0

か っdegDκ が 最 小 の もの を とる.す る と κはh, a91の右 因子 で あ る.よ って そ れ はregular

で あ りcoregularで も あ る.κ ∈Rと な り 汐=0を 得 る. degDん コ ρ(/)=P(/α)コdegD tal

よ りdegD f=degD h+degD giで あ るか ら

dim V(f)<degD f=degD h十degD gi=dim V(h)十dim V(g°')

故 にV(f)コV(ん)㊦ γ(a91)を 得 る.

命 題 微 分 拡大 体L/Kの 元 でregular elements全 体 をReg(L/R)と 書 く.Reg(L/R)は

K上 微分 代 数 で あ る.Reg(五/R)はKを 含 む,

証 明 K=cKの 場 合,主 張 は明 らか で あ る か ら,K≠cKを 仮 定 す る.α ∈Kと す る.

α=0は1(α)こ0の 解.α ≠0と し,/=Dーa-1α'と お け ば,/はregularで あ り,

!(α)=0を み た す.よ って αはregularで あ る.っ ぎに0≠u∈Lをregularと す る.

!∈R[D]をregularで/(u)篇0を み たす もの と しよ う.

/=α 十goD,9∈ 」配[D]

と表 す.gはregularと す る.α=0の 場 合1L∈R[D]をja=gと す る,α ≠0と 仮 定 す る.

(D‐a-la')of=(D-a-la')ogoD

で あ る か ら ん こ(D-a-la')。9と お く.す る と ん(u')=0で ん はregularで あ る.
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 u,v∈Reg(L/R)でregular!, g∈R[D]はf(u)=g(v)=0を み た す もの とす る.こ の

ときf〈9はregularで,(f〈9)(u+v)=0よ り,u+vがregularで あ る こ とがわ か る.

 さ て,α ∈K,u∈Reg(L/R)な らば α冠∈Reg(L/R)で あ る.実 際regular/∈ 珂D]を

!(u)=0な る もの とす れ ば,α/・ α一1はregularで(of・ α-1)(au)=α!(u)ニ0で あ るか

ら.uωuω 全 体 は有 限 次 元R加 群Mを 生 成 す る こ とが わ か る. Rは 単 項 イ デ アル 環 で あ

るか ら,uω(0≦2,v=u2)で 生 成 され る部 分加 群Nは 有 限 次 元 で, dim N≦dim Mで あ

る.し た が って,あ るregular g∈R[D], degD g≦dim Mでg(v)=0が 成 り立 っ.

 2G, v∈Reg(L/R)に 対 して2uv=(u+v)2_u2-v2∈Reg(L/R)に 注 意 して,以 上 か ら

Reg(L/R)がK-微 分 代数 で あ る こ とが わ か った.
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