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 主 論 文 要 旨 
      

報告番号 甲   第      号 氏 名 上田 亮 
 

主論文題目： 

Mg 基 LPSO 相におけるキンク帯形成に関する高次応力を考慮した 

転位-結晶塑性 FEM 解析 
 

（内容の要旨） 
長周期積層構造(LPSO: Long-Period Stacking Ordered)相を強化相とするマグネシウム合金は軽量，

高強度，高耐熱性などの優れた特性を有するため，この合金を輸送機器の構造材料に使用すること

は地球温暖化対策の有力な一手法になり得ると言われている．特に LPSO 相におけるキンク帯形成

は材料強化の主因と考えられており，その形成機構の解明に期待が寄せられている．しかしながら，

従来の転位-結晶塑性モデルに基づいたキンク帯形成に関する FEM 解析では，解析結果に顕著なメ

ッシュ依存性が現れるため，キンク帯におけるすべりや方位などの諸量を定量的に評価するうえで

望ましくない．これに対して，ひずみこう配にエネルギー共役な高次応力を考慮した理論では，構

成式に物質点近傍の非局所性が導入されるため変形のメッシュ依存性が軽減される．そこで本研究

では，高次応力を考慮した転位-結晶塑性モデルを構築し，LPSO 相におけるキンク帯形成のマルチ

スケール FEM 解析を実施することで，本モデルの妥当性および有用性を示すことを試みている． 
第 1 章は緒言であり，本研究の社会的背景および本論文の意義について述べている． 
第 2 章では，金属材料の大変形状態を記述するために配置の概念を導入し，各配置におけるひず

みを定義している．また，結晶塑性論における諸量の配置変換則を与えている．さらに，材料内に

蓄積した転位密度の結晶塑性論的表現方法を紹介し，GN(Geometrically Necessary)転位密度および

SS(Statistically Stored)転位密度の発展式をそれぞれすべり速度こう配およびすべり速度に対応する

量として定義している． 
第 3 章では，高次応力を GN 転位密度に共役な力として全自由エネルギーに導入している．また，

仮想仕事の原理に基づいて高次理論に関連する各種保存則を導出し，釣合い方程式から高次応力の

発散が背応力になることを示している．また，Clausius-Duhem の不等式から応力および高次応力の

構成式の一般形を導くとともに，それらの構成式に対する熱力学的制限について述べている． 
第 4 章では，速度形の弾粘塑性構成式および高次応力の構成式を熱力学的に導出している．その

際，高次応力には GN 転位の分布に関連した特性長が含まれることを示している．また，SS 転位密

度の表現をすべり面の曲率依存形に拡張することで従来の転位-結晶塑性論における硬化則を高次

理論に適する形に修正している．さらに，本モデルに対する従来の転位-結晶塑性モデルの位置づけ

を説明している． 
第 5 章では，3 章で示した仮想仕事の原理を速度形に拡張している．また，高次理論において新た

に導入される境界条件について言及し，高次応力に対する境界条件が GN 転位密度の境界条件に対

応することを述べている． 
第 6 章では，有限要素法による数値解析を行うために 5 章で導出した仮想仕事の原理を離散化し

ている．加えて，数値計算の低コスト化・安定化を実現するための手法を導入している． 
第 7 章では，本モデルを用いた Mg 基 LPSO 相に対する FEM 解析の結果およびそれに対する考察

について述べている．まず，キンク変形が生じやすい初期方位を設定した短冊状の単結晶に対する

解析を行い，キンク帯形成のメッシュ依存性を特性長と試験片寸法比(スケール比)の観点から検討

している．そして，高次応力の導入によるキンク帯形成過程について議論するとともに，キンク帯

の幅が特性長に応じて変化することを示している．また，本モデルにより寸法効果を表現可能なこ

とを明らかにしている．続いて多結晶に対する解析を実施し，結晶粒界におけるすべり速度の境界

条件が変形に及ぼす影響を GN 転位蓄積およびそれにともなう背応力場形成に基づいて検討してい

る．また，粒界における非底面系の活動にも言及している．最後に，キンク帯を特徴づける回位四

重極構造の表現方法について述べ，すべりの不適合度を用いて回位密度分布を簡易的に表現できる

ことを示している． 
第 8 章は結言であり，構築したモデルの性質および FEM 解析から得た知見を要約している． 
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Dislocation-based Crystal Plasticity FE Analysis for Kink Band Formation in 

Mg-based LPSO Phase Considering Higher-order Stress 

Abstract 
Magnesium alloys including a Long-Period Stacking Ordered (LPSO) phase have some 

excellent properties such as light weight, high strength and high heat resistance, and are 
expected to be used in structural materials of transportation equipment as a prevention measure 
of the global warming problem. Since, kink band formation in the LPSO phase strengthens the 
alloys, it is extremely important to clarify the formation mechanisms of kink band. However, 
the results of FE analyses for the kink band formation based on the conventional 
dislocation-based crystal plasticity model show the mesh dependence and such numerical 
property is not desirable in quantitative evaluation of slip and crystal orientation in the kink 
band. On the other hand, in the theory considering higher-order stress conjugate to the strain 
gradient, the mesh dependence is reduced because nonlocal information around a material point 
is introduced into the constitutive law. In the present thesis, a dislocation-based crystal plasticity 
model considering higher-order stress is developed and the multiscale FE analysis is performed 
to verify the validity and the capability of the present model. 

Chapter 1 is an introduction and explains the background and aims of this study. 
In chapter 2, kinematics for large deformation of materials and the concept of crystal 

plasticity theory are described. In addition, the definitions of GN (Geometrically Necessary) 
dislocation density and SS (Statistically Stored) dislocation density related to the slip gradient 
and the slip respectively are given. 

Chapter 3 provides various conservation laws in higher-order theory on the basis of the 
principle of virtual power. The higher-order stress is incorporated to the total free energy and its 
divergence is expressed as back stress. The general forms of constitutive law for stress and 
higher-order stress are derived in thermodynamic framework. 

Chapter 4 gives rate form of the constitutive equations of elastoviscoplasticity and a 
higher-order stress. The higher-order stress involves an intrinsic length scale associated with the 
area in which the GN dislocations distribute and the conventional hardening rule is modified by 
extending a representation of the SS dislocation density to that depending on the curvature of 
slip plane. Moreover, the relationship between the conventional model and the higher-order 
stress one is investigated. 

In chapters 5 and 6, the principle of virtual power is extended to the rate form and discretized 
on the basis of FEM. The boundary conditions for slip rate and higher-order stress, which are 
newly introduced is described in detail and the correlation between the boundary condition for 
higher-order stress and GN dislocation density is clarified. 

Chapter 7 shows the results of FE analyses for the LPSO phase. The mesh dependence for the 
kink band formation in single crystal is discussed from the view point of size effect defined as a 
ratio of the intrinsic length scale to the specimen size. The relationship between the intrinsic 
length scale and the width of the kink band is also referred and it is shown that the present 
model can express the size dependence of materials. In analyses for polycrystals of LPSO 
phase, the effects of additional boundary condition for slip rate on the grain boundaries are 
discussed through the GN dislocation pile-up and the activity of non-basal slips. Furthermore, 
the method to depict a disclination quadrupole using the incompatibility of slip is mentioned. 

Chapter 8 summarizes the conclusions obtained in this study. 
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Fig. 1.5 Relation between tensile yield stress and plastic elongation of each alloy at room temperature(9).
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Mg-Zn-Y
α-Mg LPSO

(10) Al La
Fe

2 Mg96.7Zn0.85Y2Al0.45 (10) LPSO
Mg Mg LPSO
Mg 623 K

(24) Al Ti
•
ε = 10−5 ∼ 10−3 s−1

(24) LPSO Mg
•
ε = 10−2 ∼ 10−1 s−1

(24) LPSO Mg

Table1.1 Comparison of characteristics between Mg/LPSO RS P/M alloy and extra super duralumin(10)(11).

Mg/LPSO RS P/M alloy Extra super duralumin
(Mg96.7Zn0.85Y2Al0.45) (7075-T6)

Specific weight 1.85 g/cm3 2.75 g/cm3

Yield stress (0.2% proof stress) 533 MPa 505 MPa
Elongation 10.6 % 11.0 %
Fatigue strength (107 cycles) 325 MPa 275 MPa
Corrosion rate 0.160 mm/year 0.285 mm/year



8 1

50 m�

LPSO phase

�-Mg phase

Fig. 1.7 Microstructure of as-cast Mg/LPSO (Mg97Zn1Y2) alloy(25).
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Fig. 1.8 Microstructure of extruded Mg/LPSO (Mg97Zn1Y2) alloy(26).
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Fig. 1.9 Temperature and orientation dependence of yiled stress of extruded Mg/LPSO (Mg97Zn1Y2) alloy(17).
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Fig. 1.10 Microstructure of directionally solidified polycrystal composed of LPSO single phase (Mg88Zn5Y7)(27).
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1.2 (21)(30)(31)
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resolved shear stress) (1)(32)(33) α-Mg
Mg LPSO

(34) 1.12 1.13(a)
{1012} < 1011 >

LPSO Mg (0001) < 1120 > CRSS
Mg 10 (27)(35) Mg

LPSO LPSO a Mg
(17) LPSO LPSO

LPSO
(27) LPSO Mg

{1121}〈1126〉 1.13(b) (36)(37) LPSO
{1121}〈1126〉 LPSO
LPSO

Table1.2 Slip / twinning system families of Mg.

Family Number of systems Plane Direction

Basal 3 (0001) < 112̄0 >
Prismatic 3 {101̄0} < 112̄0 >
First-order pyramidal 6 {11̄01} < 112̄0 >
Second-order pyramidal 6 {112̄2} < 112̄3 >
Tensile twin 6 {101̄2} < 1̄011 >
Compression twin 6 {1̄011} < 101̄2̄ >
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(a) Basal (b) Prismatic

(c) First-order pyramidal (d) Second-order pyramidal

� �0001

1120

1120

� �1010

� �1101

1120

1123

� �1122

Fig. 1.12 Slip systems in α-Mg phase and LPSO phase. Drawed plane and arrow denote slip plane and slip
direction, respectively.

� �1012

1011 � �1121
1126

(a)                       twin� �10 12 10 11 (b)                      twin� �1121 1126

Fig. 1.13 Deformation twin.

Mg
CRSS Mg (27)(35)(38) LPSO

α-Mg LPSO
1.3
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Table1.3 Similarities and differences between α-Mg phase and LPSO phase.

α-Mg phase LPSO phase

Basal slip Predominantly occur
Non-basal slips Activated only at high temperature
{1012} < 1011 > Twinning Occur Not occur

(e)

LPSO Mg 623 ∼ 723 K

(12)(15)(39) 1.14 Mg97Zn1Y2 –
(12) 4 1.5
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Fig. 1.14 Nominal stress - strain curves of as-cast and extruded Mg/LPSO (Mg97Zn1Y2) alloys(12).
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Fig. 1.15 Characteristic microstructure of extruded Mg/LPSO alloy.

(40)(41)(42)(43) Mg 1.16
{1012} < 1011 > Mg α-Mg

LPSO 1.7

LPSO Mg LPSO
Yoshimoto (15) LPSO
α-Mg

α-Mg
α-Mg

1.15
Mg

[1120]

[1100]
[0001]

Compression

Basal plane

Kink band

Kink boundary

Fig. 1.16 Schematic deformation kink.
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Fig. 1.18 Dislocation model of kink band formation proposed by Hess-Barrett(41).
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Disclination dipole Finite line of dislocations

(a) Single disclination
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Fig. 1.19 Relation between disclination and dislocation(48).
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1.7

2 1
2 β(I) β(M) β(m) β(c)

(•)
: (•)(I)

1 : (•)(M)
2 : (•)(m)

: (•)(c) = (•)

ai bi ci · · · Ai j Bi j Ci j · · · β(I)

I, J, · · · 1 β(M) α, β, · · · 2 β(m)

α̃, β̃, · · · β(c) i, j, · · ·

2

nonion

: A B , Aik Bk j , Aik Bk j ei ⊗ e j
: A · B , Ai j Bi j , Ai j Bi j
: A × B , Ail e jlm Bmk , Ail e jlm Bmk ei ⊗ e j ⊗ ek
: A ⊗ B , Ai j Bkl ,

(
Ai jei ⊗ e j

)
⊗

(
Bklek ⊗ el

)
2 : D : B , Di jkl Bkl , Di jkl Bkl(ei ⊗ e j)
ei jk

nonion

: grad A = A ⊗ ←∇ , Ai j,k , Ai j,k ei ⊗ e j ⊗ ek
: div A = A

←∇ , Ai j, j , Ai j, j ei
: curl A = −A × ←∇ , Ail,k e jkl , Ail,k e jkl ei ⊗ e j
(•),i xi β(I)

Grad Div Curl
1 2

3∑
j=1
Ai j b j = Ai j b j

3∑
j=1
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2

–

Shizawa-Zbib(75) 2 Isoclinic (76) 4
2

GN
SS

2.1 4

(77) W∗ ≡W −W p Shizawa-Zbib(75)

2.1 2 Isoclinic 4
W W p

F

F = RmFeFp . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (2.1)

Rm Fe Fp

W (2.1)

W = LA =
( •
FF−1

)
A
=Wm +W e +W p . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (2.2)

L
•
(•) (•)−1 (•)A (•)

Wm W e W p

(2.1) (2.2)

Wm =
•
RmRmT . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (2.3)

W e = Rm
( •
FeFe−1

)
A
RmT . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (2.4)
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x(I)1

x(I)2

x(I)3

x(M)1

x(M)2

x(M)3

x(m)1

x(m)2

x(m)3

x1

x2

x3

1st intermediate config.

Initial config. Current config.

2nd intermediate config.
(Isoclinic config.)

time: = 0t time: t

Fig. 2.1 Configurations depicting large deformation(75).

W p = Rm
(
Fe

•
FpFp−1Fe−1

)
A
RmT . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (2.5)

(•)T (•)
( •
FeFe−1

)
A

R̂e( •
FeFe−1

)
A
≡

•
R̂eR̂eT . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (2.6)

R̂e R̂e Ûe Fe

Fe = R̂eÛe . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (2.7)( •
FeFe−1

)
A

Fe Re

Ue Fe = ReUe( •
FeFe−1

)
A
=

•
ReReT + Re

( •
UeUe−1

)
A
ReT . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (2.8)

(2.8) (2.6) Ûe
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,( •
ÛeÛe−1

)
A
= 0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (2.9)

R̂e Ûe W∗ (2.2)

W∗ ≡W −W p =Wm +W e =
•
R∗R∗T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (2.10)

R∗

R∗ ≡ Rm R̂e . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (2.11)

(2.11)
(2.7) (2.11) (2.1) 4

F

F = R∗ÛeFp = R∗F = F∗Fp . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (2.12)

F ≡ ÛeFp F∗ ≡ R∗Ûe (2.12) β(I) β(c)

β(I) Fp 1
β(M) Fp

2.1
Ûe 1 β(M) 2 β(m) (2.8)

2
R∗ 2

β(m) β(c) R∗

F

J ≡ det F = det
(
R∗ÛeFp

)
=

(
det R∗

)(
det Ûe

)(
det Fp

)
= J∗J eJp = J e . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (2.13)

J∗ ≡ det R∗ = 1 , J e ≡ det Ûe , Jp ≡ det Fp = 1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (2.14)

(2.14)3
(2.14)1 R∗

det R∗ = 1
2.1 s(α) m(α)

(•)(α) α

β(I) 1 β(M) 2.2

s(α)(M) = s
(α)
(I) , m(α)(M) = m

(α)
(I) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (2.15)
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Fig. 2.2 Crystal grids deformed by crystallographic slip and other process.

1 β(M) 2 β(m)

2 β(m) β(c)

2 R∗ a(m)
2 A(m) a(m) = R

∗Ta A(m) = R
∗TAR∗

•a(m) = R
∗T 
̌a . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (2.16)

•
A(m) = R

∗T 

AR∗ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (2.17)


̌a ≡ •a −W∗a . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (2.18)


A ≡ •

A −W∗A + AW∗ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (2.19)

[ A.1 ]
(2.19) Mandel-Kratochvil (77)

β(m) W∗

–
”push− f orward operation” ”pull−back operation” (78)(79) ”push− f orward operation”

”pull−back operation”
a(m) = R

∗Ta
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A(m) = R
∗TAR∗ a A 2 pull-back a = R∗a(m)

A = R∗A(m)R
∗T a(m) A(m) push-forward

2.2

2.2.1

2.1

dx = R∗dx(m) = F∗dx(M) = Fdx(I) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (2.20)

dx(m) = Ûedx(M) = Fdx(I) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (2.21)

dx(M) = Fpdx(I) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (2.22)

(2.20) (2.22) dx dx(I)
2.1 4 Lagrange

1 β(M) β(I)

dx · dx − dx(I) · dx(I) =
(
dx · dx − dx(M) · dx(M)

)
+

(
dx(M) · dx(M) − dx(I) · dx(I)

)
=

(
F∗dx(M) · F∗dx(M) − dx(M) · dx(M)

)
+

(
Fpdx(I) · Fpdx(I) − dx(I) · dx(I)

)
=

(
F∗TF∗ − I

)
· dx(M) ⊗ dx(M) +

(
FpTFp − I

)
· dx(I) ⊗ dx(I)

= 2Ee(M) · dx(M) ⊗ dx(M) + 2Ep(I) · dx(I) ⊗ dx(I) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (2.23)

Ee(M) Ep(I) Lagrange

Ee(M) ≡
1
2
(
F∗TF∗ − I

)
=
1
2
(
ÛeTÛe − I

)
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (2.24)

Ep(I) ≡
1
2
(
FpTFp − I

)
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (2.25)

(2.20) (2.22) (2.23)
[ A.2 ]

Ee(I) ≡
1
2
(
FTF − FpTFp

)
, Ee(m) ≡

1
2
(
I − Ûe−TÛe−1

)
,

Ee ≡ 1
2
(
I − F∗−TF∗−1

)
⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎪⎭ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (2.26)
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Ep(M) ≡
1
2
(
I − Fp−TFp−1

)
, Ep(m) ≡

1
2
(
Ûe−TÛe−1 − F−TF−1

)
,

Ep ≡ 1
2
(
F∗−TF∗−1 − F−TF−1

)
⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎪⎭ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (2.27)

(2.23)

dx · dx − dx(I) · dx(I) = Fdx(I) · Fdx(I) − dx(I) · dx(I) =
(
FTF − I

)
· dx(I) ⊗ dx(I) = 2E(I) · dx(I) ⊗ dx(I) . (2.28)

E(I) ≡ 12
(
FTF − I

)
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (2.29)

Green-Lagrange (80) (2.23)

dx · dx − dx(I) · dx(I) = dx · dx − F−1dx · F−1dx =
(
I − F−TF−1

)
· dx ⊗ dx = 2E · dx ⊗ dx . . . . . . . . . (2.30)

E ≡ 1
2
(
I − F−TF−1

)
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (2.31)

Almansi-Euler (80) (2.24) (2.27)
(2.29) (2.31)

2.2.2

(2.26) (2.27)

Ee · dx ⊗ dx = Ee(m) · dx(m) ⊗ dx(m) = Ee(M) · dx(M) ⊗ dx(M) = Ee(I) · dx(I) ⊗ dx(I) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (2.32)

Ep · dx ⊗ dx = Ep(m) · dx(m) ⊗ dx(m) = Ep(M) · dx(M) ⊗ dx(M) = Ep(I) · dx(I) ⊗ dx(I) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (2.33)

(2.32) (2.20) (2.21)

Ee = R∗Ee(m)R
∗T = F∗−TEe(M)F

∗−1 , Ee(m) = Û
e−TEe(M)Û

e−1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (2.34)

β(I) Ee(I)
(2.33) (2.20) (2.22)

Ep = R∗Ep(m)R
∗T = F∗−TEp(M)F

∗−1 = F−TEp(I)F
−1 ,

Ep(m) = Û
e−TEp(M)Û

e−1 = F−TEp(I)F
−1 ,

Ep(M) = F
p−TEp(I)F

p−1

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (2.35)

(79)(81) (2.34) (2.35)
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2.3

Descartes

2.3.1

β(c) L (2.20)
(79)

d� =
•
Fdx(I) =

•
FF−1dx = L dx , L ≡ grad � = •

FF−1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (2.36)

d� = d •x (2.21) (2.22)

d�(m) =
•

Fdx(I) =
•

F F−1dx(m) = L(m)dx(m) , L(m) ≡
•

F F−1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (2.37)

d�(M) =
•
Fpdx(I) =

•
FpFp−1dx(M) = L(M)dx(M) , L(M) ≡

•
FpFp−1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (2.38)

(79)(81)

L = R∗L(m)R∗T = F∗L(M)F∗−1 , L(m) = ÛeL(M)Ûe−1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (2.39)

(2.12) (2.36) L

L =
•
FF−1 =

(
R∗ÛeFp

)•(
R∗ÛeFp

)−1 = ( •
R∗ÛeFp + R∗

•
ÛeFp + R∗Ûe

•
Fp

)
Fp−1Ûe−1R∗T

=
•
R∗R∗T + R∗

•
ÛeÛe−1R∗T + R∗Ûe

•
FpFp−1Ûe−1R∗T

= Le + Lp . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (2.40)

(2.40) L Le Lp

Le ≡ •
R∗R∗T + R∗

•
ÛeÛe−1R∗T =

•
F∗F∗−1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (2.41)

Lp ≡ R∗Ûe •
FpFp−1Ûe−1R∗T = F∗

•
FpFp−1F∗−1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (2.42)

(2.39)

Le(m) = R
∗TLeR∗ = R∗T

•
R∗ +

•
ÛeÛe−1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (2.43)

Lp(m) = R
∗TLpR∗ = Ûe

•
FpFp−1Ûe−1 ,

Lp(M) = F
∗−1LpF∗ = Ûe−1Lp(m)Û

e =
•
FpFp−1

⎫⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎭ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (2.44)
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Le(M)
(2.40) Descartes

L = LS + LA = D +W . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (2.45)

(•)S (•) D W

D ≡ LS = R∗
( •
ÛeÛe−1

)
S
R∗T + R∗

(
Ûe

•
FpFp−1Ûe−1

)
S
R∗T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (2.46)

W ≡ LA =
•
R∗R∗T + R∗

(
Ûe

•
FpFp−1Ûe−1

)
A
R∗T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (2.47)

(2.9) (2.46) (2.47)

D = De + Dp . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (2.48)

W =W∗ +W p . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (2.49)

De Dp

De =
(
Le

)
S
= R∗

( •
ÛeÛe−1

)
S
R∗T = R∗

•
ÛeÛe−1R∗T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (2.50)

Dp =
(
Lp

)
S
= R∗

(
Ûe

•
FpFp−1Ûe−1

)
S
R∗T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (2.51)

W∗ W p

W∗ =
(
Le

)
A
=

•
R∗R∗T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (2.52)

W p =
(
Lp

)
A
= R∗

(
Ûe

•
FpFp−1Ûe−1

)
A
R∗T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (2.53)

2.3.2

(2.39) (2.45) D

D = R∗D(m)R∗T = F∗D(M)F∗−1 , D(m) = ÛeD(M)Ûe−1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (2.54)

De Dp

De = R∗De(m)R
∗T = F∗De(M)F

∗−1 ,

Dp = R∗Dp(m)R
∗T = F∗Dp(M)F

∗−1

⎫⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎭ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (2.55)
(2.43) (2.50) (2.55)1 2 β(m) De(m)

De(m) =
(
Le(m)

)
S
=

( •
ÛeÛe−1

)
S
=

•
ÛeÛe−1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (2.56)
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(2.9)
(2.44) (2.51) (2.55)2 2 β(m) 1 β(M)

Dp(m) Dp(M)

Dp(m) =
(
Lp(m)

)
S
=

(
Ûe

•
FpFp−1Ûe−1

)
S
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (2.57)

Dp(M) =
(
Lp(M)

)
S
=

( •
FpFp−1

)
S
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (2.58)

2.3.3

(2.39) (2.45) W W∗

W p

W = R∗W(m)R∗T = F∗W(M)F∗−1 , W(m) = ÛeW(M)Ûe−1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (2.59)

W∗ = R∗W∗
(m)R

∗T = F∗W∗
(M)F

∗−1 ,

W p = R∗W p
(m)R

∗T = F∗W p
(M)F

∗−1

⎫⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎭ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (2.60)
(2.44) (2.53) (2.60)2 1 β(M) W p

(M)

W p
(M) =

(
Lp(M)

)
A
=

( •
FpFp−1

)
A
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (2.61)

2.4

2.4.1

1 β(M) (2.34)

Ee(M) = Û
eTEe(m)Û

e = F∗TEeF∗ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (2.62)

(2.62)
•
Ee(M) =

(
ÛeTEe(m)Û

e
)•
=

(
F∗TEeF∗

)•
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (2.63)

(2.63)
•
Ee(M) =

(
ÛeTEe(m)Û

e
)•
=

•
ÛeTEe(m)Û

e + ÛeT
•
Ee(m)Û

e + ÛeTEe(m)
•
Ûe

= ÛeT
( •
Ee(m) + Û

e−T
•
ÛeTEe(m) + E

e
(m)

•
ÛeÛe−1

)
Ûe

= ÛeT
( •
Ee(m) + D

e
(m)E

e
(m) + E

e
(m)D

e
(m)

)
Ûe . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (2.64)

(2.56) (2.63) 2
•
Ee(M) =

(
F∗TEeF∗

)•
= F∗T

( •
Ee + LeTEe + EeLe

)
F∗ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (2.65)
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(2.41) (2.64) (2.65)

�
Ee = R∗

�
Ee(m)R

∗T = F∗−T
•
Ee(M)F

∗−1 ,
�
Ee(m) = Û

e−T •
Ee(M)Û

e−1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (2.66)

�
Ee(m)

�
Ee

�
Ee(m) ≡

•
Ee(m) + D

e
(m)E

e
(m) + E

e
(m)D

e
(m) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (2.67)

�
Ee ≡ •

Ee + LeTEe + EeLe . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (2.68)

(2.24)
•
Ee(M)

•
Ee(M) =

1
2
(
ÛeTÛe − I

)•
=
1
2
( •
ÛeTÛe + ÛeT

•
Ûe

)
=
1
2
ÛeT

(
Ûe−T

•
ÛeT +

•
ÛeÛe−1

)
Ûe

=
1
2
ÛeT

[ •
ÛeÛe−1 +

( •
ÛeÛe−1

)
T
]
Ûe = ÛeT

( •
ÛeÛe−1

)
S
Ûe . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (2.69)

(2.34)1 2 β(m)

Ee(m) = R
∗TEeR∗ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (2.70)

(2.17)
•
Ee(m) = R

∗T 

EeR∗ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (2.71)

(2.71) Ee (2.19) Mandel-Kratochvil


Ee =

•
Ee −W∗Ee + EeW∗ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (2.72)

(2.71) R∗ R∗T



Ee = R∗

•
Ee(m)R

∗T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (2.73)

2.4.2

β(I) (2.35)

Ep(I) = F
pTEp(M)F

p = FTEp(m)F = F
TEpF . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (2.74)

(2.74)
•
Ep(I) =

(
FpTEp(M)F

p
)•
=

(
FTEp(m)F

)•
=

(
FTEpF

)•
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (2.75)

(2.75)
•
Ep(I) =

(
FpTEp(M)F

p
)•
=

•
FpTEp(M)F

p + FpT
•
Ep(M)F

p + FpTEp(M)
•
Fp
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= FpT
( •
Ep(M) + L

pT
(M)E

p
(M) + E

p
(M)L

p
(M)

)
Fp . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (2.76)

(2.75) 2 3
•
Ep(I) = F

T
( •
Ep(m) + L

T
(m)E

p
(m) + E

p
(m)L(m)

)
F . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (2.77)

•
Ep(I) = F

T
( •
Ep + LTEp + EpL

)
F . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (2.78)

(2.76) (2.78)
�
Ep = R∗

�
Ep(m)R

∗T = F∗−T
�
Ep(M)F

∗−1 = F−T
•
Ep(I)F

−1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (2.79)

�
Ep(M)

�
Ep(m)

�
Ep

�
Ep(M) ≡

•
Ep(M) + L

pT
(M)E

p
(M) + E

p
(M)L

p
(M) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (2.80)

�
Ep(m) ≡

•
Ep(m) + L

T
(m)E

p
(m) + E

p
(m)L(m) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (2.81)

�
Ep ≡ •

Ep + LTEp + EpL . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (2.82)

(2.82) 2 A
�
A ≡ •

A + LTA + AL . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (2.83)

Cotter-Rivlin lower-convected (80)

(2.25)
•
Ep(I)

•
Ep(I) =

1
2
(
FpTFp − I

)•
=
1
2
( •
FpTFp + FpT

•
Fp

)
=
1
2
FpT

(
Fp−T

•
FpT +

•
FpFp−1

)
Fp

=
1
2
FpT

[ •
FpFp−1 +

( •
FpFp−1

)
T
]
Fp = FpT

( •
FpFp−1

)
S
Fp . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (2.84)

2.5

2.5.1

Ûe Fp R∗

Ûe ≈ I (2.34)
(2.35)

Ee(m) = Û
e−TEe(M)Û

e−1 ≈ Ee(M) , Ep(m) = Û
e−TEp(M)Û

e−1 ≈ Ep(M) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (2.85)
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•
Ee(m) ≈

•
Ee(M) ,

•
Ep(m) ≈

•
Ep(M) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (2.86)

(2.55)

De(m) = Û
eDe(M)Û

e−1 ≈ De(M) , Dp(m) = Û
eDp(M)Û

e−1 ≈ Dp(M) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (2.87)

(2.13)

J = J e ≈ 1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (2.88)

2.5.2

(2.56) (2.69)

De(m) = Û
e−T •
Ee(M)Û

e−1 ≈ •
Ee(M) ≈

•
Ee(m) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (2.89)

(2.55)1

De = R∗De(m)R
∗T ≈ R∗ •

Ee(m)R
∗T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (2.90)

(2.58) (2.84)

Dp(M) = F
p−T •
Ep(I)F

p−1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (2.91)

(2.55)2 (2.87)2 (2.91)

Dp = R∗Dp(m)R
∗T ≈ R∗Dp(M)R∗T = R∗Fp−T

•
Ep(I)F

p−1R∗T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (2.92)

(2.79)
�
Ep = R∗

�
Ep(m)R

∗T ≈ R∗ �
Ep(M)R

∗T ≈ R∗Fp−T •
Ep(I)F

p−1R∗T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (2.93)

(2.73) (2.90) (2.92) (2.93) β(c)

2 β(m)

De ≈ 

Ee , De(m) ≈

•
Ee(m) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (2.94)

Dp ≈ �
Ep , Dp(m) ≈

�
Ep(m) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (2.95)
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2.5.3

(2.94) (2.95) 2 β(m)

D(m) = De(m) + D
p
(m) =

•
Ee(m) +

�
Ep(m) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (2.96)

(2.96)∫
D(m)dt =

∫
De(m)dt +

∫
Dp(m)dt = E

e
(m) + E

p
(m)

or
•
Ee(m) +

•

Ep(m) = D
e
(m) + D

p
(m)

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (2.97)

(2.97)

Ep(m) ≡
∫
Dp(m)dt =

∫
�
Ep(m)dt � E

p
(m) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (2.98)

(2.98) Ep(m)
Ee(m)
Shizawa(82)

β(c)

2 β(m) 2 W∗

2

2.6
(51) Descartes

2.6.1

2.1 2.3 α 1 β(M)

s(α)(M) m(α)(M) s(α)(M)
m(α)(M) (2.44)2 1

Lp(M)
(51)(83)

Lp(M) =
•
FpFp−1 ≡

∑
α

•
γ(α)s(α)(M) ⊗ m(α)(M) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (2.99)
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Driving force:

Fig. 2.3 Plastic deformation due to crystallographic slip on α activated slip system.

•
γ(α) α (2.44)

(2.99) s(α) m(α) Dyad

s(α) ⊗ m(α) = R∗
(
s(α)(m) ⊗ m(α)(m)

)
R∗T = R∗Ûe

(
s(α)(M) ⊗ m(α)(M)

)
Ûe−1R∗T

≈ R∗
(
s(α)(M) ⊗ m(α)(M)

)
R∗T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (2.100)

(2.100) (2.44)

Lp =
∑
α

•
γ(α)s(α) ⊗ m(α) ,

Lp(m) =
∑
α

•
γ(α)s(α)(m) ⊗ m(α)(m)

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (2.101)
(2.100) s(α) m(α)

s(α) = R∗s(α)(m) = R
∗Ûes(α)(M) = F

∗s(α)(M) = F
∗s(α)(I) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (2.102)

m(α) = m(α)(m)R
∗T = m(α)(M)Û

e−1R∗T = m(α)(M)F
∗−1 = m(α)(I) F

∗−1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (2.103)

s(α) m(α) (79)(81) a 2
A a jA ji Rational ATa

A 1 β(M) 2
ATa � a A (81) (2.103) a A

(2.15) Fp

2.6.2

(2.99) 1 β(M) Lp(M)
Descartes

Lp(M) =
∑
α

•
γ(α)P(α)(M)S +

∑
α

•
γ(α)P(α)(M)A . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (2.104)
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P(α)(M) ≡ s(α)(M) ⊗ m(α)(M) P(α)(M)S P(α)(M)A

P(α)(M)S =
(
s(α)(M) ⊗ m(α)(M)

)
S
=
1
2
(
s(α)(M) ⊗ m(α)(M) + m(α)(M) ⊗ s(α)(M)

)
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (2.105)

P(α)(M)A =
(
s(α)(M) ⊗ m(α)(M)

)
A
=
1
2
(
s(α)(M) ⊗ m(α)(M) − m(α)(M) ⊗ s(α)(M)

)
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (2.106)

P(α)(M) P(α)(M)S Schmid
(2.58) (2.61) 1 Dp(M) W p

(M)

Lp(M) (2.104)

Dp(M) =
∑
α

•
γ(α)P(α)(M)S . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (2.107)

W p
(M) =

∑
α

•
γ(α)P(α)(M)A . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (2.108)

Lp(M) Dp(M) W p
(M) (2.100)

Dp = R∗Dp(m)R
∗T ≈ R∗Dp(M)R∗T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (2.109)

W p = R∗W p
(m)R

∗T ≈ R∗W p
(M)R

∗T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (2.110)

(2.109) (2.110) (2.55)2 (2.60)2
(2.109) (2.110)

Dp =
∑
α

•
γ(α)P(α)S =

∑
α

•
γ(α)

(
s(α) ⊗ m(α)

)
S
,

Dp(m) =
∑
α

•
γ(α)P(α)(m)S =

∑
α

•
γ(α)

(
s(α)(m) ⊗ m(α)(m)

)
S

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (2.111)
W p =

∑
α

•
γ(α)P(α)A =

∑
α

•
γ(α)

(
s(α) ⊗ m(α)

)
A
,

W p
(m) =

∑
α

•
γ(α)P(α)(m)A =

∑
α

•
γ(α)

(
s(α)(m) ⊗ m(α)(m)

)
A

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (2.112)

2.7
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Forest dislocations

Dislocation source

Grain boundary

Slip plane

…

Fig. 2.4 Classification of dislocations.

2.7.1 2

2
(84) 2.4

Burgers 2.5
2.5 Burgers ρS

SS statistically stored dislocation ρG

GN geometrically necessary dislocation (84) SS

•
γ(α) (52) SS

GN
Ashby(84) γ(α)

GN
GN

Burgers
SS

GN SS
2.6 3 Burgers
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～ ～

Burgers circuit

Dislocation pair:Isolated dislocation:

Fig. 2.5 Expression of dislocation in Burgers circuit.

Burgers GN 1
SS 1
1 Burgers GN 2

GN 1 GN
SS

GN 2.7(a) Burgers
1 SS

GN (b) 2 Burgers

GN
SS Burgers

GN SS 2.7(b)

Fig. 2.6 Difference of representation of dislocation density in accordance with the way of taking Burgers circuits.
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(a) Large Burgers circuit (b) Small Burgers circuits

Fig. 2.7 Difference of expression of dislocation pair dependent on Burgers circuit.

Burgers GN

(85)(86)

Burgers
Burgers

Burgers
GN SS

GN SS GN
SS

2.7.2 GN GN

1 β(M) Burgers Burgers b̃(α)(M) 2.8
1 Burgers
(53)

b̃(M) =
∑
α

b̃(α)(M) = −
∮

C(M)

dx(M) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (2.113)

C(M) 1 S(M) (2.113) Burgers
(87) Kr

• •oner(88)

7
(2.113) (2.22) Stokes

b̃(M) = −
∮

C(I)

Fpdx(I) = −
∮

S(I)

(
Curl Fp

)
n(I)da(I)

= −
∮

S(M)

Jp−1
(
Curl Fp

)
FpTn(M)da(M) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (2.114)
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1st intermediate config.Initial config.

Burgers circuit

Dislocations

Fig. 2.8 Definition of Burgers vector(87).

n(I) da(I) β(I) S(I)

n(M) da(M) 1
(2.114) 1 (89)n(M)da(M) = JpFp−Tn(I)da(I)

(2.14)3 Jp = 1
Burgers GN α(M)

(53)(90)

b̃(M) =
∮

S(M)

α(M)n(M)da(M) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (2.115)

(2.114) (2.115) GN
[ A.3 ]

α(M) = − (
CurlFp

)
FpT . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (2.116)

(2.116) Jp−1(= 1) GN
(75)

α = R∗α(m)R∗T = J e−1R∗Ûeα(M)ÛeTR∗T = J e−1F∗α(M)F∗T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (2.117)

GN [ A.4 ]

α ≡ −J e−1F∗ (CurlFp) FpTF∗T
α(m) ≡ −J e−1Ûe (CurlFp) FpTÛeT

⎫⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎭ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (2.118)
(2.117) (2.118)2

α = R∗α(m)R∗T ≈ R∗α(M)R∗T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (2.119)

α(m) ≈ α(M) = − (
Curl Fp

)
FpT . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (2.120)
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(2.116) GN (•)(α)
Fp ≈ I +∑

α γ
(α)s(α) ⊗ m(α)

(2.120) γ(α) 2 α ≈ −∑
α curl

(
γ(α)s(α) ⊗ m(α)

)
γ(α) ≡ ∫ •

γ(α)dt α =
∑
α α

(α) GN
(72)(91)(92)

Fp α(M) α(M) =
∑
α α

(α)
(M)

Gurtin(91) α(M)

(2.116) (2.116) (2.99)

•
α(M) = −

[(
Curl Fp

)
FpT

]•
= −

(
Curl

•
Fp

)
FpT −

(
Curl Fp

) •
FpT

= Lp(M)α(M) + α(M)L
pT
(M) − curl(M)Lp(M) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (2.121)

[ A.5 ] curl(M)(•) ∇(M) = Fp−T∇(I)
1 (2.121) 2 1

2

•
α(M) − Lp(M)α(M) − α(M)LpT(M) = −curl(M)Lp(M) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (2.122)

(2.122) Lp(M) Oldroyd
�
α(M) [ A.5 ]

�
α(M) ≡ •

α(M) − Lp(M)α(M) − α(M)LpT(M) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (2.123)

(2.122) (2.123)

�
α(M) = −curl(M)Lp(M) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (2.124)

β(I) 1 β(M) (2.124)
(2.99)

−curl(M)Lp(M) = −curl(M)
⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝∑
α

•
γ(α)s(α)(M) ⊗ m(α)(M)

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ =∑
α

s(α)(M) ⊗
(
m(α)(M) × ∇(M)

•
γ(α)

)
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (2.125)

m(α)(M)
s(α)(M) t(α)(M)

m(α)(M) = t
(α)
(M) × s(α)(M) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (2.126)

(2.125)

−curl(M)Lp(M) =
∑
α

[(
∇(M)

•
γ(α) · t(α)(M)

)
s(α)(M) ⊗ s(α)(M) −

(
∇(M)

•
γ(α) · s(α)(M)

)
s(α)(M) ⊗ t(α)(M)

]
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (2.127)

(2.124) (2.127) �
α(M)

�
α(M) =

∑
α

[(
∇(M)

•
γ(α) · t(α)(M)

)
s(α)(M) ⊗ s(α)(M) −

(
∇(M)

•
γ(α) · s(α)(M)

)
s(α)(M) ⊗ t(α)(M)

]
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (2.128)
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Gurtin(91)
•
ρ(α)
G(s)

•
ρ(α)
G(e)

•
ρ(α)
G(s) =

1
b̃(α)
∇(M)

•
γ(α) · t(α)(M)

•
ρ(α)
G(e) = −

1
b̃(α)
∇(M)

•
γ(α) · s(α)(M)

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (2.129)
b̃(α) Burgers Gurtin(91) (2.129) b̃(α)

ρ(α)G(s) ρ(α)G(e) [m−2]
b̃(α)

t(α)(M) (2.126) s(α)(M) (2.102)

t(α) = R∗ t(α)(m) = R
∗Ûe t(α)(M) = F

∗ t(α)(M) = F
∗ t(α)(I) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (2.130)

(2.129) β(c) β(I)

•
ρ(α)
G(s) =

1
b̃(α)
∇ •
γ(α) · t(α) = 1

b̃(α)
∇(I)

•
γ(α) ·

(
Fp−1 t(α)(I)

)
•
ρ(α)
G(e) = −

1
b̃(α)
∇ •
γ(α) · s(α) = − 1

b̃(α)
∇(I)

•
γ(α) ·

(
Fp−1s(α)(I)

)
⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (2.131)

∇ = F∗−T∇(M) (2.128)
�
α(M) =

∑
α

(
b̃(α)

•
ρ(α)
G(s)s

(α)
(M) ⊗ s(α)(M) + b̃(α)

•
ρ(α)
G(e)s

(α)
(M) ⊗ t(α)(M)

)
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (2.132)

2.9 x1x2x3 x1x3
α s(α) x1

2.9(b) Burgers
GN

•
ρ(α)
G(e)

Shizawa-Zbib(75) �
α(M) GN GN Z(M)
Shizawa-Zbib(75) �

α(M)

Z(M) ≡ �
α(M) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (2.133)

(2.133) GN

α(M) ≡
∫
Z(M)dt =

∫
�
α(M)dt or

•
α(M) ≡ Z(M) = �

α(M) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (2.134)

(2.123)

α(M) � α(M) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (2.135)

α(M) (2.98) Ep(m)
(2.128) (2.134)

α(M) =
∑
α

(
b̃(α)ρ(α)G(s)s

(α)
(M) ⊗ s(α)(M) + b̃(α)ρ(α)G(e)s(α)(M) ⊗ t(α)(M)

)
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (2.136)
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Screw(+)

Screw(  )
Edge(

+)
Edge(

  )

(a) Dislocation loop (b) Gradient of slip rate

x2

x3

x1 x1

x3

Burgers circuit

Fig. 2.9 Local coordinate system and crystal bases(93).

ρ(α)G(s) ρ(α)G(e) GN

ρ(α)G(s) =

∫
•
ρ(α)
G(s) dt

ρ(α)G(e) =

∫
•
ρ(α)
G(e) dt

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (2.137)
β(I) t = 0
ρ(α)G(s) ρ(α)G(e) (2.134)

Z(M) =
∑
α

Z(α)(M) =
∑
α

•
α(α)(M) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (2.138)

(2.134)2 (2.132)

Z(α)(M) =
•
α(α)(M) = b̃

(α) •ρ(α)
G(s)s

(α)
(M) ⊗ s(α)(M) + b̃(α)

•
ρ(α)
G(e)s

(α)
(M) ⊗ t(α)(M) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (2.139)

(2.136)

α(α)(M) = b̃
(α)ρ(α)G(s)s

(α)
(M) ⊗ s(α)(M) + b̃(α)ρ(α)G(e)s(α)(M) ⊗ t(α)(M) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (2.140)

GN Z (75)

Z = R∗Z(m)R∗T = J e−1R∗ÛeZ(M)ÛeTR∗T = J e−1F∗Z(M)F∗T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (2.141)
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[ A.6 ]

Z ≡ •
α − Lα − αLT +

(
tr L

)
α

=
∑
α

J e−1b̃(α)
( •
ρ(α)
G(s)s

(α) ⊗ s(α) + •
ρ(α)
G(e)s

(α) ⊗ t(α)
)

Z(m) ≡ •
α(m) −

(
Le(m)S + L

p
(m)

)
α(m) − α(m)

(
Le(m)S + L

p
(m)

)
T +

(
tr L

)
α(m)

=
∑
α

J e−1b̃(α)
( •
ρ(α)
G(s)s

(α)
(m) ⊗ s(α)(m) +

•
ρ(α)
G(e)s

(α)
(m) ⊗ t(α)(m)

)

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (2.142)

(2.141)

Z = R∗Z(m)R∗T ≈ R∗Z(M)R∗T , Z(m) ≈ Z(M) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (2.143)

2 β(m) GN

α(m) ≡
∫
Z(m) dt . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (2.144)

(2.134) (2.143)2

α(m) ≈ α(M) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (2.145)

2 α(m)

α(m) =
∑
α

(
b̃(α)ρ(α)G(s)s

(α)
(m) ⊗ s(α)(m) + b̃(α)ρ(α)G(e)s(α)(m) ⊗ t(α)(m)

)
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (2.146)

(2.44)2

Lp(m) ≈ Lp(M) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (2.147)

(2.124) (2.143)2

Z(m) ≈ −curl(m)Lp(m) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (2.148)

– GN –

α

GN

ρ(α)G ≡ 1
b̃(α)

∣∣∣∣∣∣∣∣α(α)(M)∣∣∣∣∣∣∣∣ =
√(

ρ(α)G(s)

)2
+

(
ρ(α)G(e)

)2
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (2.149)

(2.137) GN 2
(2.149) ρ(α)G 4

(2.149) GN

•
ρ(α)
G ≡ 1

b̃(α)
∣∣∣∣∣∣∣∣Z(α)(M)∣∣∣∣∣∣∣∣ =

√( •
ρ(α)
G(s)

)2
+

( •
ρ(α)
G(e)

)2
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (2.150)
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•
ρ(α)
G (2.149) (

•
ρ(α)
G �

•
ρ(α)
G )

a α

∇(α)a ≡ ∇a −
(
∇a · m(α)

)
m(α) =

(
∇a · s(α)

)
s(α) +

(
∇a · t(α)

)
t(α) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (2.151)

(53)(94) (2.151) ∇(α) (2.131) (2.150)

•
ρ(α)
G =

1
b̃(α)

√(
∇(α) •γ(α)

)
·
(
∇(α) •γ(α)

)
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (2.152)

4.3

2.7.3 SS

SS 2.10
(61)[ A.7 ]

•
ρ(α)
S =

c(α)

b̃(α)L(α)
∣∣∣∣ •γ(α)∣∣∣∣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (2.153)

c(α) 2.10 (95)

c(α) ≡
(
1 + κ(α)

)2
2κ(α)

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (2.154)

c(α) 1 c(α) = 2
(2.153) L(α) 4.3

SS (2.153) ρ(α)rec

•
ρ(α)
S =

c(α)

b̃(α)L(α)
∣∣∣∣ •γ(α)∣∣∣∣ − •

ρ(α)rec . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (2.155)

(52)(96)(97)(98)

7 1 5%

SS (2.153)

ρ(α)S = ρ
(α)
0 +

∫
•
ρ(α)
S dt . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (2.156)

ρ(α)0 ρ(α)0

SS 4.3



48 2

x2

x3

x1

Edge

Screw

Burgers circuit

Slip plane

Fig. 2.10 Rectangular dislocation loop.
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3

2 β(m)

1 2

Clausius-Duhem

3.1

2 β(m) Ψ [t]

Ψ [c]

Ψ [d]

Ψ [t] = ρ(I)ψ
[t] = Ψ [c] + Ψ [d] . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (3.1)

ρ(I) β(I) ψ[t]

Ψ [c] Helmholtz 2.5.1
ρ(I) 2 ρ(m)

(ρ(I) = ρ(m)) (•)[c] (•)[d] (•)
2.5.3 (•)

Ψ [t] = Ψ [t]
(
ϑ, Ee(m), E

p
(m), α(m), p(m); D

p
(m)

)
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (3.2)
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ϑ (ϑ ≥ 0) p(m) 2 q(m)

p(m) ≡
∫
q(m) dt or

•
p(m) = q(m) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (3.3)

(3.2) ;
;

(79)(81)(99)(100)(101)

Dp(m)
(102)

(3.2)
•

Ψ [t] =
•

Ψ [t]
(
ϑ, Ee(m), E

p
(m), α(m), p(m); D

p
(m)

)
=
∂Ψ [t]

∂ ϑ

•
ϑ +

∂Ψ [t]

∂ Ee(m)
· •
Ee(m) +

∂Ψ [t]

∂ Ep(m)
·

•

Ep(m) +
∂Ψ [t]

∂α(m)
·

•
α(m) +

∂Ψ [t]

∂ p(m)
·
•
p(m) +

∂Ψ [t]

∂ Dp(m)
· •
Dp(m)

≡ −H̃ •
ϑ + T̃(m) · De(m) + ˜̂T(m) · Dp(m) + Ñ(m) · Z(m) − g̃(m) · q(m) + M̃(m) ·

•
Dp(m) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (3.4)

(2.97) (2.144) (3.3)

H̃ = JH ≡ −∂Ψ
[t]

∂ ϑ
, T̃(m) = JT(m) ≡ ∂Ψ [t]

∂ Ee(m)
, ˜̂T(m) = JT̂(m) ≡ ∂Ψ [t]

∂ Ep(m)
,

Ñ(m) = JN(m) ≡ ∂Ψ [t]

∂α(m)
, g̃(m) = Jg(m) ≡ −

∂Ψ [t]

∂ p(m)
, M̃(m) = JM(m) ≡ ∂Ψ [t]

∂ Dp(m)

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭
. . . . . . . . . . . (3.5)

(̃•) (•) J = det F = ρ(I)/ρ H g(m)
T(m) T̂(m) N(m) GN

M(m)

α(m) α(m)

(3.1) (3.2)

Ψ [t] = Ψ [c]
(
ϑ, Ee(m); D

p
(m)

)
+ Ψ [d]

(
Ep(m), α(m), p(m); D

p
(m)

)
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (3.6)

ϑ Ee(m) Ep(m) α(m) p(m)
Dp(m)

3.2



3.2. 51

3.2.1

(80)

D
Dt

∫
V
ρ dv = 0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (3.7)

ρ β(c) D(•)/Dt V

dv (3.7) Reynolds
(80)

•
ρ + ρ div� = 0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (3.8)

� (3.8)

3.2.2

∫
V
P̆ dv =

∮
S
P̆s da +

∫
V
P̆b dv . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (3.9)

˘(•) P̆ P̆s P̆b
S da

V

(3.4) (75)

P̆ = ρ
•̆
ψ[t]

∣∣∣∣∣∣∣
ϑ

= J−1
•̆

Ψ [t]

∣∣∣∣∣∣∣
ϑ

= T(m) · D̆e(m) + T̂(m) · D̆p(m) + N(m) · Z̆(m)
= T · D̆e + T̂ · D̆p + N · Z̆ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (3.10)

(3.10) 2 3
(2.90) (2.92) (2.143)

T ≡ R∗T(m)R∗T, T̂ ≡ R∗T̂(m)R∗T, N ≡ R∗N(m)R∗T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (3.11)

q(m) = 0 (100)

(3.10) D̆p(m)

M̃(m) ·
•̆
Dp(m) =

(
M̃[c]
(m) + M̃

[d]
(m)

)
· •̆
Dp(m) = 0 or M̃[c]

(m) = −M̃[d]
(m)

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (3.12)
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Shizawa-Zbib(75) P̆s P̆b

P̆s =
(n)
t · �̆ + (n)

N · L̆p . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (3.13)

P̆b = ρ
(
f − •

�

)
· �̆ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (3.14)

(n)
t

(n)

N N f (3.13)
1 (103) 2

(3.14)

(3.13) (3.14)
Gurtin(53) P̆b

2 β(m) P̆ (2.148)

P̆ = T(m) · D̆e(m) + T̂(m) · D̆p(m) − N(m) · curl(m) L̆p(m) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (3.15)

(3.15) 3 (2.101)2

−N(m) · curl(m) L̆p(m) = −N(m)α̃β̃eβ̃ε̃δ̃L̆p(m)α̃δ̃, ε̃ = N(m)α̃β̃eβ̃δ̃ε̃L̆p(m)α̃δ̃, ε̃ = N(m)α̃β̃eβ̃δ̃ε̃
⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝∑
α

•̆
γ(α)s(α)(m)α̃m

(α)
(m) δ̃

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠
, ε̃

=
∑
α

N(m)α̃β̃eβ̃δ̃ε̃s
(α)
(m)α̃m

(α)
(m) δ̃

•̆
γ(α)
, ε̃ =

∑
α

ξ(α)(m)ε̃
•̆
γ(α)
, ε̃

=
∑
α

ξ(α)(m) · ∇(m)
•̆
γ(α) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (3.16)

s(α)(m) m(α)(m) (3.16) 5

ξ(α)(m)ε̃ ≡ N(m)α̃β̃eβ̃δ̃ε̃s(α)(m)α̃m(α)(m) δ̃ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (3.17)

(3.17) Gurtin(104) ”microscopic stress”
(3.17) (2.126) m(α)(m) = t

(α)
(m) × s(α)(m)

ξ(α)(m) =
[
N(m) ·

(
s(α)(m) ⊗ s(α)(m)

)]
t(α)(m) −

[
N(m) ·

(
s(α)(m) ⊗ t(α)(m)

)]
s(α)(m) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (3.18)

ξ(α)(m) Z(m) N(m) α GN
(3.18) ξ(α)(m) t(α)(m) s(α)(m)

ξ(α)(m) (3.15) (3.16)
P̆

P̆ = T(m) · D̆e(m) + T̂(m) · D̆p(m) +
∑
α

ξ(α)(m) · ∇(m)
•̆
γ(α) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (3.19)
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(3.19) push-forward

P̆ = T · D̆e + T̂ · D̆p +
∑
α

ξ(α) · ∇ •̆
γ(α) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (3.20)

∇ = R∗∇(m) ξ(α)

ξ(α) ≡ R∗ξ(α)(m) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (3.21)

(2.48) (2.111)1 (3.20)

P̆ = T ·
(
D̆ − D̆p

)
+ T̂ · D̆p +

∑
α

ξ(α) · ∇ •̆
γ(α) = T · D̆ −

(
T − T̂

)
· D̆p +

∑
α

ξ(α) · ∇ •̆
γ(α)

= T · D̆ −
∑
α

(
T − T̂

)
· P(α)S

•̆
γ(α) +

∑
α

ξ(α) · ∇ •̆
γ(α)

= T · D̆ −
∑
α

(
τ(α) − τ̂(α)

) •̆
γ(α) +

∑
α

ξ(α) · ∇ •̆
γ(α)

= T · D̆ −
∑
α

τ(α)b
•̆
γ(α) +

∑
α

ξ(α) · ∇ •̆
γ(α) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (3.22)

T T̂ α

τ(α) ≡ T · P(α)S . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (3.23)

τ̂(α) ≡ T̂ · P(α)S . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (3.24)

τ(α) τ̂(α)

τ(α)b ≡ τ(α) − τ̂(α) =
(
T − T̂

)
· P(α)S . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (3.25)

τ(α) τ̂(α)

(3.25) Tb ≡ T − T̂
Tb τ(α)b

(3.22) 1 (2.36)2 (2.45)

P̆ = T ·
(
grad �̆ − W̆

)
−

∑
α

τ(α)b
•̆
γ(α) +

∑
α

ξ(α) · ∇ •̆
γ(α)

= div
⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝TT�̆ +∑

α

ξ(α)
•̆
γ(α)

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ − divT · �̆ − T · W̆ −
∑
α

τ(α)b
•̆
γ(α) −

∑
α

(
div ξ(α)

) •̆
γ(α) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (3.26)

(3.13) 2 (2.101)1
(n)

N · L̆p =
∑
α

(n)

N ·
(
P(α)

•̆
γ(α)

)
=

∑
α

(n)

ζ (α)
•̆
γ(α) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (3.27)
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(n)

ζ (α) ≡ (n)

N · P(α) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (3.28)
(n)

N α

(3.9) (3.13) (3.14) (3.26) (3.27) Gauss

∮
S

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣((n)t − Tn) · �̆ +∑
α

((n)
ζ (α) − ξ(α) · n

) •̆
γ(α)

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦ da
+

∫
V

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩[
divT + ρ

(
f − •

�

)]
· �̆ + T · W̆ +

∑
α

(
τ(α)b + divξ

(α)
) •̆
γ(α)

⎫⎪⎪⎬⎪⎪⎭ dv = 0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (3.29)
n S (3.29)

in V :

divT + ρ
(
f − •

�

)
= 0

T = TT

τ(α)b ≡ τ(α) − τ̂(α) = −div ξ(α)

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (3.30)

on S :

(n)
t = Tn
(n)

ζ (α) = ξ(α) · n

⎫⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎭ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (3.31)
(3.30)1 (3.30)2 (80)

T Cauchy (3.31)1 Cauchy (80)

(3.30)3 (3.31)2
(3.30)1, 2

(3.31)1
5 (3.31)2 GN

(3.30) (3.31)

∮
S

(n)
t da +

∫
V
ρ f dv − D

Dt

∫
V
ρ� dv = 0

∮
S
x × (n)

t da +
∫

V
x × ρ f dv − D

Dt

∫
V
x × ρ� dv = 0

∮
S

(n)

ζ (α) da +
∫

V
τ(α)b dv = 0

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (3.32)

(3.32)
(3.32)1, 2 (80) (3.32)3
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T Cauchy (3.23) α

τ(α) τ̂(α) (3.25)
τ̂(α) = τ(α) − τ(α)b τ(α)

τ(α)b α

τ̂(α) τ̂(α)

τ̂(α) τ(α)b

3.2.3

1 (80)

D
Dt
(E +K) = Pext + Q . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (3.33)

E K Pext Q
(80)

E ≡
∫

V
ρε dv . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (3.34)

K ≡
∫

V

1
2
ρ� · � dv . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (3.35)

Q ≡ −
∮

S
q · nda +

∫
V
ρr dv . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (3.36)

ε q r
Pext

(3.13) (3.14)

Pext ≡
∮

S

(n)
t · � da +

∑
α

∮
S

(n)

ζ (α)
•
γ(α) da +

∫
V
ρ f · � dv . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (3.37)

(3.27) (3.9)

Pext − DK
Dt
=

∮
S
Ps da +

∫
V
Pb dv =

∫
V
P dv . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (3.38)

P (3.26)
(3.30)2

P = div
⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝T� +∑

α

ξ(α)
•
γ(α)

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ − divT · � −∑
α

τ(α)b
•
γ(α) −

∑
α

(
div ξ(α)

) •
γ(α) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (3.39)

(3.34) (3.36) (3.38) (3.39) (3.33)

T · D −
∑
α

τ(α)b
•
γ(α) +

∑
α

ξ(α) · ∇ •
γ(α) − div q + ρ

(
r − •

ε
)
= 0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (3.40)
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(2.48) (3.40)
(51) (3.40)

2 3 (2.111)1 (3.23) (3.25)
(3.40)

T · De +
∑
α

τ̂(α)
•
γ(α) +

∑
α

ξ(α) · ∇ •
γ(α) − div q + ρ

(
r − •

ε
)
= 0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (3.41)

3.2.4

2 (80)(105).
∫

V
ρ
[i]
γ dv =

D
Dt

∫
V
ρη dv −

(
−

∮
S

q
ϑ
· nda +

∫
V

ρr
ϑ
dv

)
≥ 0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (3.42)

[i]
γ η

q/ϑ r/ϑ (3.42)
ϑ

ρϑ
[i]
γ = ρϑ

•
η − g · q + divq − ρr ≥ 0. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (3.43)

g ≡ ∇ϑ
ϑ
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (3.44)

3.3 Clausius-Duhem

(3.41) (3.43) (div q − ρr)
Clasius-Duhem

Φ = ρϑ
•
η − ρ •

ε + T · De +
∑
α

τ̂(α)
•
γ(α) +

∑
α

ξ(α) · ∇ •
γ(α) − g · q ≥ 0. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (3.45)

Φ ≡ ρϑ[i]γ (105) (3.45) J 2
pull-back

Φ̃ = ϑ
•
H − •

U + T̃(m) · De(m) +
∑
α

˜̂τ(α) •γ(α) +∑
α

ξ̃(α)(m) · ∇(m)
•
γ(α) − g̃(m) · q(m) ≥ 0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (3.46)

H U H ≡ ρ(I)η U ≡ ρ(I)ε
g = R∗ g(m) q = R∗q(m)

3.1 Ψ [c] Helmholtz

Ψ [c] = U − ϑH . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (3.47)
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(3.47) (3.46) Legendre

Φ̃ = −
( •
Ψ
[c] + H

•
ϑ

)
+ T̃(m) · De(m) + ˜̂T(m) · Dp(m) + Ñ(m) · Z(m) − g̃(m) · q(m) ≥ 0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (3.48)

(3.11)2 (3.24) Ñ(m) · Z(m) = ∑
α ξ̃

(α)
(m) · ∇(m)

•
γ(α) 3

4 (3.46) (3.48) ϑ H
– (3.48)

(75) (3.48) –
Gibbs

G ≡ Ψ [c] − T̃(m) · Ee(m) − M̃[c]
(m) · Dp(m) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (3.49)

Ψ [c] G (106) G
(3.49) (3.48) Legendre

Φ̃ = −
(
•
G + H

•
ϑ + Ee(m) ·

•

T̃(m) + Dp(m) ·
•

M̃[c]
(m)

)
+ Dp(m) · ˜̂T(m) + Z(m) · Ñ(m) − q(m) · g̃(m) − •

Dp(m) · M̃[c]
(m) ≥ 0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (3.50)

(3.50) T̃(m) Ee(m) M̃[c]
(m) Dp(m) –

3.4

(3.50) Gibbs

G = G
(
ϑ, T̃(m), ˜̂T(m), Ñ(m), g̃(m); M̃[c]

(m)

)
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (3.51)

G

•
G =

∂G
∂ ϑ

•
ϑ +

∂G
∂ T̃(m)

·
•

T̃(m) +
∂G

∂ ˜̂T(m) ·
•˜̂T(m) + ∂G

∂ Ñ(m)
·

•

Ñ(m) +
∂G
∂ g̃(m)

·
•
g̃(m) +

∂G
∂ M̃[c]

(m)

·
•

M̃[c]
(m) . . . . . . . . . . (3.52)

(3.52) (3.50)

Φ̃ = −
(
H +

∂G
∂ ϑ

)
•
ϑ −

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝Ee(m) + ∂G
∂ T̃(m)

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ · •

T̃(m) −
⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝Dp(m) + ∂G

∂ M̃[c]
(m)

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ · •

M̃[c]
(m) + D

p
(m) · ˜̂T(m) + Z(m) · Ñ(m)

− q(m) · g̃(m) −
•
Dp(m) · M̃[c]

(m) −
⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝ ∂G

∂ ˜̂T(m) ·
•˜̂T(m) + ∂G

∂ Ñ(m)
·

•

Ñ(m) +
∂G
∂ g̃(m)

·
•
g̃(m)

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ ≥ 0. . . . . . . . . . . . . . . (3.53)
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(3.51) (3.53)
(3.53)

∂G

∂ ˜̂T(m) = 0 ,
∂G
∂ Ñ(m)

= 0 ,
∂G
∂ g̃(m)

= 0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (3.54)

G

G = G
(
ϑ, T̃(m); M̃[c]

(m)

)
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (3.55)

(3.53) 1 3
•
ϑ

•

T̃(m)
•

M̃[c]
(m)

(3.53)

H = −∂G
∂ ϑ

, Ee(m) = −
∂G
∂ T̃(m)

, Dp(m) = −
∂G

∂ M̃[c]
(m)

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (3.56)

(3.53) 4 7 (˜̂T(m), Ñ(m), g̃(m), M̃[c]
(m)) (Dp(m), Z(m), q(m),

•
Dp(m))

(3.54) (3.56)

Φ̃ = Dp(m) · ˜̂T(m) + Z(m) · Ñ(m) − q(m) · g̃(m) + •
Dp(m) · M̃[d]

(m) ≥ 0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (3.57)

(3.57) (3.12) (3.55) (3.56)

H = H
(
ϑ, T̃(m); M̃[c]

(m)

)
= −∂G

∂ ϑ

(
ϑ, T̃(m); M̃[c]

(m)

)
Ee(m) = E

e
(m)

(
ϑ, T̃(m); M̃[c]

(m)

)
= − ∂G

∂ T̃(m)

(
ϑ, T̃(m); M̃[c]

(m)

)
Dp(m) = D

p
(m)

(
ϑ, T̃(m); M̃[c]

(m)

)
= − ∂G

∂ M̃[c]
(m)

(
ϑ, T̃(m); M̃[c]

(m)

)

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (3.58)

(3.58)2 4.1
(3.5)2 (3.6)

T̃(m) =
∂Ψ [c]

∂ Ee(m)

(
ϑ, Ee(m); D

p
(m)

)
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (3.59)

(3.59) 4.1 (3.59)
2 Dp(m)

(3.58)3

3.5

Φ̃ =
•

Ψ [d] . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (3.60)
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(3.6) (3.57)

Φ̃ = Φ̃
(
Dp(m), Z(m), q(m);

•
Dp(m)

)
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (3.61)

(3.57)

˜̂T(m) · Dp(m) + Ñ(m) · Z(m) + M̃[d]
(m) ·

•
Dp(m) ≥ 0, − g̃(m) ·

•
p(m) ≥ 0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (3.62)

(105) (3.62)1 ˜̂T(m) Ñ(m) M̃[d]
(m)

(3.62)2 Fourier
g̃(m) = 0

(3.57) (2.97) (2.134)

Φ̃ = ˜̂T(m) · Dp(m) + Ñ(m) · Z(m) + M̃[d]
(m) ·

•
Dp(m) =

˜̂T(m) · •

Ep(m) + Ñ(m) ·
•
α(m) + M̃[d]

(m) ·
•
Dp(m) ≥ 0. . . . . . . . . . . (3.63)

(3.60)

dΨ [d] = ˜̂T(m) · d Ep(m) + Ñ(m) · dα(m) + M̃[d]
(m) · d Dp(m) ≥ 0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (3.64)

(3.5) (3.64) Ψ [d]

˜̂T(m) = ∂Ψ [d]

∂ Ep(m)
, Ñ(m) =

∂Ψ [d]

∂α(m)
, M̃[d]

(m) =
∂Ψ [d]

∂ Dp(m)
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (3.65)

(3.6)˜̂T(m) = ˜̂T(m) (Ep(m), α(m); Dp(m))
Ñ(m) = Ñ(m)

(
Ep(m), α(m); D

p
(m)

)
M̃[d]
(m) = M̃

[d]
(m)

(
Ep(m), α(m); D

p
(m)

)
⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (3.66)

(3.57) J T̂(m) N(m)

Φ = ρ
•
ψ[d] =

∑
α

τ̂(α)
•
γ(α) +

∑
α

ξ(α)(m) · ∇(m)
•
γ(α) + M[d]

(m) ·
•
Dp(m) ≥ 0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (3.67)

(3.67) 2∑
α

ξ(α)(m) · ∇(m)
•
γ(α) =

∑
α

(
F−1ξ(α)(m)

)
· ∇(I)

•
γ(α) =

∑
α

ξ(α)(I) ·
(
∇(I)γ(α)

)•
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (3.68)

β(I) ξ(α)(I) ≡ F−1ξ(α)(m) (3.67)
3

•
Dp(m) ≈

∑
α

P(α)S(m)
• •
γ(α) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (3.69)
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M[d]
(m) ·

•
Dp(m) =

∑
α

ν̂(α)
• •
γ(α) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (3.70)

M[d]
(m) α

ν̂(α) ≡ M[d]
(m) · P(α)S(m) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (3.71)

(3.67)

Φ =
∑
α

[
τ̂(α)

•
γ(α) + ξ(α)(I) ·

(
∇(I)γ(α)

)•
+ ν̂(α)

• •
γ(α)

]
≥ 0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (3.72)

(3.60)

dψ[d] =
∑
α

τ̂(α)

ρ
dγ(α) +

∑
α

ξ(α)(I)
ρ

· d
(
∇(I)γ(α)

)
+

∑
α

ν̂(α)

ρ
d

•
γ(α) ≥ 0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (3.73)

(3.73)

τ̂(α) = ρ
∂ψ[d]

∂ γ(α)
, ξ(α)(I) = ρ

∂ψ[d]

∂ (∇(I)γ(α)) , ν̂(α) = ρ
∂ψ[d]

∂
•
γ(α)

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (3.74)

τ̂(α) = τ̂(α)
(
γ(α), ∇(I)γ(α);

•
γ(α)

)
ξ(α)(I) = ξ

(α)
(I)

(
γ(α), ∇(I)γ(α);

•
γ(α)

)
ν̂(α) = ν̂(α)

(
γ(α), ∇(I)γ(α);

•
γ(α)

)

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (3.75)

(2.153) (2.156) γ(α) SS ρ(α)S (2.131) (2.137)
∇(I)γ(α) GN ρ(α)G(s) ρ(α)G(e) (3.75)

(3.75)1
4.3

(102) ν̂(α) τ̂(α) (3.72) 1 3

∑
α

[
τ̂(α)

•
γ(α) + ν̂(α)

• •
γ(α)

]
≥ 0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (3.76)

(3.72) (3.72) 2
(3.75)2 ξ(α)(I) ∇(I)

•
γ(α)

∑
α ξ

(α)
(I) · ∇(I)

•
γ(α) ≥ 0

ξ(α)(I) (3.76)
(3.2)

∇(I)
•
γ(α) ξ(α)(I)

(99)(107) ∇(I)
•
γ(α) Z(m)
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4

–
3.4

3.5

–

LPSO

4.1

3.4

4.1.1

(3.58)2
(3.58)2 (3.59)

Ψ [c] (3.59)

Ψ [c] = Ψ [c]
(
Ee(m); D

p
(m)

)
= Ψ e

(
Ee(m)

)
+ Ψ i

(
Dp(m)

)
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (4.1)

2
Ψ e (80)

Ψ e =
1
2
Ee(m) ·

(
Ce(m) : E(m)

)
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (4.2)
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Ce(m) 4 [ B.1 ] (3.59)

T̃(m) =
∂Ψ e

∂ Ee(m)
= Ce(m) : E

e
(m) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (4.3)

Ce(m)
(108)

C e(m)α̃β̃δ̃ε̃ = C
e
(m)β̃α̃δ̃ε̃ = C

e
(m)α̃β̃ε̃δ̃ = C

e
(m) δ̃ε̃α̃β̃ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (4.4)

J ≈ 1 (4.3) T̃(m)

T(m) = Ce(m) : E
e
(m) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (4.5)

T(m) (4.5) 2 β(m)

•
T(m) = Ce(m) :

•
Ee(m) = C

e
(m) : D

e
(m) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (4.6)

(4.6) (2.94)2 (4.6) β(c) push-forward



T = Ce : De . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (4.7)



T (2.19) Mandel-Kratochvil (77)



T =

•
T −W∗T + TW∗ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (4.8)

C ei jkl = R
∗
iα̃R

∗
jβ̃R

∗
kδ̃R

∗
lε̃C

e
(m)α̃β̃δ̃ε̃

Ce (108)

C ei jkl = C
e
jikl = C

e
i jlk = C

e
kli j . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (4.9)

4.1.2

(4.7) De (2.48) D Dp

(2.111)1


T = Ce :

(
D − Dp) = Ce : D −∑

α

Ce : P(α)S
•
γ(α) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (4.10)

(53) •
γ(α)

4.3
–
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4.2

3.5
GN

4.2.1

(3.66)2 (3.75)2
Ñ(m) (3.66)2

Ep(m)
Dp(m) GN α(m)

Ñ(m) = λα(m) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (4.11)

λ (3.18) ξ(α)(m) Ñ(m) α

ξ(α)(m) = J
−1 [Ñ(m) · (s(α)(m) ⊗ s(α)(m))] t(α)(m) − J−1 [Ñ(m) · (s(α)(m) ⊗ t(α)(m))] s(α)(m)

= J−1λ
[
α(m) ·

(
s(α)(m) ⊗ s(α)(m)

)]
t(α)(m) − J−1λ

[
α(m) ·

(
s(α)(m) ⊗ t(α)(m)

)]
s(α)(m) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (4.12)

(4.12) (2.146)

ξ(α)(m) = J
−1λ

∑
β

b̃(β)B(βα)ss
[(
ρ
(β)
G(s)B

(βα)
ss + ρ

(β)
G(e)B

(βα)
ts

)
t(α)(m) −

(
ρ
(β)
G(s)B

(βα)
st + ρ

(β)
G(e)B

(βα)
tt

)
s(α)(m)

]
. . . . . . . . . . . . . . . (4.13)

B(βα)ss ≡ s(β)(m) · s(α)(m), B(βα)ts ≡ t(β)(m) · s(α)(m), B(βα)st ≡ s(β)(m) · t(α)(m), B(βα)tt ≡ t(β)(m) · t(α)(m) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (4.14)

(4.13) ξ(α)(m) GN
1 GN

ξ(α)(m)

2

ξ(α)(m) (4.13) α = β

ξ(α)(m) = J
−1λb̃(α)

(
ρ(α)G(s) t

(α)
(m) − ρ(α)G(e)s(α)(m)

)
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (4.15)

(4.15) 2.9 ξ(α)(m)
Gurtin(104) Peach-Koehler

(87) (4.15) Peach-Koehler
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(4.15) J−1 ≈ 1

ξ(α)(m) = λb̃
(α)

(
ρ(α)G(s) t

(α)
(m) − ρ(α)G(e)s(α)(m)

)
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (4.16)

(4.16) (3.21) (2.102) (2.130)
β(c) push-forward [ B.2 ]


̌
ξ(α) = λb̃(α)

( •
ρ(α)
G(s) t

(α) − •
ρ(α)
G(e)s

(α)
)
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (4.17)


̌
ξ(α) (2.18)


̌
ξ(α) =

•
ξ(α) −W∗ξ(α) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (4.18)

(4.17) s(α) t(α)

(109)(110)

•s(α) =W∗s(α),
•
t(α) =W∗ t(α) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (4.19)

m(α) (4.19)
(109)(110)

•m(α) =W∗m(α) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (4.20)

(4.17) (2.131)


̌
ξ(α) = Ŝ(α)∇ •

γ(α) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (4.21)

Ŝ(α)

Ŝ(α) ≡ λ
(
s(α) ⊗ s(α) + t(α) ⊗ t(α)

)
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (4.22)

4.2.2 λ

ξ(α)(m) (4.17) λ Gurtin(104)

GN (4.15)
λ

λ = g(α)L2I . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (4.23)

g(α) LI (4.23)
LI

λ
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r

Volterra dislocation
(edge dislocation)

x1

x2

x3

x1

x2

Fig. 4.1 Definition of intrinsic length scale r.

Evers (111) Bayley (112) τ(α)b GN
(71)(87) τ(α)b [

B.3 ]

τ(α)b = −
μb̃(α)r2

4

[(
∇(I)ρ(α)G(s) · t(α)(M)

)
− 1
2(1 − ν)

(
∇(I)ρ(α)G(e) · s(α)(M)

)]
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (4.24)

μ ν ∇(I)
r 4.1 GN

r GN
r GN

r
GN (4.24) r

GN r Al
r = 3 ∼ 4 μm(113) Cu

r = 3 ∼ 4 μm(114) Ni
r ∼ 5 μm(115)

τ(α)b ξ(α)

(3.30)3 ξ(α) τ(α)b Evers
(111) τ(α)b (4.24) λ

(4.16) β(c) push-forward

ξ(α) = λb̃(α)
(
ρ(α)G(s) t

(α) − ρ(α)G(e)s(α)
)
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (4.25)

(3.30)3

τ(α)b = −div ξ(α) = −λb̃(α)
(
∇ρ(α)G(s) · t(α) − ∇ρ(α)G(e) · s(α) + ρ(α)G(s)div t(α) − ρ(α)G(e)div s(α)

)
= −λb̃(α)

[(
∇(I)ρ(α)G(s) · Fp−1 t(α)(M) − ∇(I)ρ(α)G(e) · Fp−1s(α)(M)

)
+

(
ρ(α)G(s)div t

(α) − ρ(α)G(e)div s(α)
)]
. . . . . . . . . . . (4.26)
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(4.24) (4.26)

λ ∼ μr2

4
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (4.27)

(4.27) λ ξ(α)

(4.17) (4.21) (4.22)


̌
ξ(α) =

μb̃(α)r2

4

( •
ρ(α)
G(s) t

(α) − •
ρ(α)
G(e)s

(α)
)

= Ŝ(α)∇ •
γ(α) =

μr2

4
(
s(α) ⊗ s(α) + t(α) ⊗ t(α)

)
∇ •
γ(α) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (4.28)

ξ(α) τ(α)b (3.30)3

•
τ(α)b = −

(
div ξ(α)

)•
= −div •

ξ(α) + grad ξ(α) · LT . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (4.29)

4.3

4.3.1

–
(116)(117)

•
γ(α) =

•
γ(α)r sgn

(
τ(α)

) ∣∣∣∣∣∣τ(α)g(α)

∣∣∣∣∣∣1/m . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (4.30)
•
γ(α)r m g(α)

sgn (•) (•) 3.2
τ̂(α) = τ(α) τ(α)b = 0 (4.30) τ(α)

g(α) sgn (τ(α))
•
γ(α) τ(α)

τ̂(α) = τ(α) − τ(α)b
Kuroda-Tvergaard(65) (4.30)

•
γ(α) =

•
γ(α)r sgn

(
τ̂(α)

) ∣∣∣∣∣∣ τ̂(α)g(α)

∣∣∣∣∣∣1/m . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (4.31)
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(4.30) τ(α) τ̂(α) (4.31) (4.30)
(4.31) τ̂(α)

τ̂(α) = g(α)sgn
( •
γ(α)

) ∣∣∣∣∣∣∣
•
γ(α)

•
γ(α)r

∣∣∣∣∣∣∣
m

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (4.32)

•
γ(α)r g(α)

(51)(53)

4.3.2

Bailey-Hirsch (87)

Ohashi(61) Bailey-Hirsch

g(α) = τ(α)f + a
(α)μ(α)b̃(α)

∑
β

Ω(αβ)
√
ρ
(β)
h . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (4.33)

τ(α)r Peierls
a(α)

0.1 (118) μ(α) Ω(αβ) α = β α � β

ρ
(β)
h

ρ
(β)
h Fleck (72) Evers

(111) ρ
(β)
h = ρ

(α)
G + ρ

(α)
S Kondo (74) ρ

(β)
h = ρ

(α)
G Ohashi(119) ρ

(β)
h = ρ

(α)
S

2.7 GN
SS

GN τ(α)b τ̂(α)

(4.31) (4.31)
g(α) τ̂(α) g(α)

g(α) SS
ρ(α)h = ρ

(α)
S

g(α) = τ(α)f + a
(α)μ(α)b̃(α)

∑
β

Ω(αβ)
√
ρ
(β)
S . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (4.34)

g(α)

(101)(106) (4.34) SS
(2.153)

•g(α) =
∑
β

h(αβ)
∣∣∣∣ •γ(β)∣∣∣∣ , h(αβ) =

a(α)μ(α)b̃(α)

2
Ω(αβ)c(β)

b̃(β)L(β)
√
ρ
(β)
S

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (4.35)



68 4

τ(α)f (4.35) h(αβ)

(51)(120) (4.35)

g(α) = g(α)0 +
∫

•g(α) dt . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (4.36)

g(α)0 (CRSS: critical resolved shear stress)
(4.34) ρ(α)S = ρ

(α)
0 ρ(α)0 2.7.3

L(α)

(60)

L(α) =
c∗(α)√∑

β

ω(αβ)
(
ρ
(β)
G + ρ

(β)
S

) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (4.37)

c∗(α) ω(αβ)

–
(4.27) r

r → 0 ξ(α) ξ(α) → 0
τ(α)b = −div ξ(α) → 0 (4.30)

r → 0

τ̂(α) → τ(α) = g(α)sgn
( •
γ(α)

) ∣∣∣∣∣∣∣
•
γ(α)

•
γ(α)r

∣∣∣∣∣∣∣
m

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (4.38)

(4.32) (4.38) (4.32)
τ̂(α)

g(α) τ̂(α)

Gurtin(104)
•
γ̂(α)

•
γ̂(α) ≡

√( •
γ(α)

)2
+ l2

(
∇(α) •γ(α)

)2
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (4.39)

∇(α) (2.151) α l
Gurtin(104) ξ(α) l r

ξ(α)

l r l
(4.39) (2.152)

•
γ̂(α) =

√( •
γ(α)

)2
+ l2

(
b̃(α)

•
ρ(α)
G

)2
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (4.40)

GN GN
(81)(85)(86) GN

4.2 GN
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GN dislocation

Slip plane Slip plane

Curved slip plane

GN dislocation

(a) Flat slip plane (b) Curved slip plane

Fig. 4.2 Schematic effective slip rate and curvature of slip plane due to GN dislocation.

l GN
2 l r

εl

εl ≡ lr or l ≡ εlr . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (4.41)

(2.153) SS
[ A.7 ] (4.39) SS

•
ρ(α)
S =

c(α)

b̃(α)L(α)
•
γ̂(α) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (4.42)

(4.34) (4.42)

•g(α) =
∑
β

h(αβ)
•
γ̂(β), h(αβ) =

a(α)μ(α)b̃(α)

2
Ω(αβ)c(β)

b̃(β)L(β)
√
ρ
(β)
S

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (4.43)

(4.43)

g(α) = g(α)0 +
∫

•g(α) dt . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (4.44)

L(α) (4.37)
SS (4.42)

r (4.32) r → 0
•
γ̂(α) → •

γ(α) (4.38)
l SS

l
εl = 0.01 ∼ 0.1
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4.4

4.1 (4.10)
•
γ(α) (4.31)
–

5.1 Jaumann
◦
T Jaumann 2 A

◦
A ≡ •

A −WA + AW . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (4.45)

(80)

(4.10) Jaumann
◦
T = Ce : D −

∑
α

Ξ(α)
•
γ(α) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (4.46)

◦
T

◦
T =

•
T −WT + TW . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (4.47)

Ξ(α) 2

Ξ(α) ≡ Ce : P(α)S + P(α)A T − TP(α)A . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (4.48)
◦
T

4.5

1.1.2 LPSO Mg (0001)〈1120〉
(27) (27)(35)(38) Mg

{1012}〈1011〉 (17)(27) LPSO
{1121}〈1126〉 (36)(37)

(0001)〈1120〉 3
{1010}〈1210〉 3 {1122}〈1123〉 6 12

1.12(c)

(•)(α)
∑
α

α = 1 12
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5

–

5.1

3.2
3.2

(3.9) (3.13) (3.22) (3.27)∫
V
T · D̆ dv −

∑
α

∫
V
τ(α)b

•̆
γ(α) dv +

∑
α

∫
V
ξ(α) · ∇ •̆

γ(α) dv =
∮

S

(n)
t · �̆ da +

∑
α

∮
S

(n)

ζ (α)
•̆
γ(α) da . . . . . . . . . . (5.1)

�̆

•̆
γ(α)

grad �̆ = L̆ = L̆e +
∑
α

P(α)
•̆
γ(α) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (5.2)

(3.31)

on S :

(n)
t = Tn
(n)

ζ (α) = ξ(α) · n

⎫⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎭ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (5.3)
(5.1) β(I)∫

V(I)

Π · Grad �̆ dv(I) −
∑
α

∫
V(I)

τ̃(α)b
•̆
γ(α) dv(I) +

∑
α

∫
V(I)

ξ̌(α) · Grad •̆
γ(α) dv(I)

=

∮
S(I)

(0)
t · �̆ da(I) +

∑
α

∮
S(I)

(0)

ζ (α)
•̆
γ(α) da(I) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (5.4)
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Grad (•)

nda = JF−Tn(I) da(I) , dv = Jdv(I) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (5.5)

Π ≡ JTF−T , τ̃(α)b ≡ Jτ(α)b , ξ̌(α) ≡ Jξ(α)F−T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (5.6)

Π 1 Piola-Kirchhoff

on S(I) :

(0)
t = Πn(I)
(0)

ζ (α) = ξ̌(α) · n(I)

⎫⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎭ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (5.7)
•
�̆ = 0

•
•̆
γ(α) = 0 (5.4)

∫
V(I)

•
Π · Grad �̆ dv(I) −

∑
α

∫
V(I)

•
τ̃(α)b

•̆
γ(α) dv(I) +

∑
α

∫
V(I)

•
ξ̌(α) · Grad •̆

γ(α) dv(I)

=

∮
S(I)

•
(0)
t · �̆ da(I) +

∑
α

∮
S(I)

•
(0)

ζ (α)
•̆
γ(α) da(I) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (5.8)

(5.7)

on S(I) :

•
(0)
t =

•
Πn(I)

•
(0)

ζ (α) =
•
ξ̌(α) · n(I)

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (5.9)
(5.8) (5.9) total Lagrange

(5.6)

•
Π = J

[ •
T + (tr L)T − TLT

]
F−T = J

[ ◦
T − (DT + TD) + (tr L)T + LT

]
F−T

•
τ̃(α)b = J

[ •
τ(α)b + (tr L) τ

(α)
b

]
•
ξ̌(α) = J

[ •
ξ(α) + (tr L) ξ(α) − Lξ(α)

]
F−T = J

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣ 
̌ξ(α) − D ξ(α) + (tr L) ξ(α) −∑
β

P(β)A ξ
(α) •γ(β)

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦ F−T

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭
. . . . (5.10)

•
J = J tr L (5.10) (5.8) β(c)

∫
V

[ ◦
T − (DT + TD) + (tr L)T + LT

]
· L̆ dv −

∑
α

∫
V

[ •
τ(α)b + (tr L) τ

(α)
b

] •̆
γ(α) dv

+
∑
α

∫
V

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣ 
̌ξ(α) − D ξ(α) + (tr L) ξ(α) −∑
β

P(β)A ξ
(α) •γ(β)

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦ · ∇ •̆
γ(α) dv
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=

∮
S

•
(n)
t · �̆ da +

∑
α

∮
S

•
(n)

ζ (α)
•̆
γ(α) da . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (5.11)

•
(n)
t da ≡

•
(0)
t da(I)

•
(n)

ζ da ≡
•
(0)

ζ da(I)
•
(n)
t =

[ •
T + (tr L)T − TLT

]
n ,

•
(n)

ζ =
[ •
ξ(α) + (tr L) ξ(α) − Lξ(α)

]
· n . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (5.12)

updated Lagrange (5.11)
•
(n)
t →

•
(n)
t

•
(n)

ζ →
•
(n)

ζ (tr L = 0) updated
Lagrange

∫
V

[ ◦
T − (DT + TD) + LT

]
· L̆ dv −

∑
α

∫
V

•
τ(α)b

•̆
γ(α) dv +

∑
α

∫
V

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝ 
̌
ξ(α) − D ξ(α) −

∑
β

P(β)A ξ
(α) •γ(β)

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ · ∇ •̆
γ(α) dv

=

∮
S

•
(n)
t · �̆ da +

∑
α

∮
S

•
(n)

ζ (α)
•̆
γ(α) da . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (5.13)

on S :

•
(n)
t =

( •
T − TLT

)
n

•
(n)

ζ (α) =
( •
ξ(α) − Lξ(α)

)
· n

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (5.14)
(•)

on S :
� = � or

•
(n)
t =

•
(n)
t

•
γ(α) =

•
γ(α) or

•
(n)

ζ (α) =

•
(n)

ζ (α)

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (5.15)
(5.15)1

(5.15)2
(5.15)2
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(a) Micro-clamped condition (b) Micro-free condition

Fig. 5.1 Boundary condtions for slip rate and higher-order stress.

5.2

(5.1)
•
γ(α)

(n)

ζ (α) (69)(70)(121)

on S :

•
γ(α) = 0 (micro − clamped condition)
or

(n)

ζ (α) = 0 (micro − free condition)

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (5.16)

(5.16)1 micro-clamped condition 5.1(a)

(5.16)2 micro-free condition
5.1(b)

(5.13) (5.15) (5.16)

on S :

•
γ(α) = 0 (micro − clamped condition)
or

•
(n)

ζ (α) = 0 (micro − free condition)

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (5.17)

(5.17)1 (5.16)1 (5.17)2 (5.16)2

(5.17) (5.13)
(5.13) �̆

•̆
γ(α)

Bittencourt(70) (a)
•̆
γ(α) = 0 (b) �̆ = 0 2
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(a)
•̆
γ(α) = 0

•̆
γ(α) = 0

(5.13)
∫

V

[ ◦
T − (DT + TD) + LT

]
· L̆ dv =

∮
S

•
(n)
t · �̆ da . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (5.18)

L̆ = L̆e (5.18) updated
Lagrange (103)

(b) �̆ = 0

�̆ = 0 (5.2) L̆ = 0 (5.2)

L̆e = −
∑
α

P(α)
•̆
γ(α) = −L̆p . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (5.19)

(5.13)

−
∑
α

∫
V

•
τ(α)b

•̆
γ(α) dv +

∑
α

∫
V

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝ 
̌
ξ(α) − D ξ(α) −

∑
β

P(β)A ξ
(α) •γ(β)

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ · ∇ •̆
γ(α) dv =

∑
α

∮
S

•
(n)

ζ (α)
•̆
γ(α) da . . . . . . . (5.20)

(5.20) (5.14)2∑
α

∫
V

(
•
τ(α)b + div

•
ξ(α) − grad ξ(α) · LT

) •̆
γ(α) dv = 0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (5.21)

(4.29)∑
α

∫
V

(
div

•
ξ(α) − div •

ξ(α)
) •̆
γ(α) dv = 0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (5.22)

(4.17) (2.131) (5.22)∑
α

∫
V
λb̃(α)

[
∇

(
•
ρ(α)
G(s) −

1
b̃(α)
∇ •
γ(α) · t(α)

)
· t(α) − ∇

(
•
ρ(α)
G(e) +

1
b̃(α)
∇ •
γ(α) · s(α)

)
· s(α)

]
•̆
γ(α) dv = 0. . . . . . . . . (5.23)

GN
GN (2.131) (5.23)

∫
V

(
•
ρ(α)
G(s) −

1
b̃(α)
∇ •
γ(α) · t(α)

)
•̆
γ(α) dv = 0

∫
V

(
•
ρ(α)
G(e) +

1
b̃(α)
∇ •
γ(α) · s(α)

)
•̆
γ(α) dv = 0

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (5.24)

(5.24) (2.131) 2
•̆
γ(α)

(5.24) GN
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(5.24)
•̆
γ(α) ρ̆

(5.24)∫
V

•
ρ(α)
G(s) ρ̆ dv = −

1
b̃(α)

∫
V

(
grad ρ̆ · t(α)

) •
γ(α) dv − 1

b̃(α)

∫
V
ρ̆
(
div t(α)

) •
γ(α) dv +

1
b̃(α)

∮
S
ρ̆
(
n · t(α)

) •
γ(α) da

∫
V

•
ρ(α)
G(e) ρ̆ dv =

1
b̃(α)

∫
V

(
grad ρ̆ · s(α)

) •
γ(α) dv +

1
b̃(α)

∫
V
ρ̆
(
div s(α)

) •
γ(α) dv − 1

b̃(α)

∮
S
ρ̆
(
n · s(α)

) •
γ(α) da

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭ (5.25)
(5.25) 2 3

2 (5.13) (5.18) (5.25) 2
(5.15)1 (5.18) (5.15)2 (5.25)

(5.25)
Kuroda-Tvergaard(122) (5.17)

on S :

(
n · t(α)

) •
γ(α) = 0,

(
n · s(α)

) •
γ(α) = 0 (micro − clamped condition)

or
•
ρ(α)
G(s) = 0,

•
ρ(α)
G(e) = 0 (micro − free condition)

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭
. . . . . . . . (5.26)

(5.26)1
5.1(a) GN

(5.26)2 5.1(b) GN
GN

(5.17)2
GN FEM

(5.17)2
(5.17)1

5.3

(5.13) (5.15)

updated Lagrange
(5.18)

∫
V

[ ◦
T − (DT + TD) + LT

]
· L̆ dv =

∮
S

•
(n)
t · �̆ da . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (5.27)

(5.15)

on S :
� = � or

•
(n)
t =

•
(n)
t . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (5.28)
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(5.15)2

on S :
•
(n)

ζ (α) =

•
(n)

ζ (α) = 0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (5.29)

(5.29) GN
5.1(b)

7
(5.27) (5.29)



78 6 FEM

6

FEM

FEM

rmin

6.1

(4.31) (4.32)
•
γ(α) τ̂(α)

FEM Δt FEM
(4.31)

Okumura (123)

(124)(125) •
γ(α) τ̂(α)

t t + Δt Δγ(α) t
t •γ(α) t + Δt t+Δt •γ(α) Δγ(α)

Δγ(α) =
[(
1 − θ tan

)
t •γ(α) + θ tan t+Δt

•
γ(α)

]
Δt . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (6.1)

θ tan 0 ≤ θ tan ≤ 1 (6.1) θ tan = 0 Euler
θ tan = 1/2 Crank-Nickolson θ tan = 1 Euler

1/2 ≤ θ tan ≤ 1
(124)(125) (6.1) t+Δt •γ(α) (4.31) t

1 t+Δt •γ(α)

t+Δt •γ(α) ≈ t •γ(α) +
∂

•
γ(α)

∂ t

∣∣∣∣∣∣∣
t

Δt = t
•
γ(α) +

∂
•
γ(α)

∂ τ̂(α)

∣∣∣∣∣∣∣
t

t •τ̂(α)Δt +
∂

•
γ(α)

∂ g(α)

∣∣∣∣∣∣∣
t

t •g(α)Δt

= t
•
γ(α) +

∂
•
γ(α)

∂ τ̂(α)

∣∣∣∣∣∣∣
t

Δτ̂(α) +
∂

•
γ(α)

∂ g(α)

∣∣∣∣∣∣∣
t

Δg(α) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (6.2)

t(•) t+Δt(•) t t + Δt (6.2)
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2 Δτ̂(α) = t
•
τ̂(α)Δt Δg(α) = t

•g(α)Δt (6.2) (6.1)

Δγ(α) =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝t •γ(α) + θ tan ∂ •
γ(α)

∂ τ̂(α)

∣∣∣∣∣∣∣
t

Δτ̂(α) + θ tan
∂

•
γ(α)

∂ g(α)

∣∣∣∣∣∣∣
t

Δg(α)
⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠Δt . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (6.3)
(124)(125) Okumura (123)

(6.3) Δγ(α) Δτ̂(α) (6.3)

Δτ̂(α) = θ̂(α)
⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝Δγ(α) − t •γ(α)Δt − θ tanΔt ∂

•
γ(α)

∂ g(α)

∣∣∣∣∣∣∣
t

Δg(α)
⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (6.4)

Δτ̂(α)

θ̂(α) ≡ 1⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝θ tanΔt ∂ •
γ(α)

∂ τ̂(α)

∣∣∣∣∣∣∣
t

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (6.5)

(4.43)

Δg(α) =
∑
β

th(αβ)Δγ̂(β) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (6.6)

(4.40) (4.41)

•
γ̂(α) =

√√√√√√√
1 +

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝εlr b̃(α)
•
ρ(α)
G

•
γ(α)

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
2

sgn
( •
γ(α)

) •
γ(α) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (6.7)

Δγ̂(α) ≈

√√√√√√√
1 +

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝εlr b̃(α) t
•
ρ(α)
G

t
•
γ(α)

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
2

sgn
(
t •γ(α)

)
Δγ(α) = tk(α)Δγ(α) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (6.8)

tk(α) ≡

√√√√√√√
1 +

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝εlr b̃(α) t
•
ρ(α)
G

t
•
γ(α)

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
2

sgn
(
t •γ(α)

)
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (6.9)

Δg(α) =
∑
β

th(αβ) tk(β)Δγ(β) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (6.10)

(6.10) (6.4)

Δτ̂(α) =
∑
β

L(αβ)Δγ(β) −
•
�

φ(α)Δt . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (6.11)
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L(αβ) ≡ θ̂(α)
⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝δ(αβ) − θ tanΔt ∂ •

γ(α)

∂ g(α)

∣∣∣∣∣∣∣
t

th(αβ) tk(β)
⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ ,

•
�

φ(α) ≡ θ̂(α) t •γ(α)

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (6.12)

(4.31) t

∂
•
γ(α)

∂ τ̂(α)

∣∣∣∣∣∣∣
t

=

(
1

m tτ̂(α)

)
•
γ(α)r sgn

(
tτ̂(α)

) ∣∣∣∣∣∣ tτ̂(α)tg(α)

∣∣∣∣∣∣1/m ,
∂

•
γ(α)

∂ g(α)

∣∣∣∣∣∣∣
t

=

(
− 1
m tg(α)

)
•
γ(α)r sgn

(
tτ̂(α)

) ∣∣∣∣∣∣ tτ̂(α)tg(α)

∣∣∣∣∣∣1/m
⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (6.13)

δ(αβ) Kronecker (6.11) Δt

•
τ̂(α) =

∑
β

L(αβ)
•
γ(β) −

•
�

φ(α) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (6.14)

(3.23)

•
τ(α) =

(
T · P(α)S

)•
=



T · P(α)S =

(
Ce : De

) · P(α)S
=

(
Ce : P(α)S

)
· De =

(
Ce : P(α)S

)
· D −

∑
β

(
Ce : P(α)S

)
· P(β)S

•
γ(β) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (6.15)

(6.15) T


T Ce (4.19) (4.20)

(3.25)

•
τ(α)b =

•
τ(α) − •

τ̂(α) =
(
Ce : P(α)S

)
· D −

∑
β

R(αβ)
•
γ(β) +

•
�

φ(α) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (6.16)

R(αβ) ≡ L(αβ) +
(
Ce : P(α)S

)
· P(β)S . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (6.17)

(6.16) (5.13) updated Lagrange

∫
V

{[ ◦
T − (DT + TD)

]
· D̆ + (LT) · L̆

}
dv +

∑
α

∫
V

(
Ce : P(α)S

)
· D •̆

γ(α) dv

+
∑
α

∫
V

(

̌
ξ(α) − D ξ(α)

)
· ∇ •̆
γ(α) dv −

∑
α

∑
β

{∫
V

•
γ(β)R(αβ)

•̆
γ(α) +

(
P(β)A ξ

(α)
) •
γ(β) · ∇ •̆

γ(α)
}
dv

=

∮
S

•
(n)
t · �̆ da +

∑
α

∮
S

•
(n)

ζ (α)
•̆
γ(α) da +

∑
α

∫
V

•
�

φ(α)
•̆
γ(α) dv . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (6.18)
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(6.18) 1
◦
T DT + TD (6.18)

3
(6.14) θ tan = 0 t •γ(α) = 0

∂
•
γ(α)/∂τ̂(α)

∣∣∣∣
t
= 0 (6.5) (6.9)

7 θ tan = 1 (6.9) (6.13)1

tk(α) =

√√√√√√√
1 +

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝εlr b̃(α) t
•
ρ(α)
G

t
•
γ(α) + δt

•
γ(α)r

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
2

sgn
(
t •γ(α)

)
,

∂
•
γ(α)

∂ τ̂(α)

∣∣∣∣∣∣∣
t

=

(
1

m tτ̂(α)

)
•
γ(α)r sgn

(
tτ̂(α)

) ∣∣∣∣∣∣ tτ̂(α)tg(α)

∣∣∣∣∣∣1/m + δt
•
γ(α)r
tg(α)

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (6.19)

δt 10−3 Okumura (123)

(6.19)

6.2

(6.18)
xyz

(4.46) (4.28){ ◦
T
}
=

[
Ce

]{
d
}
−

∑
α

{
Ξ(α)

} •
γ(α) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (6.20)

{ 
̌
ξ(α)

}
=

[
Ŝ(α)

]{
∇ •
γ(α)

}
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (6.21)

{ ◦
T
}
≡

{ ◦
T xx

◦
Tyy

◦
Tzz

◦
T xy

◦
Tyz

◦
Tzx

}
T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (6.22)

[
Ce

]
≡

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

C exxxx C exxyy C exxzz C exxxy C exxyz C exxzx
C eyyxx C eyyyy C eyyzz C eyyxy C eyyyz C eyyzx
C ezzxx C ezzyy C ezzzz C ezzxy C ezzyz C ezzzx
C exyxx C exyyy C exyzz C exyxy C exyyz C exyzx
C eyzxx C eyzyy C eyzzz C eyzxy C eyzyz C eyzzx
C ezxxx C ezxyy C ezxzz C ezxxy C ezxyz C ezxzx

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (6.23)

{
d
}
≡

{
Dxx Dyy Dzz 2Dxy 2Dyz 2Dzx

}
T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (6.24){

Ξ(α)
}
≡

{
Ξ(α)xx Ξ(α)yy Ξ(α)zz Ξ(α)xy Ξ(α)yz Ξ(α)zx

}T
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (6.25)

{ 
̌
ξ(α)

}
≡

{

̌
ξ(α)x


̌
ξ(α)y


̌
ξ(α)z

}
T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (6.26)
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[
Ŝ(α)

]
≡

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
Ŝ (α)xx Ŝ (α)xy Ŝ (α)xz
Ŝ (α)yx Ŝ (α)yy Ŝ (α)yz
Ŝ (α)zx Ŝ (α)zy Ŝ (α)zz

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (6.27)
{
∇ •
γ(α)

}
≡

{
∂

•
γ(α)

∂ x
∂

•
γ(α)

∂ y
∂

•
γ(α)

∂ z

}
T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (6.28)

(6.20) (6.28) (6.18)∫
V

[{
d̆
}
T
([
Ce

]
−

[
TD

]) {
d
}
+

{
l̆
}
T
[
TL

]{
l
}]
dv −

∑
α

∫
V

{
d̆
}
T
{
Ξ(α)

} •
γ(α) dv

−
∑
α

∫
V

( •̆
γ(α)

{
Ce : P(α)S

}
T
{
d
}
+

{
∇ •̆
γ(α)

}
T
[
ξ(α)D

]{
d
})
dv

+
∑
α

∫
V

[{
∇ •̆
γ(α)

}
T
[
Ŝ(α)

]{
∇ •
γ(α)

}
+

∑
β

( •̆
γ(α)R(αβ)

•
γ(β) −

{
∇ •̆
γ(α)

}
T
{
P(β)A ξ

(α)
} •
γ(β)

) ]
dv

=

∮
S

{
�̆

}
T
{ •
(n)
t
}
da +

∑
α

∮
S

•̆
γ(α)

•
(n)

ζ (α) da +
∑
α

∫
V

•̆
γ(α)

•
�

φ(α) dv . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (6.29)

[
TD

]
≡

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

2Txx 0 0 Txy 0 Tzx

0 2Tyy 0 Txy Tyz 0

0 0 2Tzz 0 Tyz Tzx

Txy Txy 0
1
2
(Txx + Tyy)

1
2
Tzx

1
2
Tyz

0 Tyz Tyz
1
2
Tzx

1
2
(Tyy + Tzz)

1
2
Txy

Tzx 0 Tzx
1
2
Tyz

1
2
Txy

1
2
(Tzz + Txx)

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (6.30)

{
l
}
≡

{
Lxx Lyx Lzx Lxy Lyy Lzy Lxz Lyz Lzz

}
T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (6.31)

[
TL

]
≡

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

Txx 0 0 Txy 0 0 Tzx 0 0
0 Txx 0 0 Txy 0 0 Tzx 0
0 0 Txx 0 0 Txy 0 0 Tzx
Txy 0 0 Tyy 0 0 Tyz 0 0
0 Txy 0 0 Tyy 0 0 Tyz 0
0 0 Txy 0 0 Tyy 0 0 Tyz
Tzx 0 0 Tyz 0 0 Tzz 0 0
0 Tzx 0 0 Tyz 0 0 Tzz 0
0 0 Tzx 0 0 Tyz 0 0 Tzz

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (6.32)

{
Ce : P(α)S

}
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≡
{ {
Ce : P(α)S

}
xx

{
Ce : P(α)S

}
yy

{
Ce : P(α)S

}
zz

{
Ce : P(α)S

}
xy

{
Ce : P(α)S

}
yz

{
Ce : P(α)S

}
zx

}
T . . . . . (6.33)

[
ξ(α)D

]
≡

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

ξ(α)x 0 0
1
2
ξ(α)y 0

1
2
ξ(α)z

0 ξ(α)y 0
1
2
ξ(α)x

1
2
ξ(α)z 0

0 0 ξ(α)z 0
1
2
ξ(α)y

1
2
ξ(α)x

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (6.34)

{
P(β)A ξ

(α)
}
≡

{
ξ(α)y P

(β)
[xy] + ξ

(α)
z P

(β)
[xz] ξ(α)x P

(β)
[yx] + ξ

(α)
z P

(β)
[yz] ξ(α)x P

(β)
[zx] + ξ

(α)
y P

(β)
[zy]

}
T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (6.35){

�̆

}
≡

{
�̆x �̆y �̆z

}
T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (6.36)

{ •
(n)
t
}
≡

{ •
(n)
t x

•
(n)
t y

•
(n)
t z

}
T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (6.37)

{
d̆
} {

l̆
}

(6.24)
(6.31)

{
�̆

}
(6.36)

FEM �

•
γ(α)

� 3 +
•
γ(α) 12 =15

� 2 +
•
γ(α) 12 =14 FEM

7
(6.20)

(6.37) z z

6.3

FEM

6.3.1

(6.29) V S

V S V E

S E

E x

(126)
� (x) I NIv (x)

�
I

� (x) =
nnd(v)∑
I=1
NIv (x) �

I . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (6.38)
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nnd(v) x
xI

x =
nnd(v)∑
I=1
NIv (x) x

I . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (6.39)

(6.38) (6.39) � x NIv
(126) FEM �̆

�̆ (x) =
nnd(v)∑
I=1
NIv (x) �̆

I . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (6.40)

(6.38) (6.40)
(126)

Bittencourt (70) •
γ(α) (x) I

•
γ(α)I

•
γ(α) (x) =

nnd(γ)∑
I=1
NIγ (x)

•
γ(α)I . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (6.41)

nnd(γ) NIγ
•̆
γ(α) (x)

•̆
γ(α) (x) =

nnd(γ)∑
I=1
NIγ (x)

•̆
γ(α)I . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (6.42)

nnd(v) = nnd(γ) = nnd
I NIv = N

I
γ = N

I

(6.38){
�

}
=

[
Nv

]{
�nd

}
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (6.43)

{
�nd

}
≡

{
�
1
x �

1
y �

1
z �

2
x �

2
y �

2
z · · · �

nnd
x �

nnd
y �

nnd
z

}
T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (6.44)

[
Nv

]
≡

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
N1 0 0 N2 0 0 · · · Nnnd 0 0
0 N1 0 0 N2 0 · · · 0 Nnnd 0
0 0 N1 0 0 N2 · · · 0 0 Nnnd

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (6.45)
L (6.38)

L =
∂ �

∂ x
=

nnd∑
I=1

∂NI

∂ x
�
I . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (6.46)
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(6.31)
{
l
}

{
l
}
=

[
BL

]{
�nd

}
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (6.47)

[
BL

]
≡

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

∂N1

∂x
0 0

∂N2

∂x
0 0 · · · ∂Nnnd

∂x
0 0

0
∂N1

∂x
0 0

∂N2

∂x
0 · · · 0

∂Nnnd
∂x

0

0 0
∂N1

∂x
0 0

∂N2

∂x
· · · 0 0

∂Nnnd
∂x

∂N1

∂y
0 0

∂N2

∂y
0 0 · · · ∂Nnnd

∂y
0 0

0
∂N1

∂y
0 0

∂N2

∂y
0 · · · 0

∂Nnnd
∂y

0

0 0
∂N1

∂y
0 0

∂N2

∂y
· · · 0 0

∂Nnnd
∂y

∂N1

∂z
0 0

∂N2

∂z
0 0 · · · ∂Nnnd

∂z
0 0

0
∂N1

∂z
0 0

∂N2

∂z
0 · · · 0

∂Nnnd
∂z

0

0 0
∂N1

∂z
0 0

∂N2

∂z
· · · 0 0

∂Nnnd
∂z

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

. . . . . . . . . . . . . . . (6.48)

D (6.38)

D =
1
2

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣∂ �∂ x +
(
∂ �

∂ x

)T⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦ = nnd∑
I=1

1
2

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣∂NI∂ x
�
I +

(
∂NI

∂ x
�
I
)T⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (6.49)

(6.24)
{
d
}

{
d
}
=

[
BD

]{
�nd

}
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (6.50)

[
BD

]
≡

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

∂N1

∂x
0 0

∂N2

∂x
0 0 · · · ∂Nnnd

∂x
0 0

0
∂N1

∂y
0 0

∂N2

∂y
0 · · · 0

∂Nnnd
∂y

0

0 0
∂N1

∂z
0 0

∂N2

∂z
· · · 0 0

∂Nnnd
∂z

∂N1

∂y
∂N1

∂x
0

∂N2

∂y
∂N2

∂x
0 · · · ∂Nnnd

∂y
∂Nnnd
∂x

0

0
∂N1

∂z
∂N1

∂y
0

∂N2

∂z
∂N2

∂y
· · · 0

∂Nnnd
∂z

∂Nnnd
∂y

∂N1

∂z
0

∂N1

∂x
∂N2

∂z
0

∂N2

∂x
· · · ∂Nnnd

∂z
0

∂Nnnd
∂x

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

. . . . . . . . . . . . . . (6.51)
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{
�̆

}
=

[
Nv

]{
�̆nd

}
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (6.52){

l̆
}
=

[
BL

]{
�̆nd

}
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (6.53){

d̆
}
=

[
BD

]{
�̆nd

}
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (6.54)

α (6.41)
•
γ(α) =

{
N(α)γ

}{ •
γ(α)nd

}
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (6.55)

{ •
γ(α)nd

}
≡

{ •
γ(α)1

•
γ(α)2 · · · •

γ(α)nnd
}
T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (6.56){

N(α)γ
}
≡

{
N1 N2 · · · Nnnd

}
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (6.57)

∇ •
γ(α) (6.41)

∇ •
γ(α) =

∂
•
γ(α)

∂ x
=

nnd∑
I=1

∂NI

∂ x
•
γ(α)I . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (6.58)

(6.28)
{
∇ •
γ(α)

}
{
∇ •
γ(α)

}
=

[
B(α)γ

]{ •
γ(α)
nd

}
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (6.59)

[
B(α)γ

]
≡

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

∂N1

∂x
∂N2

∂x
· · · ∂Nnnd

∂x
∂N1

∂y
∂N2

∂y
· · · ∂Nnnd

∂y
∂N1

∂z
∂N2

∂z
· · · ∂Nnnd

∂z

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (6.60)

•̆
γ(α) =

{
N(α)γ

}{ •̆
γ(α)nd

}
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (6.61){

∇ •̆
γ(α)

}
=

[
B(α)γ

]{ •̆
γ(α)
nd

}
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (6.62)

{ •
γnd

}
≡

{ { •
γ(1)nd

}
T

{ •
γ(2)nd

}
T · · ·

{ •
γ(n)nd

}
T

}
T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (6.63)

{ •̆
γnd

}
≡

{ { •̆
γ(1)nd

}
T

{ •̆
γ(2)nd

}
T · · ·

{ •̆
γ(n)nd

}
T

}
T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (6.64)
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(6.29)⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
[
K Evv

] [
K Evγ

]
[
K Eγv

] [
K Eγγ

]
⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

{
�nd

}
{ •
γnd

}
⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎪⎭ =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩
{ •
f Ev nd

}
{ •
f E
γ nd

}
⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎪⎭ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (6.65)

[
K Evv

]
≡

∫
V

[[
BD

]
T
([
Ce

]
−

[
TD

]) [
BD

]
+

[
BL

]
T
[
TL

][
BL

]]
dv . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (6.66)

[
K Evγ

]
≡ −

∑
α

∫
V

[
BD

]
T
{
Ξ(α)

}[
B(α)γ

]
dv . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (6.67)

[
K Eγv

]
≡ −

∑
α

∫
V

([
N(α)γ

]
T
{
Ce : P(α)S

}
T
[
BD

]
+

[
B(α)γ

]
T
[
ξ(α)D

][
BD

])
dv . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (6.68)

[
K Eγγ

]
≡

∑
α

∫
V

[[
B(α)γ

]
T
[
Ŝ(α)

][
B(α)γ

]
+

∑
β

([
N(α)γ

]
TR(αβ)

[
N(β)γ

]
−

[
B(α)γ

]
T
{
P(β)A ξ

(α)
}[
N(β)γ

]) ]
dv . . . . . . . . . (6.69)

{ •
f Ev nd

}
≡

∮
S

[
Nv

]
T
{ •
(n)
t
}
da . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (6.70)

{ •
f Eγ nd

}
≡

∑
α

∮
S

[
N(α)γ

]
T

•
(n)

ζ (α) da +
∑
α

∫
V

[
N(α)γ

]
T
•
�

φ(α) dv . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (6.71)

Euler (•)
•
(•) Δt

•
(•) ≈ Δ(•)

Δt
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (6.72)

Δ(•) Δt (•) (6.72)
(6.65)

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
[
K Evv

] [
K Evγ

]
[
K Eγv

] [
K Eγγ

]
⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

{
Δund

}
{
Δγnd

}
⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎪⎭ =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩
{
Δ f Ev nd

}
{
Δ f E
γ nd

}
⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎪⎭ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (6.73)

[
Δ fEv nd

]
≡

∮
S

[
Nv

]
T
{
Δ
(n)
t
}
da . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (6.74)

[
Δ fEγ nd

]
≡

∑
α

∮
S

[
N(α)γ

]
TΔ

(n)

ζ (α) da +
∑
α

∫
V

[
N(α)γ

]
TΔ

�

φ(α) dv . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (6.75)
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(6.73)

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
[
Kvv

] [
Kvγ

]
[
Kγv

] [
Kγγ

]
⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

{
Δu

}
{
Δγ

}
⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎪⎭ =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩
{
Δ f v

}
{
Δ f γ

}
⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎪⎭ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (6.76)

[
K
]
≡

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
[
Kvv

] [
Kvγ

]
[
Kγv

] [
Kγγ

]
⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (6.77)

{
Δu

} {
Δγ

}{
Δ f v

} {
Δ f γ

}
{
ΔU

}
≡

{ {
Δu

}
T

{
Δγ

}
T

}T
,

{
ΔF

}
≡

{ {
Δ f v

}
T

{
Δ f γ

}
T

}T
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (6.78)

(6.76)[
K
]{
ΔU

}
=

{
ΔF

}
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (6.79)

z
(5.13) (6.18)

5.2 (5.18) (5.25)
2

(5.18) (5.25) FEM
C.1

6.3.2 Gauss

(6.66) (6.71)
Gauss

Gauss

f (x) Gauss
∫

V
f (x) =

∫
Vr

f (r) det [J (r)] dvr ≈
ngp∑
i=1
w<i> f

(
r<i>

)
det

[
J

(
r<i>

)]
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (6.80)

ngp r<i> w<i> i
(6.80) f
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(126)

Gauss
(126)(127)(128)(129)

6.3.3

(4.19) (4.20)
s(α) m(α)

Δt
s(α) m(α)

(130)

t+Δts(α) = ΔR∗ ts(α) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (6.81)

t+Δtm(α) = ΔR∗ tm(α) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (6.82)

ΔR∗ R∗ (103)(130)

ΔR∗ ≡ I + sinω
ω
W∗Δt +

1 − cosω
ω2

(W∗Δt)2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (6.83)

ω2 ≡ −
tr

[
(W∗Δt)2

]
2

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (6.84)

t + Δt t+Δt t(α) (2.126) t+Δts(α)
t+Δtm(α)

t+Δt t(α) = t+Δts(α) × t+Δtm(α) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (6.85)

Ce Ce

6.4 rmin
6.1 Δt

6.1
t t + Δt (6.79)

rmin (131)(132)
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6.4.1 rmin

Δt
(6.79)

Δt rmin
Δt

(131)(132)

rmin Δt

(1) Δttrial (6.79){
ΔU

}
trial

{
ΔF

}
trial

(2) r(α) rmin

(3) Δttrial rmin Δt (1)
{
ΔU

}
trial{

ΔF
}
trial

rmin

rmin × Δttrial ⇒ Δt

rmin ×
{
ΔU

}
trial

⇒
{
ΔU

}
rmin ×

{
ΔF

}
trial

⇒
{
ΔF

}
⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (6.86)

(2) r(α)

6.4.2 r(α)

(6.79)
1.1.2

Δγ(α)

1.16

Δγtol Δγ(α)

Δt r(α)

r(α)

r(α) ≡
∣∣∣∣∣ ΔγtolΔγ(α)

∣∣∣∣∣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (6.87)
Δγ(α) Δγtol r(α) 0 < r(α) ≤ 1 r(α)

r(α) rmin rmin ≥ 1
(6.86)
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Basal plane

SS dislocation density
(Density of dislocation pairs)

[1120]

[1100]

[0001]

GN dislocation density
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Fig. 7.1 Expression of kink band by GN dislocation density and SS dislocation dnesity based on Hess-Barrett
model(41).
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(b) Initial crystal orientation

(a) Specimen (c)Predominant basal slip system

Basal plane

Tilting angle
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x
z

[1120]

[1100]

[0001]

Slip direction

z

y

x

Uniaxial compression

Fig. 7.2 Computational model for LPSO single crystal.

LPSO LPSO

5.1 7.2(a)

(5.29)

on all S :
•
(n)

ζ (α) =

•
(n)

ζ (α) = 0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (7.1)

5.1(b) GN FEM

7.3 3
7.3(a) 5 × 30 = 150 (b) 10 × 60 = 600

(c) 15 × 90 = 1350
9 Gauss

7.1
(•)(bas) (•)(pri) (•)(pyr) (•)(all)

Ce B.1
18R LPSO (133)

μ(α) Ce μ(α) = C ei jkl s
(α)
i m

(α)
j s

(α)
k m

(α)
l

(4.28) μ

HCP LPSO μ(α)

μ = (
∑
α μ

(α))/(Num. o f α) 1.2(b)
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(a) 5   30 elements (b) 10   60 elements (c) 15   90 elements

9-nodes element
(QUAD9)
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Fig. 7.3 Mesh division of specimen.

LPSO
LPSO
LPSO Mg

HCP (22) Mg
Burgers b̃(α) Mg (134) LPSO

m Mg (135)

LPSO m Mg
c∗(α) – LPSO

(35)

LPSO c∗(α) 7.1
Ω(αβ) ω(αβ)

7.1 7.2(b)
(c)

Ω(αβ) ω(αβ)

7.1 (4.34) CRSS 7.2
LPSO CRSS (27)(35) CRSS

τ(α)f a(α)
•
γ(α)r

•
ε

7.2(a) y
•
ε = 0.001 s−1

r
r

εs ≡ r
H
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (7.2)
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Table7.1 Material constants and numerical parameters.

Elastic modulus(133) C e11 = 67.7 GPa , C
e
33 = 72.9 GPa , C

e
44 = 21.5 GPa ,

C e12 = 28.3 GPa , C
e
13 = 19.5 GPa

Magnitude of Burgers vector(134) b̃(bas) = 0.32 nm , b̃(pri) = 0.32 nm , b̃(pyr) = 0.61 nm

Parameters in higher-order stress
[eq. (4.28)]

μ = 21.94 MPa

Parameters in slip rule [eq. (4.31)]
•
γ(all)r = 0.001 s−1 , m = 0.02(135)

Parameters in flow rule [eq. (4.43)] τ(bas)f = 3 MPa , τ
(pri)
f = 155 MPa , τ

(pyr)
f = 335 MPa ,

ρ(all)0 = 0.1 μm−2 , a(all) = 0.3 , c(all) = 2 ,

μ(bas) = 21.50 GPa , μ(pri) = 19.70 GPa , μ(pyr) = 24.61 GPa ,

c∗(bas) = 100 , c∗(pri) = 50 , c∗(pyr) = 35 ,

Ω(αβ) = 1 , ω(αβ) =
{ 0 (α = β)
1 (α � β)

Parameters for FEM θ tan = 1 , δt = 10−3 , Δγtol = 0.001 ,
•
ε = 0.001 s−1 , Δttrial = 0.01 s

Table7.2 CRSS of each slip system.

Basal Prismatic Pyramidal

CRSS [MPa] 10.832 162.18 352.09

H 7.2(a) 4.3 l
r l εl εl = 0.1

(a) εs = 0 r = 0

7.4 r = 0 εs = 0
– (4.28) r = 0

– 7.4
7.4

3
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∫
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Fig. 7.6 Basal slip with εs = 0 at ε = 1.0%.
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Fig. 7.7 Rotation angle of basal plane with εs = 0 at ε = 1.0%.
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Fig. 7.8 Edge component of basal GN dislocation density with εs = 0 at ε = 1.0%.
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Fig. 7.9 Basal SS dislocation density with εs = 0 at ε = 1.0%.
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Fig. 7.10 Crystal rotation due to slip.
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Fig. 7.11 Dislocation density in kink band formed in specimen with 15 × 90 elements and εs = 0 at ε = 1.0%.
Dashed lines represent basal plane.
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Fig. 7.12 Mesh dependence of width of kink band on early deformation stage with εs = 0 (ε = 0.35%).
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Fig. 7.13 Evolution of kink band in specimen with 15 × 90 elemetns and εs = 0.
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Fig. 7.15 Basal slip with εs = 5.6 × 10−4 ( r = 0.1 μm ) at ε = 1.0%.
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Fig. 7.16 Edge component of basal GN dislocation density with εs = 5.6 × 10−4 ( r = 0.1 μm ) at ε = 1.0%.
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Fig. 7.17 Nominal stress - strain curves with εs = 2.8 × 10−3 ( r = 0.5 μm ).
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Fig. 7.18 Basal slip with εs = 2.8 × 10−3 ( r = 0.5 μm ) at ε = 1.0%.
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Fig. 7.19 Edge component of basal GN dislocation density with εs = 2.8 × 10−3 ( r = 0.5 μm ) at ε = 1.0%.
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Fig. 7.20 Nominal stress - strain curves with εs = 5.6 × 10−3 ( r = 1.0 μm ).
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Fig. 7.21 Basal slip with εs = 5.6 × 10−3 ( r = 1.0 μm ) at ε = 1.0%.
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Fig. 7.22 Edge component of basal GN dislocation density with εs = 5.6 × 10−3 ( r = 1.0 μm ) at ε = 1.0%.
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Fig. 7.24 Mesh dependence of width of kink band on early deformation stage with εs = 5.6 × 10−3 (ε = 0.38%).
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Fig. 7.27 Basal slip with εs = 1.1 × 10−2 ( r = 2.0 μm ) at ε = 1.0%.
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Fig. 7.28 Edge component of basal GN dislocation density with εs = 1.1 × 10−2 ( r = 2.0 μm ) at ε = 1.0%.
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αJ = −eβγδδαδ, γ + eβγδF p−1Jδ, γF pαJ = eβγδF p−1Jδ, γF pαJ

⇔ Fp
(
curl(M)Fp−1

)
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (A.18)

curl(M)(•) 1 (A.18) Jp = 1
GN

α = J∗−1R∗α(m)R∗T = J∗−1J e−1R∗Ûeα(M)ÛeTR∗T = J∗−1J e−1F∗α(M)F∗T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (A.19)

J∗ ≡ det R∗ = 1 (A.19) (2.117) GN
(2.115) (A.19)
J∗−1 J e−1 2 β(m) GN α(m)

α(m) = J e−1Ûeα(M)ÛeT = −J e−1Ûe
(
Curl Fp

)
FpTÛeT = −J e−1Ûe

(
Curl Fp

)
FT . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (A.20)

(A.18)

α(m) = J e−1Ûeα(M)ÛeT = J e−1ÛeFp
(
curl(M)Fp−1

)
ÛeT = J e−1F

(
curl(M)Fp−1

)
ÛeT . . . . . . . . . . . . . . . . . (A.21)
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(A.20)

α(m) ⇔ α(m)α̃β̃ = −J e−1Û eα̃αeKIJF pαJ, IF β̃K = −J e−1Û eα̃αeKIJF pαJ, γ̃F γ̃IF β̃K = −J e−1Û eα̃α(J eJp)eβ̃γ̃δ̃F−1Jδ̃F pαJ, γ̃
= −Û eα̃αeβ̃γ̃δ̃

(
F−1Jδ̃F

p
αJ

)
, γ̃
+ Û eα̃αeβ̃γ̃δ̃F

−1
Jδ̃, γ̃F

p
αJ = −Û eα̃αeβ̃γ̃δ̃Û e−1αδ̃, γ̃ + Fα̃Jeβ̃γ̃δ̃F−1Jδ̃, γ̃

⇔ −Ûe
(
curl(m)Ûe−1

)
+ F

(
curl(m)F−1

)
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (A.22)

curl(m)(•) 2 (A.20)
(A.22) 2 GN

α(m) = −J e−1Ûe
(
Curl Fp

)
FT = J e−1F

(
curl(M)Fp−1

)
ÛeT = −Ûe

(
curl(m)Ûe−1

)
+ F

(
curl(m)F−1

)
. . . . . (A.23)

(A.19) β(c) GN

α = R∗α(m)R∗T = −J e−1R∗Ûe
(
Curl Fp

)
FpTÛeTR∗T

= −J e−1F∗
(
Curl Fp

)
FpTF∗T = −J e−1F∗

(
Curl Fp

)
FT . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (A.24)

(A.24)

α⇔ αi j = −J e−1F∗iαeKIJF pαJ, IF jK = −J e−1F∗iαeKIJF pαJ, kFkIF jK = −J e−1F∗iαJe jklF pαJ, kF−1Jl
= −JpF∗iαe jkl

(
F pαJF

−1
Jl

)
, k
+ JpF∗iαe jklF

p
αJF

−1
Jl, k = −F∗iαe jklF∗−1αl, k + FiJe jklF−1Jl, k

⇔ −F∗
(
curlF∗−1

)
+ F

(
curlF−1

)
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (A.25)

(A.24) (A.25) GN

α = −J e−1F∗
(
Curl Fp

)
FT = −F∗

(
curlF∗−1

)
+ F

(
curlF−1

)
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (A.26)

A.5 GN

(2.116)

•
α(M) = −

[(
Curl Fp

)
FpT

]•
= −

(
Curl

•
Fp

)
FpT −

(
Curl Fp

) •
FpT . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (A.27)

(2.99)

•
α(M) = −

[
Curl

(
Lp(M)F

p
)]
FpT −

(
Curl Fp

)
FpTLpT(M)

= −
[
Curl

(
Lp(M)F

p
)]
FpT + α(M)LpT(M) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (A.28)

(A.28)1 2 GN (2.116)
(A.28) 1

−
{[
Curl

(
Lp(M)F

p
)]
FpT

}
αβ
= −eKIJ

(
Lp(M)αγF

p
γJ

)
, I
F pβK
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= −eKIJLp(M)αγ, δF pδIF pγJF pβK − eKIJLp(M)αγF pγJ, IF pβK
= −JpeβδγLp(M)αγ, δ − eKIJLp(M)αγF pγJ, IF pβK
= −eβδγLp(M)αγ, δ + Lp(M)αγαγβ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (A.29)

(A.28) (A.29)

•
α(M) = Lp(M)α(M) + α(M)L

pT
(M) − curl(M)Lp(M) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (A.30)

(A.30) 1 2

•
α(M) − Lp(M)α(M) − α(M)LpT(M) = −curl(M)Lp(M) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (A.31)

2 A
�

A ≡ •
A − LA − ALT . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (A.32)

Oldroyd upper-convected (80)

(A.31) Lp(M) α(M) Oldroyd

�
α(M) ≡ •

α(M) − Lp(M)α(M) − α(M)LpT(M) = −curl(M)Lp(M) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (A.33)

A.6 GN

1 β(M) GN Z(M) (2.123) (2.133)

Z(M) =
�
α(M) =

•
α(M) − Lp(M)α(M) − α(M)LpT(M) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (A.34)

1 (A.19)

•
α(M) =

(
J eF∗−1αF∗−T

)•
=

•
J eF∗−1αF∗−T + J e

•
F∗−1αF∗−T + J eF∗−1 •

αF∗−T + J eF∗−1α
•
F∗−T

= J eF∗−1
[ •
α − Leα − αLeT +

(
tr L

)
α
]
F∗−T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (A.35)

(2.13)
•
J e =

•
J = J tr L = J e tr L (2.41) Le =

•
F∗F∗−1 = −F∗ •

F∗−1
•
F∗−1 = −F∗−1Le (A.34) 2 3 (2.44)2 (A.19)

Lp(M)α(M) =
(
F∗−1LpF∗

)(
J eF∗−1αF∗−T

)
= J eF∗−1LpαF∗−T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (A.36)

α(M)LpT(M) =
(
J eF∗−1αF∗−T

)(
F∗−1LpF∗

)
T = J eF∗−1αLpTF∗−T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (A.37)
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(A.35) (A.37) (A.34)

Z(M) = J eF∗−1
[ •
α − Leα − αLeT +

(
tr L

)
α − Lpα − αLpT

]
F∗−T

= J eF∗−1
[ •
α − Lα − αLT +

(
tr L

)
α
]
F∗−T = J eF∗−1 �αF∗−T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (A.38)

�
α =

•
α − Lα − αLT +

(
tr L

)
α . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (A.39)

GN Truesdell (103) GN
Z ≡ �
α GN α (A.19)

Z = J e−1F∗Z(M)F∗T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (A.40)

1 GN (2.132)
(2.132) (2.102) (2.130)

Z(M) =
∑
α

[
b̃(α)

•
ρ(α)
G(s)

(
F∗−1s(α)

)
⊗

(
F∗−1s(α)

)
+ b̃(α)

•
ρ(α)
G(e)

(
F∗−1s(α)

)
⊗

(
F∗−1 t(α)

)]

= J eF∗−1
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣∑
α

(
J e−1b̃(α)

•
ρ(α)
G(s)s

(α) ⊗ s(α) + J e−1b̃(α) •ρ(α)G(e)s(α) ⊗ t(α)
)⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦ F∗−T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (A.41)

(A.40) Z

Z =
∑
α

(
J e−1b̃(α)

•
ρ(α)
G(s)s

(α) ⊗ s(α) + J e−1b̃(α) •ρ(α)G(e)s(α) ⊗ t(α)
)
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (A.42)

(A.34) 1 (A.19)

•
α(M) =

(
J eÛe−1α(m)Ûe−T

)•
=

•
J eÛe−1α(m)Ûe−T + J e

•
Û−1α(m)Ûe−T + J eÛe−1

•
α(m)Ûe−T + J eÛe−1α(m)

•
Ûe−T

= J eÛe−1
[ •
α(m) − De(m)α(m) − α(m)DeT(m) +

(
tr L

)
α(m)

]
Ûe−T

= J eÛe−1
[ •
α(m) − Le(m)Sα(m) − α(m)LeT(m)S +

(
tr L

)
α(m)

]
Ûe−T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (A.43)

(2.56) De(m) =
•
ÛeÛe−1 = −Ûe

•
Ûe−1

•
Ûe−1 = −Ûe−1De(m)

(A.34) 2 3

Lp(M)α(M) =
(
Ûe−1Lp(m)Û

e
)(
J eÛe−1α(m)Ûe−T

)
= J eÛe−1Lp(m)α(m)Û

e−T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (A.44)

α(M)LpT(M) =
(
J eÛe−1α(m)Ûe−T

)(
Ûe−1Lp(m)Û

e
)
T = J eÛe−1α(m)LpT(m)Û

e−T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (A.45)
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(A.43) (A.45) (A.34)

Z(M) = J eÛe−1
[ •
α(m) − Le(m)Sα(m) − α(m)LeT(m)S +

(
tr L

)
α(m) − Lp(m)α(m) − α(m)LpT(m)

]
Ûe−T

= J eÛe−1
[ •
α(m) −

(
Le(m)S + L

p
(m)

)
α(m) − α(m)

(
Le(m)S + L

p
(m)

)
T +

(
tr L

)
α(m)

]
Ûe−T

= J eÛe−1
[ •
α(m) − L̀(m)α(m) − α(m) L̀T(m) +

(
tr L

)
α(m)

]
Ûe−T = J eÛe−1 �̀α(m)Ûe−T . . . . . . . . . . . . . . . . . (A.46)

L̀(m) ≡ Le(m)S + Lp(m) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (A.47)

�̀
α(m) ≡ •

α(m) − L̀(m)α(m) − α(m) L̀T(m) +
(
tr L

)
α(m) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (A.48)

2 GN Z(m) ≡ �̀
α(m)

1 2 GN α (A.19)

Z(m) = J e−1ÛeZ(M)ÛeT . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (A.49)

1

Z(m) =
∑
α

(
J e−1b̃(α)

•
ρ(α)
G(s)s

(α)
(m) ⊗ s(α)(m) + J e−1b̃(α)

•
ρ(α)
G(e)s

(α)
(m) ⊗ t(α)(m)

)
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (A.50)

A.7 SS

Orowan (71)

γ = ρmb̃x . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (A.51)

γ ρm b̃ Burgers x A.1

(α) A.1
n x

γ =
nb̃
H
x
W
=
nb̃Dx
V

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (A.52)

V V = HWD (A.52)
(A.52) nDx

A (A.52)

γ =
b̃A
V
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (A.53)
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D

H

W

1
2

n

Fig. A.1 Plastic deformation by dislocation glide.

2.10 (A.53) dγ

dγ =
b̃
V
dA =

b̃
V
(d · κd · dN) = b̃κd2 · dn . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (A.54)

d κ dN
dn dn ≡ dN/V [ /m3]

2.10
d ρm 2.10

d ρm(s) d ρm(e)

d ρm(s) =
2d
V
dN = 2d · dn . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (A.55)

d ρm(e) =
2κd
V
dN = 2κd · dn . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (A.56)

(A.54) dn = dγ/(b̃κd2) (A.55) (A.56)

d ρm(s) =
2
b̃κd

dγ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (A.57)

d ρm(e) =
2
b̃d
dγ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (A.58)

d ρm = d ρm(s) + d ρm(e) =
2
b̃d
1 + κ
κ
dγ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (A.59)

L 2.10

L =
1
2

(
d
2
+
κd
2

)
=
(1 + κ)d
4

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (A.60)

d = 4L/(1 + κ) (A.59)

d ρm =
(1 + κ)2

2κ
1
b̃L
dγ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (A.61)
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Δt t = 0 t = Δt
d ρm

d ρim (A.61)

d ρim =
(1 + κ)2

2κ
1
b̃L
dγ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (A.62)

•
ρim =

(1 + κ)2

2κ
1
b̃L

•
γ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (A.63)

(A.63)

•
ρim =

(1 + κ)2

2κ
1
b̃L

∣∣∣ •γ∣∣∣ = c
b̃L

∣∣∣ •γ∣∣∣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (A.64)
c ≡ (1 + κ)2/(2κ) (A.64)

(A.64) SS

•
ρS ≡ c

b̃L

∣∣∣ •γ∣∣∣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (A.65)
2.10 d κ

κ = 1 c = 2 LPSO
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4

B.1

(4.4) (4.9) 21
2 Voigt Ce

[
Ce

]
=

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

C e11 C e12 C e13 C e14 C e15 C e16
C e22 C e23 C e24 C e25 C e26

C e33 C e34 C e35 C e36
C e44 C e45 C e46

Sym. C e55 C e56
C e66

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (B.1)

5 (108)

[
Ce

]
=

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

C e11 C e12 C e13 0 0 0
C e11 C e13 0 0 0

C e33 0 0 0
C e44 0 0

Sym. C e44 0
C e11 −C e12

2

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (B.2)

C e11 C e12 C e13 C e33 C e44 xyz
Voigt B.1 HCP

c z

TableB.1 Relationship between Cartesian components and Voigt notation.

Cartesian components xx yy zz yz, zy zx, xz xy, yx
Voigt notation 1 2 3 4 5 6
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B.2

(4.16)
•
ξ(α)(m) = λb̃

(α)
( •
ρ(α)
G(s) t

(α)
(m) −

•
ρ(α)
G(e)s

(α)
(m)

)
+ λb̃(α)

(
ρ(α)G(s)

•
t(α)(m) − ρ(α)G(e)

•s(α)(m)
)
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (B.3)

λ (3.21)

•
ξ(α)(m) =

(
R∗Tξ(α)

)•
=

•
R∗Tξ(α) + R∗T

•
ξ(α) = R∗T


̌
ξ(α) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (B.4)

(2.16) (2.102) (2.130) 2 β(m)

s(α)(m) t(α)(m)
•s(α)(m) =

(
R∗Ts(α)

)•
= R∗T

( •s(α) −W∗s(α)
)
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (B.5)

•
t(α)(m) =

(
R∗T t(α)

)•
= R∗T

( •
t(α) −W∗ t(α)

)
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (B.6)

(2.102) (2.130) (B.4) (B.6) (B.3) R∗

push-forward


̌
ξ(α) = λb̃(α)

( •
ρ(α)
G(s) t

(α) − •
ρ(α)
G(e)s

(α)
)
+ λb̃(α)

[
ρ(α)G(s)

( •
t(α) −W∗ t(α)

)
− ρ(α)G(e)

( •s(α) −W∗s(α)
)]
. . . . . . . . . . . . . . . . (B.7)

s(α) t(α)

•s(α) =W∗s(α) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (B.8)
•
t(α) =W∗ t(α) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (B.9)

(109)(110) (B.7)


̌
ξ(α) = λb̃(α)

( •
ρ(α)
G(s) t

(α) − •
ρ(α)
G(e)s

(α)
)
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (B.10)

B.3

B.1 x3
(87)(71)

For screw dislocation :
[
σ(α)d(s)

]
=
μb̃(α)

2π

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 0 − x2
x21 + x

2
2

0 0
x1

x21 + x
2
2

− x2
x21 + x

2
2

x1
x21 + x

2
2

0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (B.11)
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(a) Screw dislocation (b) Edge dislocation

x1

x2

x3

x1

x2

x3

Fig. B.1 Volterra dislocations.

For edge dislocation :
[
σ(α)d(e)

]
=

μb̃(α)

2π (1 − ν)

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

−
x2

(
3x21 + x

2
2

)
(
x21 + x

2
2

)2 x1
(
x21 − x22

)
(
x21 + x

2
2

)2 0

x1
(
x21 − x22

)
(
x21 + x

2
2

)2 x2
(
x21 − x22

)
(
x21 + x

2
2

)2 0

0 0 − 2νx2
x21 + x

2
2

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
. . . . . . . (B.12)

μ ν (B.11)
(B.12) (x1, x2)

(x1, x2) x3 (B.11) (B.12)

x3

ρ(α)G (x1, x2) � ρ(α)G

∣∣∣
0 +

∂ ρ(α)G
∂ x1

∣∣∣∣∣∣∣
0

x1 +
∂ ρ(α)G
∂ x2

∣∣∣∣∣∣∣
0

x2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (B.13)

(•)|0 x3
x1x2 (B.13)

x3 β(I)

(x1 = r cosθ, x2 = r sinθ, x3 = x3) (B.13)

ρ(α)G (x1, x2) � ρ(α)G

∣∣∣
0 +

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝cosθ∂ ρ(α)G∂ r − sinθ
r

∂ ρ(α)G
∂ θ

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠
∣∣∣∣∣∣∣
0

r cosθ +
⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝sinθ∂ ρ(α)G∂ r + cosθr ∂ ρ(α)G

∂ θ

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠
∣∣∣∣∣∣∣
0

r sinθ . . . . . . . (B.14)

r

σ(α)IJ =

∫ r

0

∫ 2π

0
σ(α)d IJ ρ

(α)
G r dθ dr . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (B.15)
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(B.14) (B.15) σ(α)(s)13 (B.11) σ(α)d(s)13

(−1)

σ(α)(s)13 =

∫ r

0

∫ 2π

0
σ(α)d(s)13ρ

(α)
G(s)r dθdr

�
∫ r

0

∫ 2π

0

μb̃(α)

2π
sinθ
r

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣ρ(α)G(s)∣∣∣∣0 +
⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝cosθ∂ ρ(α)G(s)∂ r

− sinθ
r

∂ ρ(α)G(s)

∂ θ

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
∣∣∣∣∣∣∣
0

r cosθ

+

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝sinθ∂ ρ(α)G(s)∂ r
+
cosθ
r

∂ ρ(α)G(s)

∂ θ

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
∣∣∣∣∣∣∣
0

r sinθ

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦ r dθdr
=
μb̃(α)r2

4
∂ ρ(α)G(s)

∂ x2

∣∣∣∣∣∣∣
0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (B.16)

σ(α)(s) σ(α)(e)
x1x2x3

For screw dislocation :
[
σ(α)(s)

]
=
μb̃(α)r2

4

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 0
∂ ρ(α)G(s)

∂ x2

∣∣∣∣∣∣∣
0

0 0 −
∂ ρ(α)G(s)

∂ x1

∣∣∣∣∣∣∣
0

∂ ρ(α)G(s)

∂ x2

∣∣∣∣∣∣∣
0

−
∂ ρ(α)G(s)

∂ x1

∣∣∣∣∣∣∣
0

0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
. . . . . . . . . . . . . . . . (B.17)

For edge dislocation :
[
σ(α)(e)

]
=

μb̃(α)r2

8 (1 − ν)

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

3
∂ ρ(α)G(e)

∂ x2

∣∣∣∣∣∣∣
0

−
∂ ρ(α)G(e)

∂ x1

∣∣∣∣∣∣∣
0

0

−
∂ ρ(α)G(e)

∂ x1

∣∣∣∣∣∣∣
0

∂ ρ(α)G(e)

∂ x2

∣∣∣∣∣∣∣
0

0

0 0 4ν
∂ ρ(α)G(e)

∂ x2

∣∣∣∣∣∣∣
0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
. . . . . . . . . . . . (B.18)

(B.17) (B.18) xyz

For screw dislocation :

σ(α)(s) =
μb̃(α)r2

4

[
−

(
∇(I) ρ(α)G(s)

∣∣∣∣
0
· m(α)(M)

) (
s(α)(M) ⊗ t(α)(M)

)
−

(
∇(I) ρ(α)G(s)

∣∣∣∣
0
· m(α)(M)

) (
t(α)(M) ⊗ s(α)(M)

)
+

(
∇(I) ρ(α)G(s)

∣∣∣∣
0
· t(α)(M)

) (
s(α)(M) ⊗ m(α)(M)

)
+

(
∇(I) ρ(α)G(s)

∣∣∣∣
0
· t(α)(M)

) (
m(α)(M) ⊗ s(α)(M)

)]
. . . . . . . . . . . . . (B.19)

For edge dislocation :

σ(α)(e) =
μb̃(α)r2

8 (1 − ν)
[
3
(
∇(I) ρ(α)G(e)

∣∣∣∣
0
· m(α)(M)

) (
s(α)(M) ⊗ s(α)(M)

)
+

(
∇(I) ρ(α)G(e)

∣∣∣∣
0
· m(α)(M)

) (
m(α)(M) ⊗ m(α)(M)

)
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+ 4ν
(
∇(I) ρ(α)G(e)

∣∣∣∣
0
· m(α)(M)

) (
t(α)(M) ⊗ t(α)(M)

)
−

(
∇(I) ρ(α)G(e)

∣∣∣∣
0
· s(α)(M)

) (
s(α)(M) ⊗ m(α)(M)

)
−

(
∇(I) ρ(α)G(e)

∣∣∣∣
0
· s(α)(M)

) (
m(α)(M) ⊗ s(α)(M)

)]
. . . . . . . . (B.20)

β(I)

Bayley (112) Tb(I)
(B.19) (B.20)

Tb(I) ≡ − (
σ(s) + σ(e)

)
= −

∑
α

(
σ(α)(s) + σ

(α)
(e)

)
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (B.21)

τ(α)b (B.21) Tb(I) α

τ(α)b = Tb(I) ·
(
s(α)(M) ⊗ m(α)(M)

)
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (B.22)

Bayley (112) τ(α)b α

Bayley (112)

”Full internal stress f ormulation”
Evers (111) α τ(α)b

(B.19) 3 (B.20) 4
τ(α)b

τ(α)b ≡
[
−

(
σ(α)(s)32 + σ

(α)
(e)12

) (
s(α)(M) ⊗ m(α)(M)

)]
·
(
s(α)(M) ⊗ m(α)(M)

)
= −

[
μb̃(α)r2

4

(
∇(I) ρ(α)G(s)

∣∣∣∣
0
· t(α)(M)

)
− μb̃(α)r2

8 (1 − ν)
(
∇(I) ρ(α)G(e)

∣∣∣∣
0
· s(α)(M)

)] (
s(α)(M) ⊗ m(α)(M)

)
·
(
s(α)(M) ⊗ m(α)(M)

)
= −μb̃

(α)r2

4

[(
∇(I) ρ(α)G(s)

∣∣∣∣
0
· t(α)(M)

)
− 1
2 (1 − ν)

(
∇(I) ρ(α)G(e)

∣∣∣∣
0
· s(α)(M)

)]
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (B.23)

Evers (111) τ(α)b

Bayley (112) ”S el f − internal back stress f ormulation” 4.2
r
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C

6

C.1 (1)

FEM (5.18) (5.25)
Kuroda-Tvergaard(139) Kuroda(140)

(5.18) (5.25)
∫

V

[ ◦
T − (DT + TD) + LT

]
· L̆ dv =

∮
S

•
(n)
t · �̆ da . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (C.1)

∫
V

•
ρ(α)
G(s) ρ̆ dv = −

1
b̃(α)

∫
V

(
grad ρ̆ · t(α)

) •
γ(α) dv − 1

b̃(α)

∫
V
ρ̆
(
div t(α)

) •
γ(α) dv +

1
b̃(α)

∮
S
ρ̆
(
n · t(α)

) •
γ(α) da

∫
V

•
ρ(α)
G(e) ρ̆ dv =

1
b̃(α)

∫
V

(
grad ρ̆ · s(α)

) •
γ(α) dv +

1
b̃(α)

∫
V
ρ̆
(
div s(α)

) •
γ(α) dv − 1

b̃(α)

∮
S
ρ̆
(
n · s(α)

) •
γ(α) da

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭ (C.2)
(C.1) – FEM (6.44)

(6.66) (6.70)[
K Evv

]{
�nd

}
=

{ •
f Ev nd

}
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (C.3)

(C.2) Kuroda-Tvergaard(139) Kuroda(140) 2

[
K Eρ

]{ •
ρ(α)nd

}
=

{ •g(α) E
ρ nd

}
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (C.4)

α GN{ •
ρ(α)

}
≡

{ •
ρ(α)
G(e)

•
ρ(α)
G(s)

}
T =

[
Nρ

]{ •
ρ(α)
nd

}
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (C.5){ •

ρ(α)nd

}
≡

{ •
ρ(α)
G(e)

1 •
ρ(α)
G(s)

1 •
ρ(α)
G(e)

2 •
ρ(α)
G(s)

2 · · · •
ρ(α)
G(e)

nnd
•
ρ(α)
G(e)

nnd
}
T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (C.6)

[
Nρ

]
≡

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣ N1 0 N2 0 · · · Nnnd 0
0 N1 0 N2 · · · 0 Nnnd

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (C.7)
(C.4)[

K Eρ
]
≡

∫
V

[
Nρ

]
T
[
Nρ

]
dv . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (C.8)
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{ •g(α) E
ρ nd

}
≡

∫
V

[
Bρ

]
T
{ •
p(α)ρ

}
dv +

∫
V

[
Nρ

]
T
{ •
q(α)ρ

}
dv +

∮
S

[
Nρ

]
T
{ •
n(α)ρ

}
da . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (C.9)

[
Bρ

]
≡

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

∂N1

∂x
0

∂N2

∂x
0 · · · ∂Nnnd

∂x
0

∂N1

∂y
0

∂N2

∂y
0 · · · ∂Nnnd

∂y
0

∂N1

∂z
0

∂N2

∂z
0 · · · ∂Nnnd

∂z
0

0
∂N1

∂x
0

∂N2

∂x
· · · 0

∂Nnnd
∂x

0
∂N1

∂y
0

∂N2

∂y
· · · 0

∂Nnnd
∂y

0
∂N1

∂z
0

∂N2

∂z
· · · 0

∂Nnnd
∂z

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (C.10)

{ •
p(α)ρ

}
≡

•
γ(α)

b̃(α)
{
s(α)x s(α)y s(α)z −t(α)x −t(α)y −t(α)z

}
T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (C.11)

{ •
q(α)ρ

}
≡

•
γ(α)

b̃(α)
{
div s(α) −div t(α)

}
T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (C.12)

{ •
n(α)ρ

}
≡

•
γ(α)

b̃(α)
{
−

(
n · s(α)

) (
n · t(α)

) }
T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (C.13)

(C.11) s(α) t(α) xyz
6
(6.72) (C.3) (C.3)
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]{
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}
=

{
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}
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (C.14)[
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(C.15)
{
ΔgEρ nd

}
(C.9) (C.13)

•
γ(α) → Δγ(α)

(C.14) (C.15)

[
Kvv

]{
Δu

}
=

{
Δ f v

}
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (C.16)[

Kρ
]{
Δρ(α)

}
=

{
Δg(α)ρ

}
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (C.17)

2 FEM (C.16) (C.17)
(4.31)
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•
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G(e)

•
ρ(α)
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