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「三田学会雑誌」108巻 3号（2015年 10月）

Local risk-minimizationに対する
　具体的表現の導出と数値計算法について　（1）

新井拓児∗

Explicit Representations for Local Risk-minimization and
its Numerical Analysis

Takuji Arai
∗

Abstract: We consider incomplete market models whose asset price is given by a solution

to a stochastic differential equation driven by a Lévy process. Our aim is to obtain explicit

representations for local risk-minimization, which is one of representative hedging methods

for incomplete markets. Moreover, adding some calculations, we induce integral expressions

to which we can apply a numerical scheme based on the fast Fourier transform.

1 序

非完備市場における条件付き請求権の価格付け及び最適ヘッジ戦略は，ファイナンス理論におけ

る最重要トピックの一つである。市場が完備であるとは，すべての条件付き請求権に対して完全複

∗ 慶應義塾大学経済学部
Faculty of Economics, Keio University

（1） 本稿では，可能な限り日本語で表記することに努めるが，日本語の定訳がない用語はそのまま英語
表記を用いる。また，定訳があっても，必要であれば本文中に初めて登場したときに限り英語表記を
併記し，読者が英文の参考文献でも意味を辿れるようにする。尚，数式内においては日本語表記を行
うと不自然かつ分かりにくくなるので，英語表記で統一する。さらに，確率過程論や確率解析に関す
る用語を無定義で使用している箇所がある。そのような用語については，例えば，Protter [7]を参照
されたい。
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製戦略が存在する市場であり，一般に取引費用などが存在しない摩擦のない市場である。この場合，

条件付き請求権の価格はその複製戦略の初期費用によって与えられる。尚，無裁定条件を満たす完

備市場では，資産価格過程をマルチンゲール（martingale）にする測度，同値マルチンゲール測度

が唯一つ存在し，その測度の下での条件付き請求権の期待値が価格を与える。一方，非完備市場で

は条件付き請求権に対する複製戦略が存在せず，同値マルチンゲール測度は無限個存在するため，

無裁定条件下での価格は一意に定まらない。そこで，何らかの意味で最適なヘッジ戦略を考え，そ

の初期費用を価格と見なす。本稿では，危険資産価格がジャンプ型確率過程，とりわけレヴィ過程

（Lévy process）によって駆動される確率微分方程式の解で記述される非完備市場モデルを対象に，

最適ヘッジ戦略として local risk-minimization（以下，LRM）を考える。LRMは，非完備市場の

最適ヘッジ戦略としてはもっとも代表的なものであり，30年近い歴史を持つ。そのため，LRMの

数学的特性は非常によく研究されている。しかし一方，その具体的な計算方法に関する研究成果は

殆ど得られていない。そこで本稿では，レヴィ過程に対するマリアヴァン解析（Malliavin calculus）

を用いて，マリアヴァン微分の条件付き期待値を含む形で LRMを表現する。特に，条件付き請求

権の代表例としてコールオプションを考え，そのマリアヴァン微分を計算する。これにより，コー

ルオプションに対する LRMの明示的表現が得られる。ただし，この表現のままでは直接的に数値

計算を行うことは不可能なので，高速フーリエ変換（fast Fourier transform）を用いた数値計算が

可能となるよう，さらなる表現の変形を行う。

本稿の構成は以下の通りである。まず，2節においてモデルを記述する。LRMの定義と意味につ

いては 3節で述べる。4節では，マリアヴァン微分を含んだ LRMの表現を紹介する。さらに，コー

ルオプションのマリアヴァン微分の計算を詳細に述べる。尚，4節の結果は Arai and Suzuki [2]に

依るものである。続いて 5節では，高速フーリエ変換による数値計算が可能となる形にまで LRM

の表現を展開する。この結果は，Arai, Imai and Suzuki [1]に依るものである。

2 数学的設定

本稿では，一つの安全資産と一つの危険資産からなる非完備市場モデルを考える。尚，T > 0を

市場の満期とする。簡単のため，金利を 0，すなわち，安全資産の価格は常に 1であるとする。危

険資産価格は，以下の確率微分方程式の解 St で
（2）

記述される:

dSt = St−

»

αtdt + βtdWt +

Z

R0

γt,z
eN(dt, dz)

–

, S0 > 0. （1）

ここで，Wt は 1 次元ブラウン運動，N(dt, dz) は Poisson random measure， eN(dt, dz) はその

（2） 本稿を通して，確率過程はすべて時間区間 [0, T ]上に定義されるものである。また，本来は {St}t∈[0,T ]

などと記述するべきであるが，特に混乱を招く恐れがない限り St または S と略記する。
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compensated random measureである。つまり，N のレヴィ測度（Lévy measure）を ν と書くと，
eN(dt, dz) = N(dt, dz)− ν(dz)dtである。さらに，R0 = R \ {0}であり，αt, βt, γt,z は可予測過程

とする。ただし，γの定義域は [0, T ]×R0であり，従って，A× (s, u]×B, A ∈ Fs, 0 ≤ s < u ≤ T ,

B ∈ B(R0) によって生成される σ-加法族に関する確率過程であることに注意する。尚，本稿におけ

る確率論的議論は，完備確率空間 (Ω,F , P)とフィルトレーション F = {Ft}t∈[0,T ] の
（3）

上で行われる

ものとする。本稿を通して，以下を仮定する:

仮定 1 1. （1）は解 Sを持ち，Sは special semimartingaleであり，その canonical decomposition

S = S0 + M + Aは以下の 3つの条件を満たす:

(a)
‚

‚

‚

‚

[M ]
1/2
T +

Z T

0

|dAt|
‚

‚

‚

‚

L2(P)

< ∞.

ただし，dMt = St−(βtdWt +
R

R0
γt,z

eN(dt, dz)) であり，dAt = St−αtdtである。

(b) 確率過程 λt を λt :=
αt

St−(β2
t +

R

R0
γ2

t,zν(dz))
と定義すれば，A =

R

λd〈M〉が成立する。

(c) Kt :=
R t

0 λ2
sd〈M〉s として可予測過程Kt を定義すれば，KT は P-a.s.で有限である。

この条件 (a)–(c)を structure conditionと呼ぶ。この structure conditionは無裁定条件と深い

関わりを持つ。詳しくは，Schweizer [8]，[9]を参照されたい。

2. γt,z > −1, (t, z, ω)-a.e., つまり，E
h

R T

0

R

R0
1{γt,z≤−1}ν(dz)dt

i

= 0である。尚，この条件は S

の正値性，すなわち，任意の t ∈ [0, T ]に対して St > 0となることを保証している。

3 Local risk-minimization

LRM は 30 年近く前に Föllmer and Sondermann [6] によって提唱された。その後，Martin

Schweizerらを中心に多くの研究がなされた。詳しくは，[8]，[9]を参照されたい。

ヘッジの対象となる条件付き請求権を 2乗可積分確率変数 F ∈ L2(P) で与える。1節でも述べた

が，完備市場においては完全複製戦略が存在する。このことを数学的に記述すると，任意のF ∈ L2(P)

に対して，ある c ∈ Rと可予測過程 ξ が存在し，

F = c +

Z T

0

ξtdSt （2）

（3） Fは usual conditionを満たすものとする。つまり，右連続でF0はすべての P-零集合を含む trivial

な σ-加法族とする。
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を満たすことである。cは初期費用であり F の価格を与える。さらに複製戦略は，途中で資金の出

し入れを行わない self-financingで
（4）

あることに注意したい。非完備市場では（2）を満たす cと ξの

組は存在するとは限らないが，何らかの意味でもっとも近いものを構成できれば，それを最適ヘッ

ジ戦略と見なしてよいであろう。例えば，（2）の右辺と左辺の差の 2乗平均を最小化する方法があ

る。つまり，

min
c,ξ

E

"

˛

˛

˛

˛

F − c −
Z T

0

ξtdSt

˛

˛

˛

˛

2
#

である。この最適ヘッジ戦略をmean-variance hedgingと呼ぶ。Mean-variance hedgingでは，条

件付き請求権を複製することはできないが，self-financingな戦略の中で最適化を行っている。一方，

途中で資金の出し入れを行いながらでも完全複製を行い，この追加資金をコントロールして最適化

を行う方法もある。特に，mean-variance hedgingと同様に L2-空間の枠組みで最適化を行う方法

として risk-minimizationがある。もう少し詳しく論じよう。

時刻 tにおける投資家の安全資産の保有量を ηt, 危険資産の保有量を ξt と記述すると，投資家の

富は Vt = ηt + ξtSt で与えられる。この ηと ξ をペアにして ϕと書き，戦略と呼ぶ。また，時刻 t

までに投入した累積追加資金を Ct と書くと，

Ct = Vt −
Z t

0

ξsdSs

が成立する。何故ならば，右辺第 2項は危険資産へ投資することにより得られた利得を表している

からである。C0 は初期費用であることに注意しよう。Ct を用いて条件付き請求権 F を完全複製す

るので，F = VT = CT +
R T

0 ξsdSs が成り立つように Ct をとる。Ct のとり方は戦略 ϕによるの

で，以後 Ct(ϕ)と記述する。このとき，

Rt(ϕ) := E
h

(CT (ϕ) − Ct(ϕ))2
˛

˛

˛

Ft

i

と定義し，これを戦略 ϕのリスク過程と呼ぶ。雑にいえば，risk-minimizationとは，あらゆる戦略

の中でそのリスク過程が最小になるものをいう。つまり，任意の複製戦略 eϕに対して，

Rt(ϕ) ≤ Rt( eϕ) P-a.s. for every t ∈ [0, T ]

を満たす戦略のことである。

以上が risk-minimizationの定義であるが，実は資産価格過程Sが semimartingaleである場合には，

risk-minimizationは存在するとは限らない。そこで，Schweizerはその定義を改良し，semimartingale

の場合でも利用可能な LRMを提唱した。
（5）

詳細は述べないが，彼が与えた LRMの定義は非常に複

（4） self-financingには自己資金調達的などの訳語があるが，文献によって様々な訳語が使われており
まだ定訳は存在しない。

（5） LRMのファイナンス的意味は risk-minimizationとほぼ同じであるので，上記の risk-minimization

の定義は，LRMを理解するための手助けになるであろう。
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雑である。一方，LRMを数学的に定義し直すことは可能である。[9]の Theorem 1.6は LRMの必

要十分条件を与えたものであり，本稿ではこの必要十分条件を LRMの定義と見なすこととする。

定義 2 1. ΘS は，以下の条件を満たす R-値可予測過程 ξ の集合とする：

E
»

Z T

0

ξ2
t d〈M〉t+ (

Z T

0

|ξtdAt|)2
–

< ∞.

2. ξ ∈ ΘS と適合過程 η の組 ϕ = (ξ, η)が L2-戦略であるとは，V (ϕ) := ξS + η が右連続過程で

あり，任意の t ∈ [0, T ]に対して E[V 2
t (ϕ)] < ∞であるときにいう。ここで，ξt と ηt は，それ

ぞれ危険資産と安全資産の時刻 tにおける投資家の保有量を表す。

3. F ∈ L2(P)に対して，確率過程 CF (ϕ)を CF
t (ϕ) := F1{t=T} + Vt(ϕ) −

R t

0
ξsdSs により定義

し，ϕ = (ξ, η)の F に対するコスト過程と呼ぶ。

4. L2-戦略 ϕが F に対する LRMであるとは，VT (ϕ) = 0であり，CF (ϕ)がM と直交するマル

チンゲール，つまり，[CF (ϕ), M ]が一様可積分マルチンゲールであるときにいう。

これより先，LRMの表現の導出について述べる。そのために，Föllmer-Schweizer分解（以下，

FS分解）を定義しよう。

定義 3 F ∈ L2(P)が FS分解を持つとは，F が

F = F0 +

Z T

0

ξF
t dSt + LF

T （3）

と表現されるときにいう。ここで，F0 ∈ R, ξF ∈ ΘS であり，LF は，LF
0 = 0であるM と直交す

る 2乗可積分マルチンゲールである。

以下は [9]の Proposition 5.2である。

命題 4 仮定 1の下，F に対する LRM ϕ = (ξ, η)が存在することと，F が FS分解を持つことは

同値である。そのとき，LRMと FS分解は以下の対応関係を持つ:

ξt = ξF
t , ηt = F0 +

Z t

0

ξF
s dSs + LF

t − F1{t=T} − ξF
t St.

この結果より，LRMの表現を得るためには，（3）における ξF の表現を得れば十分である。命題 4よ

り，FS分解における ξF が求まれば，ηは自動的に決まることから，これ以降，ξF を LRMそのもの

と見なす。ξF を導出するために，確率過程 Z := E(−
R

λdM)を考える。尚，E(Y )は Y の指数マ

ルチンゲール（exponential martingale）である。つまり，Z は確率微分方程式 dZt = −λtZt−dMt

の解である。仮定 1に加え，以下を仮定する:

仮定 5 Z は正値 2乗可積分マルチンゲールであり，ZT F ∈ L2(P)を満たす。
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マルチンゲール測度（martingale measure）P∗ ∼ Pがminimalであるとは，条件「M に直交する任

意の 2乗可積分 P-マルチンゲールは P∗ の下でもマルチンゲールである」を満たすときにいう。以

後，minimalマルチンゲール測度をMMMと
（6）

呼ぶ。以下の補題を証明なしで紹介する。

補題 6 仮定 1の下，Z が正値 2乗可積分マルチンゲールであるならば，MMM P∗が存在し dP∗ =

ZT dPを満たす。

例 7 仮定 1が満たされ，Z が正値 2乗可積分マルチンゲールとなるモデルの枠組みを一つ紹介す

る。唐突だが，以下の 3つの条件を考える:

1. γt,z > −1, (t, z, ω)-a.e.

2. ある C > 0に対して supt∈[0,T ](|αt| + β2
t +

R

R0
γ2

t,zν(dz)) < C.

3. ある正数 ε > 0が存在し

αtγt,z

β2
t +

R

R0
γ2

t,zν(dz)
< 1 − ε と β2

t +

Z

R0

γ2
t,zν(dz) > ε, (t, z, ω)-a.e.

を満たす。

上記の条件 2は，Situ [10]のTheorem 117と併せて，（1）の解 Sが唯一つ存在し，supt∈[0,T ] |St| ∈

L2(P)を満たすことを保証している。仮定 1の最初の条件は以下のようにして確かめられる。まず，
‚

‚

‚

‚

Z T

0

|dAt|
‚

‚

‚

‚

2

L2(P)

≤ C2T 2E

"

sup
t∈[0,T ]

|St|2
#

< ∞

が成立する。次に，Burkholder-Davis-Gundyの不等式により，ある定数 C > 0が存在して

E[[M ]T ] ≤ CE

"

sup
t∈[0,T ]

|Mt|2
#

≤ C

(

E

"

sup
t∈[0,T ]

|St|2
#

+ |S0|2 + E

"

sup
t∈[0,T ]

|At|2
#)

< ∞

を満たす。以上より，仮定 1は満たされる。一方，上記の条件 3は Z の正値性を保証している. 細

かな議論は省くが，上記の条件 2と条件 3から，Z が 2乗可積分マルチンゲールであることも示さ

れる。補題 6から，MMMは存在し，ZT がその密度を与える。

（6） minimal martingale measureの頭文字をとった。
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4 Local risk-minimizationの表現

本節では，マリアヴァン解析を用いて条件付き請求権 F の LRM ξF の具体的表現について研究

した [2]の結果について紹介する。まず，マルチンゲールの表現定理を用いて LRMにアプローチ

する。

4.1 マルチンゲールの表現定理によるアプローチ

仮定 1及び仮定 5が成立しているものとしよう。P∗ をMMMとする，つまり dP∗ = ZT dPが成

立する。マルチンゲールの表現定理（例えば，Cont and Tankov [4] の Proposition 9.4）によれば，

可予測過程 g0
t と g1

t,z が存在し，

ZT F = EP∗ [F ] +

Z T

0

g0
t dWt +

Z T

0

Z

R0

g1
t,z

eN(dt, dz)

と表現される。これを伊藤の公式などを用いて変形すると

F = EP∗ [F ] +

Z T

0

g0
t + E[ZT F |Ft−]ut

Zt−
dW P∗

t

+

Z T

0

Z

R0

g1
t,z + E[ZT F |Ft−]θt,z

Zt−(1 − θt,z)
eNP∗

(dt, dz)

=: EP∗ [F ] +

Z T

0

h0
t dW P∗

t +

Z T

0

Z

R0

h1
t,z

eNP∗
(dt, dz)

を得る。ここで，ut := λtSt−βt, θt,z := λtSt−γt,z, dW P∗
t := dWt+utdt, eNP∗

(dt, dz) := eN(dt, dz)+

θt,zν(dz)dtである。Girsanovの定理より，W P∗ と eNP∗ はそれぞれ，P∗ の下でのブラウン運動と

compensated Poisson random measureである。加えて，

E
»

Z T

0



(h0
t )

2 +

Z

R0

(h1
t,z)

2ν(dz)

ff

dt

–

< ∞ （4）

を仮定する。新たな記号 i0t := h0
t − ξtSt−βt, i1t,z := h1

t,z − ξtSt−γt,z,

ξt :=
λt

αt
{h0

t βt +

Z

R0

h1
t,zγt,zν(dz)} （5）

を用いると，i0t βt +
R

R0
i1t,zγt,zν(dz) = 0，つまり i0t ut +

R

R0
i1t,zθt,zν(dz) = 0が成立することが分

かる。よって，

F − EP∗ [F ] −
Z T

0

ξtdSt =

Z T

0

i0t dW P∗

t +

Z T

0

Z

R0

i1t,z eNP∗
(dt, dz)

=

Z T

0

i0t dWt +

Z T

0

Z

R0

i1t,z eN(dt, dz)
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を得る。以下の補題から，LF
t := E[F − EP∗ [F ]−

R T

0
ξsdSs|Ft]がM に直交する 2乗可積分マルチ

ンゲールであり LF
0 = 0を満たすことが分かる。

補題 8 仮定 1，仮定 5と（4）の下，

E
»

Z T

0

(i0t )
2dt +

Z T

0

Z

R0

(i1t,z)
2ν(dz)dt

–

< ∞

が成立する。

証明 β2
t

β2
t +

R

R0
γ2

t,zν(dz)
と

R

R0
γ2

t,zν(dz)

β2
t +

R

R0
γ2

t,zν(dz)
は 1より小さいことに注意すると，

E
»

Z T

0

ξ2
t S2

t−β2
t dt

–

≤ 2E

2

6

4

Z T

0

β4
t (h0

t )
2 + β2

t

“

R

R0
h1

t,zγt,zν(dz)
”2

“

β2
t +

R

R0
γ2

t,zν(dz)
”2 dt

3

7

5

≤ 2E

2

6

4

Z T

0

β4
t (h0

t )
2 + β2

t

R

R0
(h1

t,z)
2ν(dz)

R

R0
γ2

t,xν(dz)
“

β2
t +

R

R0
γ2

t,zν(dz)
”2 dt

3

7

5

≤ 2E
»

Z T

0



(h0
t )

2 +

Z

R0

(h1
t,z)

2ν(dz)

ff

dt

–

< ∞

を得る。これと同じ議論により，E
h

R T

0

R

R0
ξ2

t S2
t−γ2

t,zν(dz)dt
i

< ∞ を示せる。（4）を併せると，補

題 8が従う。 ˜

以上の議論をまとめると以下の結論を得る。

定理 9 仮定 1, 仮定 5と（4）の下，ξF は（5）で定義された ξ により与えられる。

この定理において，LRM ξF の表現が緩い制約の中で得られた。しかし，（5）に現れる確率過程 h0

と h1はマルチンゲールの表現定理から導かれたものであるため，これらの明示的表現の導出や条件

（4）の確認を直接的に行うことは不可能である。この問題を解決するためにマリアヴァン解析を導

入する。以下，h0 と h1 の明示的表現を得ることを目指す。

4.2 マリアヴァン解析によるアプローチ

まず準備として，マリアヴァン解析に関する新たな用語や記号をいくつか紹介する。本稿では，

Solé et al. [11]やDelong and Imkeller [5]で扱われているマリアヴァン解析の枠組みを用いる。そ

こでは，基礎となるレヴィ過程X と，canonical Lévy spaceと呼ばれる特殊な構造を持った確率空

間の上にマリアヴァン解析を展開している。本稿では，canonical Lévy spaceの紹介は割愛する。

今，Xt := Wt +
R t

0

R

R0
z eN(ds, dz)とおく。確率過程X はレヴィ過程であることに注意する。

まず，[0, T ] × R上に 2つの測度 qと Qを定義する:
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q(E) :=

Z

E

δ0(dz)dt +

Z

E

z2ν(dz)dt,

Q(E) :=

Z

E

δ0(dz)dWt +

Z

E

z eN(dt, dz).

ただし，E ∈ B([0, T ] × R)であり，δ0 は 0における Dirac測度である。以下の条件を満たすノン

ランダム可
（7）

測関数 h : ([0, T ] × R)n → R の全体を L2
T,q,n によって表す:

‖h‖2
L2

T,q,n
:=

Z

([0,T ]×R)n

|h((t1, z1), · · · , (tn, zn))|2q(dt1, dz1) · · · q(tn, zn) < ∞.

さらに，n ∈ Nと h ∈ L2
T,q,n に対して

In(h) :=

Z

([0,T ]×R)n

h((t1, z1), · · · , (tn, zn))Q(dt1, dz1) · · ·Q(dtn, dzn)

と定義する。ただし，L2
T,q,0 := Rであり，h ∈ Rに対して I0(h) := hである。この設定の下，任意

の F ∈ L2(P)は，n個の組 (ti, zi), 1 ≤ i ≤ n に関して対称な関数 hn ∈ L2
T,q,n を用いて，

F =
∞

X

n=0

In(hn)

と表現される。これをカオス展開（chaos expansion）と呼ぶ。尚，カオス展開は一意性を持つ。さ

らに，E[F 2] =
P∞

n=0 n!‖hn‖2
L2

T,q,n
である。ここで，マリアヴァン微分を定義しよう。

定義 10 1. Sobolev空間 D1,2 を以下のように定義する:

D1,2 :=

(

F ∈ L2(P)

˛

˛

˛

˛

F =
∞

X

n=0

In(hn),
∞

X

n=1

nn!‖hn‖2
L2

T,q,n
< ∞

)

.

2. 任意の F ∈ D1,2 に対して，DF : [0, T ] × R × Ω → Rを

Dt,zF :=
∞

X

n=1

nIn−1(hn((t, z), ·))

と定義し，F のマリアヴァン微分と呼ぶ。

このマリアヴァン微分を用いると，いくつかの追加的な条件は必要であるが，MMM の下での

Clark-Ocone型公式を得ることができる。ただし，本稿では Clark-Ocone型公式の紹介は省く。と

もかく，Clark-Ocone型公式を用いると，h0 と h1 の具体的表現が以下のように与えられる。

定理 11 仮定 1と仮定 5の下，MMMの下での Clark-Ocone型公式が成立するならば，h0 と h1

は以下のように記述される:

h0
t = EP∗

»

Dt,0F − F

»

Z T

0

Dt,0usdW P∗

s +

Z T

0

Z

R0

Dt,0θs,x

1 − θs,x

eNP∗
(ds, dx)

–

˛

˛

˛

Ft−

–

, （6）

（7） ここでは，ノンランダムを deterministicの訳語として用いる。
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h1
t,z = EP∗ [F (H∗

t,z − 1) + zH∗
t,zDt,zF |Ft−]. （7）

さらに（4）が成り立てば，（6）と（7）をそれぞれ（5）における h0 と h1 に代入することにより，

LRM ξF が得られる。

実は，「MMMの下での Clark-Ocone型公式が成立するならば」という箇所が重要である。この

公式が成立するための条件は非常に複雑である。ところが，確率微分方程式（1）の係数がノンラン

ダムである場合は，この複雑な条件をチェックする必要がない。それゆえ，以下の系が成立する:

系 12 （1）における係数 α, β 及び γ がノンランダムであり，例 7の 3条件をすべて満たすものと

する。加えて，

1. ZT F ∈ L2(P),

2. F ∈ D1,2,

3. ZT Dt,zF + FDt,zZT + zDt,zF · Dt,zZT ∈ L2(q × P)

を仮定する。この時，定理 11のすべての条件は満たされ，LRM ξF は

ξF
t =

βtEP∗ [Dt,0F |Ft−] +
R

R0
EP∗ [zDt,zF |Ft−]γt,zν(dz)

St−

“

β2
t +

R

R0
γ2

t,zν(dz)
”

により与えられる。

4.3 コールオプション

ここでは，条件付き請求権の代表例としてコールオプションを取り扱う。そのペイオフは，権利

行使価格K > 0を用いて (ST −K)+ と表される。ただし，x+ = x∨ 0である。本項では，例 7で

論じたような係数がノンランダムな場合に対して，コールオプションに対する LRMの明示的表現

の導出を行う。

まず，F ∈ D1,2 に対して，(F − K)+ のマリアヴァン微分を計算しよう。実は，この計算は見か

けほど簡単ではない。何故ならば，(F − K)+ を F の汎関数と見なすと，連続であるが滑らかでは

ないため，微分可能性を持たない。このことは，Suzuki [13]の Proposition 2.5のような合成関数

の微分の公式が使えないことを意味する。そこで，軟化子を利用した近似手法を用いて計算を行う。

定理 13 F ∈ D1,2, K ∈ Rと q-a.e. (t, z) ∈ [0, T ] × Rに対して，(F − K)+ ∈ D1,2 であり，

Dt,z(F − K)+ = 1{F>K}Dt,0F · 1{0}(z) +
(F + zDt,zF − K)+ − (F − K)+

z
1R0(z)

が成立する。
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証明 軟化子 ϕを用いて証明する。つまり，ϕは Rから [0,∞)へのC∞-級関数であり，supp(ϕ) ⊂

[−1, 1]と
R ∞
−∞ ϕ(x)dx = 1を満足する。ここで，n ≥ 1に対して，ϕn(x) := nϕ(nx)と fn(x) :=

R ∞
−∞(y − K)+ϕn(x − y)dyを定義する。尚，

fn(x) =

Z ∞

−∞

“

x − y

n
− K

”+

ϕ(y)dy =

Z n(x−K)

−∞

“

x − y

n
− K

”

ϕ(y)dy

であることに注意すると，f ′
n(x) =

R n(x−K)

−∞ ϕ(y)dyが成立する。つまり，fn ∈ C1であり，|f ′
n| ≤ 1

である。ゆえに fnは定数 1によるリプシッツ連続関数である。[13]の Proposition 2.5より，n ≥ 1

に対して fn(F ) ∈ D1,2 であり，

Dt,zfn(F ) = f ′
n(F )Dt,0F · 1{0}(z) +

fn(F + zDt,zF ) − fn(F )

z
1R0(z) （8）

が成立する。さらに，x ∈ Rに対して

|fn(x) − (x − K)+| =

˛

˛

˛

˛

Z 1

−1



“

x − y

n
− K

”+

− (x − K)+
ff

ϕ(y)dy

˛

˛

˛

˛

≤ 1

n

Z 1

−1

|y|ϕ(y)dy ≤ 1

n
（9）

であることに注意すれば，limn→∞ E[|fn(F )− (F −K)+|2] = 0を得る。Suzuki [12]のProposition

2.4を鑑みれば，n → ∞のときに，Dt,zfn(F )が

1{F>K}Dt,0F · 1{0}(z) +
(F + zDt,zF − K)+ − (F − K)+

z
1R0(z) =: I∞

へ L2(q × P)の意味で収束することを確かめれば，定理 13は成立する。

まず，

lim
n→∞

f ′
n(x) =

8

>

>

>

<

>

>

>

:

R 0

−∞ ϕ(y)dy if x = K,

1 if x > K,

0 if x < K,

が成立するので，これより limn→∞ f ′
n(F ) = 1{F>K} + 1{F=K}

R 0

−∞ ϕ(y)dyを得る。（8），（9）と

下記の補題 14より，limn→∞ Dt,zfn(F ) = I∞ が q × P-a.e.で収束し，

|Dt,zfn(F ) − I∞|

≤ |f ′
n(F )Dt,0F − 1{F>K}Dt,0F |1{0}(z)

+

˛

˛

˛

˛

fn(F + zDt,zF ) − fn(F )

z
− (F + zDt,zF − K)+ − (F − K)+

z

˛

˛

˛

˛

1R0(z)

≤ 2|Dt,zF | ∈ L2(q × P)

を得る。そこで，有界収束定理を用いればDt,zfn(F ) → I∞ が L2(q × P)の意味で成立する。 ˜
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補題 14 F ∈ D1,2 に対して，1{F=0}Dt,0F = 0, (t, ω)-a.e.が成立する。

証明 この補題の証明はかなり技術的である。

ステップ 1. 定理 13と同様に軟化子ϕを考える。ここでは，ϕ(0) = 1であるものを考える。n ≥ 1

に対して，ϕn(x) := ϕ(nx)，Φn(x) :=
R x

−∞ ϕn(y)dyと書く。Φn ∈ C1 であり，Φ′
n(x) = ϕn(x)は

有界であることに注意する。[13]の Proposition 2.5を用いると

Dt,0Φn(F ) = ϕn(F )Dt,0F （10）

を得る。ϕn(x) → 1{0}(x)ϕ(0) = 1{0}(x)が成り立つから

lim
n→∞

Dt,0Φn(F ) = 1{F=0}Dt,0F （11）

を得る。

ステップ 2. どんな関数 u ∈ L2(q × P)もカオス展開

u(t, z) =
∞

X

n=0

In(hn(·, (t, z)))

を持つ。ここで，hn ∈ L2
T,q,n+1は初めの n組の変数に関して対称である。ĥnにより，hnを全 n+1

組の変数に関して対称化した関数を表す。このとき，

Domδ :=

(

u ∈ L2(q × P)
˛

˛

˛

∞
X

n=0

(n + 1)!‖ĥn‖2
L2

T,q,n+1
< ∞

)

と定義する。ここで，Domδ が L2(q × P)-稠密であることを示す。Domδ の部分族として

Domf :=

(

u ∈ L2(q × P)
˛

˛

˛

u(t, z) =
N

X

n=0

In(hn(·, (t, z))) for some N ≥ 1

)

を定義する。今，u ∈ L2(q × P)として u(t, z) =
P∞

n=0 In(hn(·, (t, z)))を満たす関数を任意にと

り，各 N ∈ Nに対して uN (t, z) :=
PN

n=0 In(hn(·, (t, z))) ∈ Domf と書く。このとき，uN は uに

L2(q × P)-収束する。従って，Domf は L2(q × P)において稠密である。つまり，Domδ も同様で

ある。

ステップ 3. Domδ の稠密性から，すべての u ∈ Domδ に対して

E

"

Z

[0,T ]×R
1{F=0}Dt,0F · 1{0}(z)u(t, z)q(dt, dz)

#

= 0 （12）

が成立することを示せば十分である。u ∈ Domδ を任意に取り固定する。（11）から

E
»

Z T

0

1{F=0}Dt,0F · u(t, 0)dt

–

= E
»

Z T

0

lim
n→∞

Dt,0Φn(F ) · u(t, 0)dt

–

（13）
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を得る。Cϕ > 0が存在して ϕ ≤ Cϕ を満たすので，（10）より |Dt,0Φn(F )| ≤ |ϕn(F )||Dt,0F | ≤

Cϕ|Dt,0F |を得る。さらに

E
»

Z T

0

|Dt,0F · u(t, 0)|dt

–

≤

s

E
»

Z T

0

|Dt,0F |2dt

–

s

E
»

Z T

0

|u(t, 0)|2dt

–

< ∞

が成立する。よって，有界収束定理から

E
»

Z T

0

lim
n→∞

Dt,0Φn(F ) · u(t, 0)dt

–

= lim
n→∞

E
»

Z T

0

Dt,0Φn(F ) · u(t, 0)dt

–

（14）

が成立する。次に，[11]の 6章における双対公式（duality formula）より，ある定数 C > 0が存在

して
˛

˛

˛

˛

˛

E

"

Z

[0,T ]×R
Dt,zΦn(F ) · u(t, z)q(dt, dz)

#

˛

˛

˛

˛

˛

≤ C‖Φn(F )‖L2(P) ≤ C
1

n

を満たす。これにより，n → ∞とすれば

E
»

Z T

0

Dt,0Φn(F ) · u(t, 0)dt

–

→ 0 （15）

となる。結局，（13），（14）と（15）より（12）を得る。 ˜

以上の準備の下，いよいよコールオプション (ST −K)+に対する LRMの具体的表現の導出を行

う。以下，例 7における 3つの条件を満たすノンランダム係数の場合を考える。さらに，技術的な

理由により以下の仮定を追加する:

Z

R0

{γ4
t,z + | log(1 + γt,z)|2}ν(dz) < C for some C > 0. （16）

この条件（16）と例 7における 3つの条件を満たすモデルは，系 12のすべての条件を満たすこと

を示す。そのため，まず ST のマリアヴァン微分を計算しよう。

命題 15 ST ∈ D1,2 であり，q-a.e. (t, z) ∈ [0, T ] × Rに対して

Dt,zST = ST βt1{0}(z) +
ST γt,z

z
1R0(z) （17）

である。

証明 まず，

log(ST /S0) =

Z T

0

»

αt −
1

2
β2

t +

Z

R0

{log(1 + γt,z) − γt,z} ν(dz)

–

dt

+

Z T

0

βtdWt +

Z T

0

Z

R0

log(1 + γt,z) eN(dt, dz)

に注意すると，（16）と [5]の Lemma 3.3より，log(ST /S0) ∈ D1,2となり，任意の (t, z) ∈ [0, T ]×R

に対して Dt,z log(ST /S0) = βt1{0}(z) +
log(1+γt,z)

z
1R0(z) が成立する。F := log(ST /S0) and
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f(x) := S0e
x とおくと，ST = f(F )と書けるので，f ′(F )Dt,0F = ST

βt

1
が各 t ∈ [0, T ]に対して

成立し，
f(F + zDt,zF ) − f(F )

z
= ST

exp{zDt,zF} − 1

z
=

ST γt,z

z

が各 (t, z) ∈ [0, T ]×R0に対して成立する。ゆえに，[13]の Proposition 2.5から ST ∈ D1,2と（17）

を得る。 ˜

次に，系 12における 3つの条件を確認しよう。まず，簡単な計算により，

d(ZtSt) = St−Zt−



(βt − ut)dWt +

Z

R0

(γs,x − θs,x − γs,xθs,x) eN(ds, dx)

ff

を得る。これと [10]のTheorem 117よりZT ST ∈ L2(P)が成立する。従って，ZT (ST−K)+ ∈ L2(P)

となる。さらに，定理 13と命題 15から (ST − K)+ ∈ D1,2 となり，2つ目の条件も成立する。最

後に，

Dt,z(ST − K)+ = 1{ST >K}ST βt · 1{0}(z) +
(ST (1 + γt,z) − K)+ − (ST − K)+

z
1R0(z)

が成立するから，
‚

‚

‚

ZT Dt,z(ST − K)+
‚

‚

‚

2

L2(q×P)
≤ E[Z2

T S2
T ]

„

Z T

0

β2
t dt +

Z T

0

Z

R0

γ2
t,zν(dz)dt

«

< ∞,

と
‚

‚

‚

(ST − K)+Dt,zZT

‚

‚

‚

2

L2(q×P)
≤ E[S2

T Z2
T ]

„

Z T

0

u2
t dt +

Z T

0

Z

R0

θ2
t,zν(dz)dx

«

< ∞

を得る。また，以下を満たすある C > 0が存在する:

E
»

Z T

0

Z

R
|zDt,z(ST − K)+Dt,zZT |2q(dt, dz)

–

≤ E[Z2
T S2

T ]

„

Z T

0

Z

R0

γ2
t,zθ

2
t,zν(dz)dt

«

≤ CE[Z2
T S2

T ]

„

Z T

0

Z

R0

γ4
t,zν(dz)dt

«

.

この事実と（16）より，系 12の 3番目の条件が成立する。

以上をまとめると，以下の LRMの明示的表現が得られる。

命題 16 確率微分方程式（1）の係数がノンランダムで，例 7における 3つの条件と条件（16）を

満たすとき、任意のK > 0と t ∈ [0, T ]に対して

ξ
(ST −K)+

t =
1

St−

“

β2
t +

R

R0
γ2

t,zν(dz)
”

(

β2
t EP∗ [1{ST >K}ST |Ft−]

+

Z

R0

EP∗ [(ST (1 + γt,z) − K)+ − (ST − K)+|Ft−]γt,zν(dz)

)

が成立する。
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5 Mertonジャンプ拡散過程に対する数値計算法

本節では，命題 16で得られた LRMの表現式に対して，Lt := log St がMertonジャンプ拡散過

程と呼ばれるレヴィ過程である場合を考え，その数値計算法を述べることを目的とする。本節で紹

介される結果は [1]で得られたものである。尚，本節では簡単のため，S0 = 1とする。このように

しても一般性を失うことはない。特に，Carr and Madan [3]で提唱された Carr-Madanアプロー

チと呼ばれる高速フーリエ変換をベースとした数値計算法を紹介する。

5.1 Carr-Madanアプローチ

まず，Carr-Madanアプローチの紹介から始めよう。これは，危険資産価格過程 S が P-マルチン

ゲールであるときに，コールオプションの価格 E[(ST − K)+]を，高速フーリエ変換をベースに高

速に数値計算する方法である。ここで，高速フーリエ変換とは，以下のような離散フーリエ変換を

高速に数値計算する方法である:

N−1
X

j=0

e−i 2π
N

juxj for u = 0, · · · , N − 1. （18）

尚，{xj}j=0,··· ,N−1 は R上の数列であり，離散化の個数 N は通常 2のべき乗をとる。通常の離散

フーリエ変換の計算負荷は O(N2)のオーダーであるが，高速フーリエ変換の場合は O(N log2 N)

のオーダーで済むことから，より高速に計算することが可能となる。

k := log K 及び C(k) := E[(ST − ek)+]と書こう。α > 0に対して，

C(k) =
1

π

Z ∞

0

e−i(v−iα)k φ(v − iα − i)

i(v − iα)(i(v − iα) + 1)
dv （19）

が成立する。ただし，φは LT (= log ST )の特性関数である。（19）の右辺は αの選び方に依らない

ことを付記しておく。今，z ∈ Cに対して ψ(z) := φ(z−i)

iz(iz+1)
とし，（19）に対して台形則を適用する

と，C(k)は以下のように近似できる:

C(k) ≈ 1

π

N−1
X

j=0

e−i(ηj−iα)kψ(ηj − iα)η. （20）

ここで，η > 0は標本点の間隔である。よって，（20）の右辺は，（19）における積分で積分区間を 0

から Nηまでとったものに相当する。従って，N と ηは，ε > 0を許容誤差としたときに，
˛

˛

˛

˛

1

π

Z ∞

Nη

e−i(v−iα)kψ(v − iα)dv

˛

˛

˛

˛

< ε

を満たすようにとる必要がある。さらに詳細は省くが，k は Nyquist周波数を越えられないので，

|k| < π
η
が満たされていなければならない。逆にいえば，与えられた k がこの条件を満たすように
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ηをとる必要がある。Carr-Madanアプローチでは，計算精度を上げるために Simpsonルールを適

用している。（20）の右端にある ηを少し書き換えて，

C(k) ≈ 1

π

N−1
X

j=0

e−i(ηj−iα)kψ(ηj − iα)
η

3
(3 + (−1)j+1 − δj)

=
e−αk

π

N−1
X

j=0

e−i 2π
N

jueiπjψ(ηj − iα)
η

3
(3 + (−1)j+1 − δj) （21）

とする。ただし，δj はクロネッカーのデルタ関数であり，u :=
“

k + π
η

”

Nη
2π
である。uが自然数な

らば，（21）は（18）の形の離散フーリエ変換になり，高速フーリエ変換を用いて高速に数値計算を

行うことが可能となる。

5.2 積分表現

Lt := log St がMertonジャンプ拡散過程である場合を考える。Mertonジャンプ拡散過程とは，

ボラティリティー σ > 0 を持つ拡散項と複合ポアッソンジャンプからなる確率過程であり，特に

ジャンプの大きさが正規分布に従っているものをいう。ここで，ジャンプの強度を γ > 0，ジャン

プサイズの平均をm ∈ R, 標準偏差を δ > 0とする。よって，レヴィ測度 ν は

ν(dx) =
γ√
2πδ

exp



− (x − m)2

2δ2

ff

dx

と書ける。今後，パラメーターを強調するため，必要ならばこの νを ν[m, γ, δ] と表す。尚，Merton

ジャンプ拡散過程は，常に条件（16）を満たす。また，Ltのドリフト係数を µとして，例 7の 3条

件を書き換えると，

1. 0 ≥ µ + σ2

2
+ γ

n

exp
“

m + δ2

2

”

− 1 − m
o

,

2. µ + 3σ2

2
+ γ

n

exp(2m + 2δ2) − exp
“

m + δ2

2

”

− m
o

> 0,

と要約される。以下，この条件を満たすようにパラメーターを選ぶものとしよう。

このとき，命題 16より

ξ
(ST −K)+

t =
σ2I1 + I2

St−

“

σ2 +
R

R0
(ex − 1)2ν(dx)

”

を得る。ただし，

I1 := EP∗ [1{ST >K}ST |Ft−],

I2 :=

Z

R0

EP∗ [(ST ex − K)+ − (ST − K)+|Ft−](ex − 1)ν(dx)
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である。ここでは，これら I1と I2の積分表現を求め，Carr-Madanアプローチで数値計算可能な形

式まで持ち込むことを目指す。LRMの表現式は P∗ の下での条件付き期待値により与えられること

に注意する。従って，（19）における φは，LT−t の P∗ の下での特性関数でなければならない。以

後，φT−t(z) := EP∗ [eizLT−t ]，z ∈ Cとする。

まず，I1(= EP∗ [1{ST >K}ST |Ft−])の積分表現を導出しよう。Tankov [14]の Proposition 2より

次の結果を得る：

命題 17 任意のK > 0，t ∈ [0, T ]と α ∈ (1, 2]に対して

EP∗ [1{ST >K} · ST |Ft−] =
1

π

Z ∞

0

K−iv−α+1

α − 1 + iv
φT−t(v − iα)Sα+iv

t− dv （22）

が成立する。ここで，右辺は αの選び方に依らない。

上記の命題の証明は省略する。（22）を（19）と同様な形式に変形しよう。

EP∗ [1{ST >K} · ST |Ft−] =
1

π

Z ∞

0

K−iv−α+1

α − 1 + iv
φT−t(v − iα)Sα+iv

t− dv

=
ek

π

Z ∞

0

e−i(v−iα)kψ1(v − iα)dv.

ここで，k := log(K)であり，z ∈ Cに対して ψ1(z) :=
φT−t(z)Siz

t−
iz−1

と定義する。以上の結果，I1 は

離散フーリエ変換（21）を用いて数値計算を行うことが可能である。

次に I2(=
R

R0
EP∗ [(ST ex − K)+ − (ST − K)+|Ft−](ex − 1)ν(dx)) について議論しよう。まず，

I1 と同様に [14]を用いて以下の積分表現を得る。

命題 18 任意のK > 0，t ∈ [0, T ]と α ∈ (1, 2]に対して

EP∗ [(ST − K)+|Ft−] =
1

π

Z ∞

0

K−iv−α+1 φT−t(v − iα)Sα+iv
t−

(α − 1 + iv)(α + iv)
dv

が成立する。ここで，右辺は αの選び方に依らない。

各 z ∈ Cに対して，ψ2(z) :=
φT−t(z)Siz

t−
(iz−1)iz

と書こう。また，ζ := v − iαとおく。このとき，

EP∗ [(ST − K)+|Ft−] =
1

π

Z ∞

0

K−iv−α+1 φT−t(v − iα)Sα+iv
t−

(α − 1 + iv)(α + iv)
dv

=
1

π

Z ∞

0

K−iζ+1 φT−t(ζ)Siζ
t−

(iζ − 1)iζ
dv

=
1

π

Z ∞

0

K−iζ+1ψ2(ζ)dv =: f(K) （23）

が成立する。Fubiniの定理を用いると
Z

R0

EP∗ [(ST ex − K)+ − (ST − K)+|Ft−](ex − 1)ν(dx)
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=

Z

R0

n

exf(e−xK) − f(K)
o

(ex − 1)ν(dx)

=

Z

R0



ex

π

Z ∞

0

(Ke−x)−iζ+1ψ2(ζ)dv − 1

π

Z ∞

0

K−iζ+1ψ2(ζ)dv

ff

(ex − 1)ν(dx)

=

Z

R0



1

π

Z ∞

0

(eiζx − 1)K−iζ+1ψ2(ζ)dv

ff

(ex − 1)ν(dx)

=
1

π

Z ∞

0

Z

R0

(eiζx − 1)(ex − 1)ν(dx)K−iζ+1ψ2(ζ)dv （24）

を得る。I2 を高速フーリエ変換を用いて数値計算するためには，（24）をさらに展開し，（19）と同

じ形式にまで持ち込む必要がある。そのためには，いくつか準備をしなければならない。これ以降，

α ∈ (1, 2]を任意に固定する。

まず，φ の解析的表現を導出したい。そのために，MMMP∗ の下でのレヴィ測度 νP∗ を計算し

よう。

命題 19

νP∗
(dx) = ν[(1 + h)γ, m, δ2](dx) + ν

»

−hγ exp



2m + δ2

2

ff

, m + δ2, δ2

–

(dx) （25）

が成立する。ここで，

h :=
µS

σ2 +
R

R0
(ex − 1)2ν(dx)

である。

証明 仮定 1より 0 > h > −1であるから

νP∗
(dx) = (1 − θx)ν(dx) = (1 − h(ex − 1))ν(dx) = (1 + h)ν(dx) − hexν(dx)

を得る。さらに，

exν(dx) =
γ√
2πδ

exp



x − (x − m)2

2δ2

ff

dx

=
γ√
2πδ

exp



− [x − (m + δ2)]2

2δ2
+

2m + δ2

2

ff

dx

= ν

»

γ exp



2m + δ2

2

ff

, m + δ2, δ2

–

(dx)

が成立することから，（25）が成り立つ。 ˜

次に，特性関数 φT−t(z)を計算する。

命題 20 任意の z ∈ Cと t ∈ [0, T ]に対して

φT−t(z) = exp



(T − t)

»

izµ∗ − σ2v2

2
+

Z

R0

(eizx − 1 − izx)νP∗
(dx)

–ff
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= exp

(

(T − t)

"

izµ∗ − σ2z2

2
+ (1 + h)γ(eimz− z2δ2

2 − 1 − imz)

−hγe
2m+δ2

2 [ei(m+δ2)z− z2δ2
2 − 1 − iz(m + δ2)]

#)

が成立する。

証明

φT−t(z) = EP∗

»

exp



iz

»

µ∗(T − t) + σW P∗

T−t +

Z

R0

x eNP∗
([0, T − t], dx)

–ff–

= exp {(T − t)izµ∗}EP∗ [eizσW P∗
T−t ]EP∗

»

exp



iz

Z

R0

x eNP∗
([0, T − t], dx)

ff–

= exp



(T − t)

»

izµ∗ − σ2z2

2
+

Z

R0

(eizx − 1 − izx)νP∗
(dx)

–ff

.

˜

次に，（24）を展開しよう。z ∈ Cに対して，ψ̃(z) := ψ2(z) exp
n

− δ2

2
z2

o

とおき，さらに f̃(K) :=

1
π

R ∞
0 K−iζ+1ψ̃2(ζ)dv と定義する。f̃ の値は，（23）における f と同様に，離散フーリエ変換（21）

を通じて高速フーリエ変換により計算可能である。以下の命題は，（24），つまり I2が 3つのフーリ

エ変換の一次結合で表されることを示す。

命題 21 t ∈ [0, T ]に対して
Z

R0

EP∗ [(ST ex − K)+ − (ST − K)+|Ft−](ex − 1)ν(dx)

= γe2m+ 3
2 δ2

f̃(Ke−m−δ2
) − γemf̃(Ke−m) + γ(1 − em+ δ2

2 )f(K) （26）

が成立する。

証明 まず，
R

R0
(eiζx − 1)(ex − 1)ν(dx)を計算すると

Z

R0

(eiζx − 1)(ex − 1)ν(dx)

=

Z

R0

(e(iζ+1)x − eiζx + 1 − ex)ν(dx)

= γ exp



(iζ + 1)m +
δ2

2
(iζ + 1)2

ff

− γ exp



iζm − δ2

2
ζ2

ff

+ γ(1 − em+ δ2
2 )

を得る。よって，

（24）=
γ

π
em+ δ2

2

Z ∞

0

eiζ(m+δ2)K−iζ+1e−
δ2
2 ζ2

ψ(ζ)dv
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−γ

π

Z ∞

0

(Ke−m)−iζ+1eme−
δ2
2 ζ2

ψ(ζ)dv + γ(1 − em+ δ2
2 )f(K)

= γe2m+ 3
2 δ2

f̃(Ke−m−δ2
) − γemf̃(Ke−m) + γ(1 − em+ δ2

2 )f(K)

となる。 ˜

以上より，I1 を計算するために 1回，I2 のために 3回，計 4回高速フーリエ変換を用いることで

LRMを数値計算することが可能であることが分かる。[1]では，実際の数値計算例も示されている。
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要旨: レヴィ過程によって駆動される確率微分方程式の解で資産価格が記述される非完備市場モデ
ルを考える。非完備市場においてもっとも代表的な最適ヘッジ戦略である local risk-minimization

の明示的表現を，レヴィ過程に対するマリアヴァン解析を用いて導出する。この表現にさらなる計算
を施し，高速フーリエ変換による数値計算が可能となる状態にまで展開する。

キーワード: 数理ファイナンス，最適ヘッジ戦略，local risk-minimization，コールオプション，
マリアヴァン解析，高速フーリエ変換
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