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研究成果の概要（和文）：本研究では，モジュラー群 $SL_2(¥mathbb{Z})$ に付随する（正負の）

偶数重み $k$ の非正則 Eisenstein 級数 $E_k(s;z)$ に対し，その $¥Im z¥to+¥infty$ にお

ける完全漸近展開の導出に成功した．この展開からは $E_k(s;z)$ の $z¥to0$ における完全漸

近展開，Fourier 級数展開や種々の特殊値の閉じた形の明示公式を始め，$E_k(s;z)$ が重み 

$k$ の非ユークリッド Laplacian の固有関数になることの直接的証明など，数多くの有用な知

見が得られる． 
 
研究成果の概要（英文）：Let $E_k(s;z)$ be the non-holomorphic Eisenstein series with an 
even weight $k$ attached to the modular group $SL_2({¥mathbb{Z})$. One of the major 
achievements of the present project is to establish its complete asymptotic expansion 
as $¥Im z¥to+¥infty$; this yields various useful results on $E_k(s;z)$, which include 
its asymptotic expansion as $z¥to0$ through the sector $0<¥arg z<¥pi$, its Fourier series 
expansion, and further the direct proof that it becomes the eigenfunction of the 
non-Euclidean Laplacian of weight $k$. 
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研究分野：解析的整数論 

科研費の分科・細目：数学・代数学 

キーワード：Eisenstein 級数，漸近展開，q 超幾何関数 
 
１．研究開始当初の背景 
（１）Epstein zeta 関数に付随する完全漸
近展開：以下 $s=¥sigma+it$ を複素変数，
$z=x+iy$ を複素上半平面のパラメタとする
とき，正値二次形式 $Q(u,v)=¦u+vz¦̂2$ に
付随してその Epstein ゼータ関数が，
$¥zeta_{¥mathbb{Z}̂2}(s;z)=¥sum’_{m,n=
-¥infty}̂{¥infty}¦m+nz¦̂{-2s}$（以下，和  

$¥sum’$ においては $¦¥cdot¦=0$ となる
項を除く）及びその全 $s$ 平面の有理型関
数への接続として定義される．研究代表者は，  
$¥zeta_{¥mathbb{Z}̂2}(s;z)$ 及 び そ の
（Poisson 分布型加重平均ともみなせる）
Laplace-Mellin 変換に対し，それらの 
$y=¥Im z¥to+¥infty$ における完全漸近展開
を導いた． 
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（２）Eisenstein 級数の解析的性質：正負
の 偶 数 $k$ に 対 し て ，
$SL_2(¥mathbb{Z})$ に付 随す る非 正則 
Eisenstein 級 数 $E_k(s;z)$ が 
$E_k(s;z)=(ŷs/2)¥sum_{(c,d)=1}(cz+d)̂{
-k}¦cz+d¦̂{-2s}$ $(¥re s>1)$ 及びその全 
$s$ 平面の有理型関数への接続として定義
される．T. Noda は，非正則 Eisenstein 級
数の Fourier 展開の各項を評価することで，
$E_k(s;z)$ の$y=¥Im z¥to+0$ や  $y=¥Im 
z¥to+¥infty$ における有界性条件を導くと
ともに，Sturm [Duke Math. (1981)] によっ
て構成された，いわゆる $Ĉ{¥infty}$ 保型
形式から尖点形式のなす空間への射影につ
いて，Poincar¥'e 級数と $E_k(s;z)$ の 
Petersson 内積の形で与えられる射影の 
Fourier 展 開 の 係 数 が ， 同 時 に 
Laplace-Mellin 変換によっても表示される
ことに着眼し，上記研究代表者の論文と同様
の Mellin-Barnes 型積分を用いる計算手法
により，非正則 Eisenstein 級数と尖点形式
のなす空間との直交関係を証明している． 
 
２．研究の目的 
（１）非正則 Eisenstein 級数の挙動：以下 
$¥zeta(s)$ を Riemann ゼータ関数とする
とき，$k=0$ の場合については関係式 
$E_0(s;z)=ŷs¥zeta_{¥mathbb{Z}̂2}(s;z)/
2¥zeta(2s)$ によって，上述の研究代表者の
解 析 に よ っ て 得 ら れ て い る  
$¥zeta_{¥mathbb{Z}̂2}(s;z)$ の漸近展開
から $E_0(s;z)$ の漸近展開への直接的な
移 行 が 可 能 と な る ． そ こ で ， こ の 
$E_0(s;z)$ の 漸 近 展 開 を も と に ，
$E_k(s;z)$ の $y=¥im z¥to+¥infty$ におけ
る完全漸近展開を導出することを第一ステ
ップとし，この漸近展開が確立されたならば，
それを Rankin-Selberg の方法により得ら
れる保型 $L$ 関数の積分表示の被積分関数
に代入するなどの手法により，保型 $L$ 関
数 の 特 殊 値 や 解 析 的 性 質 の 解 明 に 
$E_k(s;z)$ の漸近展開を応用したい．  
（２） q 超幾何関数の挙動： 以下 $q$ を 
$¦q¦<1$ なる複素パラメタとする．本研究の
第二のテーマでは，種々の $q$ 超幾何関数
とそれに付随する $q$ 関数の $q¥to1$ に
おける漸近公式を導き，それらの公式と種々
のテータ変換公式との関係を解明する．さら
には，この方向の研究事実を集積したうえで，
種々の（一般化）$q$ 超幾何関数の変換公式
や，$q$ 微分・$q$ 積分，また $q$ 級数の
変形において重要な役割を果たす（数列の二
つの組の間の） Bailey 変換，そして 
Selberg 積分の $q$ 類似等，$q$ 解析にお
ける広範な概念の Mellin 逆変換の観点か
らの再定式化を目指す． 
 

３．研究の方法 
（１）非正則 Eisenstein 級数の挙動：前項
２（１）にも述べた通り，
$¥zeta_{¥mathbb{Z}̂2}(s;z)$ の漸近展開
から $E_0(s;z)$ の $¥Im z¥to+¥infty$ に
おける完全漸近展開への直接的移行が可能
である．他方 Maa{¥ss} の微分作用素の逐次
作用により，$E_0(s;z)$ の諸性質を 
$E_k(s;z)$ の性質に移行できることが知ら
れているため，上で得られた $E_0(s;z)$ の
漸近展開に各項に Maa{¥ss} の微分作用素
を逐次作用することで，$E_k(s;z)$ の $¥Im 
z¥to+¥infty$ における完全漸近展開を導出
する．さらにはこの漸近展開式と
$E_k(s;z)$ の特殊値や関数等式との関連も
解明する． 
（２）q 微分・q 積分・q 超幾何微分方程式
との関連：$q$ 微分作用素や $q$ 積分作用
素が古典的に定義されており，$q¥to1$ にお
ける極限はそれぞれ通常の微分と積分と一
致することが知られている．本研究では，ま
ずこれらを多重化した作用素において  
$q=ê{-t}$ $(¥Re t>0)$ と変数変換し，そ
れらの Mellin 逆変換型積分表示を求め，こ
の表示から，$t$ が $¦¥arg t¦<¥pi/2$ 内を 
$t¥to0$ となるときの完全漸近展開を導出
する．一方，Gau{¥ss} の超幾何関数の  
$q$ 類似である Heine の $q$ 超幾何関数 
$¥phi(q̂a,q̂b;q̂c;q,z)$ は，ある種の二階 
$q$ 微分方程式を満たすことが知られてい
るが，上記の漸近展開の応用として，この 
$q$ 超幾何微分方程式に付随する $q$ 微分
作用素の $q¥to1$ における漸近展開も解明
する． 
 
４．研究成果 
（１）非正則 Eisenstein 級数の漸近展開： 
研究代表者は，既にその形が明らかになって
いる $E_0(s;z)$ の漸近展開に，Maa{¥ss｝ 
の微分作用素を逐次作用させる手法により，
$E_k(s;z)$ の $¥im z¥to+¥infty$ における
完全漸近展開の導出した．この展開からは，
扇状領域 $0<¥arg z<¥pi$ 内を $z¥to0$ と
するときの $E_k(s;z)$ の完全漸近展開を
始め，$E_k(s;z)$ の Fourier 級数展開や
種々の特殊値の閉じた形の明示公式，また
（準）正則 Eisenstein 級数の $q$-series 
による展開，さらには $E_k(s;z)$ が重み 
$k$ の非ユークリッド Laplacian の固有関
数になることの直接的証明など，数多くの有
用な新知見が得られている． 
（２）q 多重積分・ q 多重微分の漸近展開： 
以下，$¦q¦<1$ を満たす複素パラメタ 
$q$ に 対 し ， $q=ê{-t}$ $(¦¥arg 
t¦<¥pi/2)$ とおく．研究代表者は古典的な 
Thomae-Jackson 型 $q$ 積分および $q$ 微
分について，それらに重みを付加し多重化し



た作用素を導入した．さらにこれらの作用素
をかなり一般なクラスの正則関数に作用さ
せ，作用素の順像に対し，そのパラメタ 
$t$ が扇状領域 $¦¥arg t¦<¥pi/2$ 内を 
$t¥to0$ となるときの $t$ の増大オーダー
の完全漸近展開を導出した．$q¥to1$ におけ
る $q$ 多重積分や $q$ 多重微分の完全漸
近展開の研究はこれまで全く着手されて来
ておらず，上記はこの方面における最初の成
果 と い え る ． 結 果 は 論 文  "Complete 
asymptotic expansions for certain 
multiple $q$-integrals and 
$q$-differentials of Thomae-Jackson type" 
として纏められており，欧文学術雑誌に投稿
中である． 
（３）Lerch ゼータ関数の高階導関数の積平
均： 本研究代表者は，Lerch ゼータ関数の
（階数が同一とは限らない）高階導関数のあ
る種の積平均について，この方面の最終的成
果とも言うべき，$¥Im s¥to¥pm¥infty$ とな
るときの $¦¥Im s¦$ の減少オーダーの完全
漸近展開を導いた．結果を論文 "An 
application of Mellin-Barnes type 
integrals to the mean square of Lerch 
zeta-functions III" として執筆中で，欧文
学術雑誌に投稿予定である． 
 
５．主な発表論文等 
（研究代表者、研究分担者及び連携研究者に
は下線） 
 
〔雑誌論文〕（計９件） 
① Masanori Katsurada, Asymptotic 

expansions for certain multiple 
$q$-integrals and $q$-differentials 
of Thomae and Jackson type, in 
`̀Proceedings of Diophantine 
Analysis and Related Fields 2010,” 
A.I.P. Press, (in press). 査読無 

② Masanori Katsurada and Takumi Noda, 
On generalized Lipschitz formulae 
and applications, in ̀ P̀roceedings 
of Diophantine Analysis and Related 
Fields 2010,” A.I.P. Press, (in 
press). 査読無 

③ Masanori Katsurada, Complete 
asymptotic expansions for the 
product averages of higher 
derivatives of Lerch zeta functions, 
in ̀ R̀.I.M.S. K¥ ôky¥ ûroku,” (in 
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