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Painleve性

一可積分判定法 とい う観点 か ら一

戸 田晃 一*†

                Abstract

 可積分系と呼ぼれる研究分野において，与えられた非線形発展方程式の可積分性

を調べ ることはもっとも基本的な問題の一つである。 しかし可積分 とい う概念の定

義ははっきりせず，その性質のみが研究 されている。例えぽ解析的手法で厳密解が

構成 できれぽ，可積分方程式 といわれている。それでは厳密解を構成せずに可積分

性を調べ る方法はないものか。 この小論では可積分性の性質の一つであるPain・

leve性 に着 目し，それを可積分判定に用 いる方法(い わゆるPainleveテ ス ト)に

ついて，最近の研究成果を含めて，筆者な りに解説 したい1。

1 は じめに一可積分 とは一

 そもそも可積分(性)と はどうい うことか? 古典的な定義では求積法によって解けるとき

「可積分」であると言われ る。 しか し，「可積分」の定義 は対象 とする問題によっても異なり，

一般的な定義は(少 な くとも現段階では)無 いようである。例 えぽ ソリトン方程式の場合は逆

散乱法(ま たはそれに類する手法)に より解析的に厳密解 を得ることができる時は 「可積分」

と云われる。そこで 「可積分」の性質についてまとめることからこの小論は書き始めたい。

 元 来 「可 積 分(性)」 とは有 限 自 由度 のHamilton力 学 系 に対 す る概 念 で あ った 。 す なわ ち ，

Liouville-Arnoldの 定 理[1]：

     自 由度NのHamilton系 にN個 の保 存 量 が あ り，

     そ れ がPoisson括 弧 に関 して 互 い に可 換 な ら ぽ， 初 期

     値 問 題 は有 限 回 の 求 積2に よ っ て解 け る
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が成 り立つ系，すなわち初期値問題が求積操作の有限回の繰 り返 しで解 けるのが可積分系であ

る。それではソリトソ方程式に代表される無限 自由度系に関してはどうだろ うか? 実はかな

り怪 しくなる。無限自由度系において，一般には(少 なくとも可積分系の研究者の間では)以

下の性質 ；

1.線 形 化 可 能 ：

 適 当 な 変 数 変 換 に よ り線 形 化 で き る。

2.逆 散 乱 法 で解 け る時[2]：

 「適 当 な境 界 条 件 の 下 で初 期 値 問 題 を 解 く こ と」 が 「線 形 の 積 分 方 程 式 を解 くこ と」 に 帰 着

で き る。

3.Lax対 の 存 在[3]：

 ほ とん ど の場 合 逆 散 乱 法 の 手 順 に の る3。

4.Liouville-Arnoldの 意 味 で の 「可 積 分 性 」：

 適 当 なPoisson構 造 の 下 で 無 限個 の 互 い に可 換 な保 存 量 が 存 在 す る。

5.無 限 個 の 保 存 量 ・対 称 性 の 存 在(recursion operatorの 存 在 とほ とん ど等 価)

6.bi-Hamilton構 造[4]：

 異 な るPoisson構 造 を もつ 二 通 りのHamilton系 と して 定 式 化 で き る。 これ か らLiouville

-Arnoldの 意 味 で の 「可 積 分 性 」 に従 うこ とが 言 え る
。

7.厳 密 解 の存 在[5]：

 広 田 の 直 接 法 な ど に よ り(N一 ソ リ トン解 の よ うな)広 い ク ラ ス の解 が厳 密 に 求 ま る と い う

意 味 で の 「可 積 分 性 」。

8.Backlund変 換(ま た はDarboux-Crum変 換)の 存 在[5]：

 これ が あ れ ぽ大 体 簡 単 な解 か ら逐 次 的 に ソ リ トン解(や そ れ に類 す る解4)が 構 成 で き る。

9.Painleve性 ：

 常 微 分 方 程 式 の 級 数 解 の もつ 「初 期 値 に 伴 っ て動 く特 異 点 は 高 々極 の み 」 とい う性 質 。

の どれかが成 り立てぽ 「可積分」 と考 えられている5ようである[6]。 上記の性質の中で有限

自由度系の類推から最も素直なものは性質4の ように思える。 しか し実は肝心の初期値問題に

関する明言が抜けてしまっている。それでは初期値問題 との関連で言 えぽ，性質2が 正統的で

あるように思.'Z..る。無限 自由度の可積分系の内で典型的なソリトン方程式の場合には，例えぽ，

浅水波を記述するKorteweg-de Vries(KdV)方 程式6で ある

2求 積 とは 四則演 算 ・微 分 ・積 分 ・逆 関数 を とる こと
， 微 分積分 を含 まな い方程式 の解 を求め る演 算 の

こ と。

3筆 者 は逆散 乱法 を経 由 しな いLax対 の構成 法 を研究 課題 の一 つ に して い る
。

4例 えぽ
， ソ リ トフ(solitoff)解 ， ドロー ミオ ン(dromion)解 や筆 者 が命 名 した浮 き輪 ソ リ トン等。

5ち なみ に筆 者 の研究 で は性質3
，6，7及 び9を 「可積 分」 の指 針 に してい る。
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Painlev6性 (戸 田晃一)

   auat+6u auax+a3uax3一・(u-u(x， t))，      (1.1)

などは上記の性質1か ら9の 性質が全て満たされていることが知 られているが， これはむ しろ

例外である。ほとんどの可積分系はこれらの性質の内で数個 しか満たさない場合がほとんどで

ある。これ らの性質が厳密な意味で等価であるかど うかは全 く証明されていない7。また離散

系 となるとこれらの性質はさらに怪 しくなる(こ れについては第5章 で触れる)。

2 Painleve性 とPainleve方 程 式

 本 章 で はPainleve性 とPainleve方 程 式 に つ い て に 解 説 す る8(よ り詳 し く知 りた い 人 は

[6，7，8，9，10，11]を 参 照 の こ と)。

 複 素 平 面 上 の 孤 立 特 異 点 に は い くつ か の 種 類 が あ る。 例 え ぽ(z-a)一1の 特 異 点aは 極

(pole)， z 1!2や10g zの 特 異 点z=0は 分 岐 点(branch point)， exp(z-1)の 特 異 点z=0は

真 性 特 異 点(essential singularity)で あ る。 極 以 外 の 特 異 点 を ま と め て 臨 界 点(critical

point)と 呼 ぶ。

(図)特 異 点 の ま とめ

ξ=z-zo， z一→，Zo， p>0： 整i数：

 極(pole)：w～ ξ一ρ

一 一傍灘縦 灘 譱 棗富∴
ξ

 複素平面における常微分方程式の特異点が積分定数(初 期値)に 依存するとき，その特異点

を動 く特異点(movable singularity)と 呼ぶ。線形常方程式の解の特異点 は方程式の係数で

決まるのでその特異点は動かない特異点である。

 (例2.1) 2階 の線形常微分方程式

    2dz2+zdz+zw=0

の求積解は

(2.1)

6空 間変 数 をx
， 時間変 数 をtと す る(1+1)次 元偏 微 分方 程式 で あ り，代 表 的 な ソ リ トン方程 式

の一 つ であ る。

7む しろ
， 幸 い(?)物 理 的 には あ ま り重要 で ない場 合 が多 いの だが， これ らの性質 の同値 性 に関す

る反例 す ら存在 す る。
8本 章以 降度h関 数 を函数 と書 くこ とが あ る

。 ど うして も この よ うな内容 の ものを書 くと きは函数 と

書 くべ きで はな いか と思 って し ま う…… 。
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   w=zl+髱(g1， z2： 積 分 定 数)
     z   z

となる。特異点は積分定数に依存 しない(動 かない特異点)。

C2.2)

一方
，非線形常方程式は動 く特異点をもちうる。

 (例2.2) 1階 の非 線 形 常微 分 方 程 式

   dw     十
w2=O   d

z

の求 積 解 は

      1
   w=
     z-zo

とな る。 ，Zoは動 く特 異 点 で あ る。

(2.3)

(2.4)

 常 微 分 方 程 式 が動 く臨 界 点 を 持 た な い と き， つ ま り極 以 外 の 動 く特 異 点 を持 た な い と き9，

そ の 微 分 方 程 式 はPainleve性 を もつ(ま た はP-typeで あ る)と い う。 す ぐ に 気 づ く通 り こ

のPainleve性 は何 階 の常 微 分 方 程 式 で も も ち うる 性 質 で あ る。 で は こ のP-typeで あ る よ う

な常 微 分 方 程 式 は ど の よ うに 分 類 さ れ るの か? 現 在 ま で に 豊 富 な結 果 が 知 られ て い る の は1

階 及 び2階 微 分 の 時 の み で あ る[12，13](3階 以 上 は ま だ 不 明 で あ る10)。1階 及 び2階 に つ

い て 見 て い こ う(す ぐに 分 か るが2階 の 時 にPainleve方 程 式 が 出 て くる)。

[1] 1階 の 常微 分 方 程 式=

 1階 の 常 微 分 方 程 式(F：zの 有 理 函 数 で局 所 的 に解 析 的 とす る)

   dw     =F(w ，z)   dz

 がP-typeで あ る の は一 般 化 さ れ たRiccati方 程 式

   dw     =Fo(z)+Fl(z)w+Fz(z)w2
   dz

 の み で あ る こ とが 知 られ て い る[7]。 この 方 程 式(2.6)は

   w(z)=Fz(z)dz(ln v(z))

 とすれぽ

    2dz2 F2{dzz+FiF2}dz+FoFzv=O

(2.5)

(2.6)

C2.7)

(2.8)

9本 に よって は 「初 期 値 に依 存 す る特 異 点 は高 々極 しか な い」
， 「動 く特 異 点 は高h極 しか な い」や

「全 て の動 く特異 点 が極 のみ」 等 の表 現 の ときもあ る。

10Bureauは3階 の常 微分 方程 式 の部分 的 な分類 に成 功 して い る(詳 し くは[7]を 参照 の こと)
。
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と線 形 化 で き る。 この 結 果 を最 初 に注 目 した の は(お そ ら く)Kovalevskayaで あ った 。 彼 女

は コマ の 運 動 の解 け る モ デ ル を研 究 す る上 で ， コマ の 運 動 方 程 式 を 記 述 す る常 微 分 方 程 式 がP

-typeで あ る こ とを要 求 した 。 そ の 結 果4種 類 の 解 け る モ デ ル(つ ま り可 積 分 な モ デ ル)を 見

いだ した。 そ の 内3つ は 既 知(自 明 な も の，Eulerの コ マ そ してLagrangeの コ マ)で ， 残 り

の 一 つ が そ れ ま で に 知 られ て い な い も の で あ っ た11。 現 在 こ の コ マ はKovalevskayaの コ マ と

呼 ば れ て い る[14]。

[2] 2階 の 常 微 分 方 程 式=

 PainleveとGambierら は2階 の常 微 分 方 程 式

   dew-F.(dw}w， z)         C2.9)dz dz

            dw              について有理函数
，wに ついて代数函数そしてtに ついては解を考察 した。ただ しFは            dz

析函数 とす る。彼 らは全ての可能 な(2.9)型 方程式の中からP-typeで ある50個 を見つけ出

した。そして50個 の内で既知の函数(楕 円函数や線形方程式の解)で 表せ るものや変数変換に

よ っ て そ の他 の 方 程 式 に な る もの を 除 く と， 残 りが6個 の 方 程 式 に な る こ とを 示 した。 この6

個 をPainleve方 程 式12；

P1： 參 一6w・+z，

   2Pz：dz=2w3+zw+a，

P3：dewd
z2-1w(dwdz)2一 濃+1z(awZ+β)+γ が+δ 嘉

P4： 參 一12w(dwd
zア+号 が+4zw2+2(zZ一 α)w+aw，

P5：dewdz2一{12w+剥(額 一濃+(w-1z2)2@+β ÷)+wYz

       w(w+1)     十 δ

        w-1 '

P6： 參 一壱{か
ωと1+ω ≒}(額 一{吉+1z-1+纛 隴+

     w(wz'そ1)(w-zz_1)z){α+a zw2+γ((zw≡1)1)・+δぎCIw⇒}，

(2.10)

(2.11)

(2.12)

(2.13)

(2.14)

(2.15)

と呼 ぶ 。 こ こで α，β，γそ し て δ は任 意 パ ラ メ ー タ で あ る。 下 線 か らPainlev6方 程 式 を 解 く

た め に は(パ ラ メ ー タ の 特 別 な値 の 場 合 を除 い て)新 し い函 数 を 導 入 す る必 要 が あ る。 つ ま り

ii注 目すべ きは コマの運 動 とい う身近 な物 理 現 象 の可 積分 条 件 を物 理 的要 請 で は な く
， Painleve性

とい う数理 的要 請 か ら得 た ことだ と思 う。
12慣 例 に従 ってP

lか らP6と 名付 ける。
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Painleve方 程 式 はPainleve超 越 函 数 と い う新 しい 函 数 を 定 義 し て い る。

 最 近Painleve方 程 式 また はPainleve性 は物 理 学 の様 々 な 分 野 で顔 を 出 す よ うに な っ た 。 ま

た ソ リ トソ方 程 式 との 関 係 及 びP1か らP6に 至 るそ れ ぞ れ の 代 数 構 造 や 厳 密 解 の 解 構 造 に つ い

て の研 究 が 大 変 活 発 で あ る13。 この 中 か らPainleve性 と ソ リ トン方 程 式 と の 関 係 は この 小 論

の 本 題 で あ る 可 積 分 判 定 法(Painleveテ ス ト)の 基 本 的 な 指 針 で あ るAblowitz-Ramani

-Segur予 想 を 与xる こ と と な っ た(次 章 で解 説 す る)
。

3 Painleveテ ス ト=連 続系の可積分判定 テス ト

 与xら れた非線形発展方程式の可積分性を調べることはもっとも基本的な問題の一つである。

例 えぽ確かに初期値問題を解いた りNソ リトン解を構成すれ ぽ，可積分方程式 といえる。し

かし，それ らを経由せずに可積分性を調べる方法はないものか。そのような方法があれば大変

有用である。完全な意味ではまだそのような方法は知られていない14。しかし可積分の(あ く

までも)候 補15で良いならぽ，ある程度有効な方法が知 られている。それが この小論の本題で

あるPainleveテ ス トである16。

 Painleveテ ス トに はAblowitz-Ramani-Segurア ル ゴ リ ズ ム(Ablowitz-Ramani-Segur

法 ：常 微 分 方 程 式 に 対 す る も の)とWeiss-Tabor-Carnevaleア ル ゴ リ ズ ム(Weiss-Tabor

-Carnevale法 ：偏 微 分 方 程 式 に 対 す る も の)が あ る
。 本 章 で は ま ずPainleveテ ス ト と い う

も の の 動 機 と な っ たAblowitz-Ramani-Segur予 想 を ， そ の 後Ablowitz-Ramani-Segur法

とWeiss-Tabor-Carnevale法 を 続 け て ， 具 体 例 を 挙 げ な が ら 紹 介 す る[16]。

3.1 Ablowitz-Ramani-Segur予 想

 Ablowitz-Ramani-Segur(ARS)予 想[17]と は

     完 全 可 積 分 な偏 微 分 方 程 式(PDE)の リダ ク シ ョン(reduction)

     と して 得 られ る全 て の 常 微 分 方 程 式(ODE)は(た ぶ ん変 数 変 換

     の後 で)P-typeで あ る17。

とい う も の で あ る。 このARS予 想 は前 章 の 最 後 で も触 れ た が， ソ リ トン方 程 式 とPainlev6

性 の 関 係 を 調 べ る うち に主 張 され た もの で あ る。 まず 例 を用 い て こ の 関 係 を 見 て い こ う。

13Hamilton構 造[7]やLax対[15]等
。

is可 積分 の定 義 がは っ き りしない ので仕 方 が ない と も思 う
。

15こ の可 積分 の候 補 の こ とをPainleve性 を もつ とい う意味 での可 積分 と呼 ぶ ことに したい
。

16可 積 分系 を研究 す る者 とす れ ば候 補 で もあれ ぽあ りが た い
。 しか もその 方法 が， あ る程 度慣 れ は

必要 だ が， アル ゴ リズ ムがは っ き りしてい るの で機械 的 にで きるのだ か ら!!
17そ して この後 「そ して その時 のみ 逆散 乱法 で解 け る

。」 と文章 は続 く。

 6



Painleve性 (戸田晃 一)

 (例3.1)modified KdV(mK：dV)方 程 式

 modified Korteweg-de Vries(mKdV)方 程 式 と は

   vt-6v2vX一 トvxzx=0 (v=zノ(x， t))

で 与xら れ る18。mKdV方 程 式 は 名 前 が 示 す と お りKdV方 程 式

   ut十6uux→ 一uxxx=0 (u=u(x， t))

を 変 形 し た も の で あ る 。 両 者 はMiura変 換19

        2   u=一7/ x-v

により互いに変換される。

(3.1)

(3.2)

(3.3)

 と こ ろ で これ か ら の た め に， ソ リ トソ理 論 に お い て た び た び 出 て く るdegree計 算 に つ い て

触 れ て お き た い。 未 知 関 f=f(tk)のdegreeを[〆]=ノ ， 変 tkのdegreeを[tk]=一kと

す る20。tkで 微 分 す る度 にdegreeはkだ け 増 え る。 例 え ぽ[∂tkJ]=ノ+kま た は[∂ 一itk]=[∫

fdtk]=j-kと な る。

 そ れ で は話 を元 に 戻 してP2と の 関 係 を 見 てみ る。 mKdV方 程 式 のdegree計 算 を す る。[x]

=一1と す る と[v]=1 ，[t]ニ ー3と な り21，mKdV方 程 式(3.1)自 身 はdegree 4の 同 次 式 と

な る。 そ こ で解v(x，t)=v(t， ， t3)に つ い て も こ の 同次 で あ る とい う条 件(similarity条 件)

   v(λ1'1，3t3)=λ 一lv(t，， t3)(λ ：similarityパ ラ メ ー タ)             (3.4)

を課 す こ とが これ か ら の 議 論 の 意 味 を もつ 。 このsimilarity条 件 の 下 で ， v(x， t)=v(t， ， t3)

は一 変 数 の 関 数(similarity解)

   v('1，t3)=(3t3)一i sw(z)， z=(3is)一1/3tl                                    (3.5)

とな る。 こ のsimilarity解 を 方 程 式(3.1)に 代 入 す る とw=w(z)の 満 た す 方 程 式 は

   一(zw)'=6w2w'一w” ノ                                          (3.6)

とな り22，一 回 積 分 す る と

   w”=2w3十zw十a                                                      (3.7)

とな る。 こ こで α は任 意 な積 分 定 数 で あ る。 この 方 程 式(3.7)はP2で あ る。

(例3.2)KdV方 程 式

KdV方 程 式(3.2)のdegree計 算 を す る と[x]=一1，[t]=一3，[u]=2を 得 る。 そ し て

18こ こで(そ して これ以 降 も)漁 字 のxやtは 偏 嬲 を9
0例 え甑 一auax'uXxX一 券 畿

19 この変 換 は ソ リ トン理論 におい て非常 に重 要 な もので あ る
。 例 えぽKdV方 程式 の保 存量 を導 出す

るの に重 要 な役割 をす る。 この変換 自身 はRiccati方 程 式 の一 つで あ り， Backlund変 換 で もある。

20慣 例 的 にtkと 書 いた
。 時 間変数 のtと 混 同 しそ うだが， こ こで は別 もの と考 えて ほ しい。

21[x]=一1と[t]=一3よ りx=彡1及 びt-t3と 書 け る
。

22>こ で(そ して これ以 降 も)・ は常嬲 を裁 餓 ぽf'一df
dz及 び zf dz等で あ る.
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KdV方 程 式 のdegree自 身 は5で あ る。 よ っ てsimilarity条 件 の 下 で， similarity解 は

   u(x，t)=u(tl， t3)=3(t3)一2/3y(z)， z=(3is)一1/3tl                        (3.8)

と な る。(例3.1)と 同様 な 計 算 をす る と

   y'”一ト6yyノー(2y一十一zy')=0                                                (3.9)

と な る。 こ こでMiura変 換

   y=一wノ ーw2                                                           (3.10)

の下 で ， 方 程 式(3.9)は

   (一dz2-2wdz/Cw” 一2w3-zw)=0      (3.11)

とな る。 した が ってwは

   W” 一2w3-zw=0                                                   <3.12)

を満 た す 。 これ は α=0の と き のP2で あ る。

 ま た ， 別 のsimilarity解

   u(x，t)二u('1， t3)一w(z)一 ξあ， z=t，+3ξ8(ξ ：任 意 定数)        (3.13)

を考 え る と，w(z)は

   w'”+6z〃z{/一 ξ=0                                       (3.14)

を満 た す。 一 回 積 分 し， 簡 単 な 係 数 変 換 を 行 う とKdV方 程 式(3.14)は

   〃リ”=6wz一 トz                                                 (3.15)

と な り， これ はP1で あ る。

 更 に， 進 行 波 解

   u(x，t)=f(z)， z=x-cat(Cl： 任 意 定 数)                 (3.16)

を仮 定 す る と方 程 式(3.2)は

   f，，，一ト6∬，一Cl∫ノ=0                                                            (3.17)

と な り一 回 積 分 す る と

   ノ”+一3/2-61∫=Cz(c2： 任 意 の積 分 定 数)            .     (3.18)

と な る。 これ は楕 円 函 数 を定 義 し て お り， そ の特 異 点 は極 の み で あ る こ とが 知 られ て い る。 つ

ま り この 場 合 も方 程 式(3.2)がP-typeで あ る こ とが いxる 。

 (例3.3)Boussinesq方 程 式

 Boussinesq方 程 式 は

   utt-uXX+uuXX+LIX+14uxxxx(u-u(x， t))

進 行 波 解

   u(x，t)=w(z)， z=x-ct(C： 任 意 定 数)

を 仮 定 す る と方 程 式(3.19)は

   (1-CZ)w〃+12(wZ)〃+4w” ”=0

 8
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Painleve性 (戸田晃 一)

となる。 これは2回 積分が可能である。積分定数による係数変換をした後，方程式(3.21)は

   w”十2wZ十 α=0ま たはw” 十2w2十z=0                 (3.22)

となる。前者は楕円函数で積分可能で，後者は係数違いのP1で ある。

 (例3.4)Sine-Gordon(SG)方 程 式

 Sine-Gordon(SG)方 程 式 は

   uxt=sin u (u=u(x， t))                                        (3.23)

で与 え られ る。 この 方 程 式 は 振 り子 の 問題 か ら場 の 理 論 ま で物 理 学 に は お 馴 染 み の 可 積 分 方 程

式 で あ る。 これ まで と 同様 にsimilarity解

   u(x，t)=f(z)， z=xt                                               (3.24)

を考 え ， 更 に変 数 変 換

   w(z)=exp(if(z))         (3.25)
を 行 う と

   w”=w-1(w')2-z-lw'十(2z)一1(wZ-1)                                     (3.26)

を 得 る が ， これ はP、 の 特 別 な 場 合(α=一 β=1， γ=δ=0)で あ る 。

 (例3.1)か ら(例3.4)の よ うにそ の他 多 くの ソ リ トン方 程 式 に つ い て もPainleve性 と

の 関 係 が 知 ら れ て い る23。 以 上 がAblowitz-Ramani-Segur(A：RS)予 想 の 根 拠 で あ る。

ARS予 想 に は 限定 的 な証 明 は あ る。 しか し そ の一 方 で ， 反 例 も あ る た め そ の逆 は 成 立 しな い。

3.2 Painleveテ ス ト=Ablowitz-Ramani-Segur法

 Ablowitz-Ramani-Segurは 与xら れ た 常 微 分 方 程 式 がP-type(す な わ ちPainleve性 を も

つ とい う意 味 で の 可積 分)で あ るか ど うか を判 定 す る ア ル ゴ リズ ム を与 えた 。 この アル ゴ リズ

ム はAblowitz-Ramani-Segur法(ARS法)と 呼 ぼ れ て い る。 本 節 で は， 例 を 用 い て， この

アル ゴ リズ ムの 紹 介 を す る。

 テ ス トす る常 微 分 方 程 式

   F(y(n)，y(n-1)， … ，y，， y)=0                                            (3。27)

の(解 が もつ 特 異 点 の近 傍 で の解 の 挙 動 を 調 べ る た め)Laurent級 数 解(z=kOの 周 り)
         

   y=y(z)=Σyj(z_、Zb)j一 ・                 ・    (3.28)
        ゴコ 

を考える。ただ しy。≠0と する。そしてこの展開が特異点の周 りで十分な情報をもった展開で

23Painleve方 程 式 の中 で
， full parameter(4つ)のP6は ソ リ トン方 程式 か らは導 出 され て いな い。

も う少 し枠 を広 げ て，self-dual Yang-Mills(SDYM)方 程式 を考 えれ ぽ導 出可能 で あ る[8，18]。

SDYM方 程 式 は， いろ いろ な群 を選 び，変 数 に制限 を課 す ことに よ りさ まざま な可積分 系 を導 出す る。

いわ ぽ可積 分系 の大 きな ク ラスの親玉 で あ る こ とが知 られ て い る(Ward予 想[19])。
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あ る こ とを 調 べ れ ぽ よい 。 そ の た め に 以 下 の 事 柄

 1.主 要 特 異 点 挙 動(leading order： αで 正 の 整 数)を 決 定 す る，

 2.Laurent級 数 展 開 に よ りresonance(任 意 定 数 が 現 れ る ノの位 置)を 求 め る，

 3.resonanceの 個 数 に 対 応 す る任 意 定 数 の 存 在(整 合 性)を 確 か め る，

を チ ェ ッ クす る とい うの が ， 具 体 的 なARS法 の ア ル ゴ リズ ム で あ る[16，17]。 各 の 意 味 を 簡

単 に 説 明す る と

 1.主 要 項(級 数 解 中 の ノが0の 時24)の 釣 り合 い を 考 え る こ と で ， 正 の 整 数 のleading

  orderを 探 す25。 (Leading Order解 析)，

 2.十 分 な 数 の任 意 定 数 がLaurent級 数 展 開 に 入 り得 る こ とを示 す(Resonance解 析)，

 3.Laurent級 数 展 開 に 矛 盾 が な い こ と を確 認 し て い る(Compatibility条 件)，

と い う こ とで あ る。

 (例3.5) P1方 程 式

 P1方 程 式 を も う一 度 書 くと

   w” =6 w2一十z                                                 (3.29)

で あ る。

 0.Laurent級 数 解 ：

  2=為 の 周 りで の 級 数 解
           

     w=w(z)=Σ W」(z一 、Zb)j一α                   (3.30)
          ゴ=0

  を 考 え る。

 1.Leading Order解 析 ：

  級 数 解(3.30)で ノ=0と し方 程 式(3.29)の 主 要 項2項w” とw2が つ りあ う よ うに す る

  と正 の整 数 のleading order

     α=2， Wo=1                                        (3.31)

  を 得 る。

 2.Resonance解 析 ：

  α=2の 時 のLaurent級 数 解 を方 程 式(3.29)に 代 入 して 整 理 す る と， 係 数wゴ の満 た す 漸

  化 式
             ゴ  

     (ブー6)(ノ+1)W」=6Σ WhW」 一h・+W・                (3.32)
             んニ 

  を 得 る。 こ こで 略 ・は 肌=kO， W， =1， そ の他 の ノで は 隅=0で あ る。 そ して これ か ら ブ

  を0，1， …，5と 動 か し て い くこ とに よ りW」 は

24こ の とき局 所Laurent級 数 展 開 とい う
。

251eading orderが 非 整数 な ら特異 点 は動 く分岐 点 となる
。 この場 合 は変数 変換 後 に動 く分 岐 点 を持

た な くな る こと もあ る。

 10



Painleve性 (戸 田晃一)

    w・一1，w1=w・ 一w・ 一〇， w4一_.Zo10'w・ 一 一16    (3.33)

 と一 意 的 に求 ま る。 そ し てj=6の 時ZUsを 決 め る漸 化 式 の 左 辺 と右 辺 が と もに0に な っ て

 しま う。 つ ま りZUsは 任 意 に とれ る こ と を意 味 す る。 も う一 つ の 任 意 性 は ，Zoの存 在 で 保 証

 され る。 こ の時 の ノをresonanceと 呼 ぶ(今 の 例 で は 一1と6)。

3.Compatibility条 件 ：

 この 例 の 場 合 は 簡 単 で ，2個 の 任 意 パ ラ メ ー タ ，Zo(resonance-1に 対 応)とZUs(reso-

nance 6に 対 応)を 持 つ こ とが 明 らか で あ る。

4.結 論 ：

以 上 よ り方 程 式(3.29)は2個 の 任 意 パ ラ メ ー タ を もつLaurent級 数 解 を 持 つ こ と が 確

か め られ た 。 そ して こ の時 ， 方 程 式(3.29)はARSテ ス トを パ ス した と い う。

 (例3.6) 2階 の 常微 分 方 程 式

 2階 の常 微 分 方 程 式26

   w”==6w2+Aw(w=w(z)， A： 定 数)                 (3.34)

を 考 察 す る。 こ の例 は(例3.5)よ り複 雑 とな る。

 0.Laurent級 数 解 ：

  Z=kOの 周 りで の 級 数 解
          の

     w 。=w(z)=Σ W」(2_、zo)」一・                   (3.35)
          」=0

  を考 え る。

 1.Leading Order解 析 ：

  級 数 解(3.30)で ノ=0と し方 程 式(3.29)の 主 要 項2項z〆'とw2が つ りあ う よ うに す る

  と正 の 整 数 のleading order

     α=2， zr/o=1                                        (3.36)

  を得 る。

 2.Resonance解 析 ：

  α=2の 時 のLaurent級 数 解 を 方 程 式(3.34)に 代 入 して整 理 す る と， 係Va w5の 満 た す 漸

  化 式
     の                    の  ゴ          

     Σ(7L3)(ノ ー2)ω ブgゴ 4=6Σ 2 WhW」 一h+ΣAW」 一2gゴー4(g==z一 、Zb)     (3.37)
     ブニむ                  ブモむんニユ       ノニ 

  を得 る。 そ して こ れ か ら ノを0，1， …，5と 動 か し て い く こ と に よ りgの 各 巾 を 比 較 す る

  こ とに よ りWゴ は

     w・一1，Wl-w3-w・ =・，晩一一金 ， w4一 峩      (3・・38)

  と一意的に求まる。そ してノ=6の 時w6を 決める漸化式は

26こ の方 程式 は楕 円函 数 を用 いて解 け るの でP-typeで あ る
。

11
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    Oxws=w4(12wz十A)=0                                           (3.39)

 と な り左 辺 と右 辺 が と も に0に な っ て し ま う。 つ ま りwsは 任 意 に とれ る こ とを 意 味 す る。

resonanceは ノ=6と な る。

3.Compatibility条 件 ：

 2階 の常 微 分 方 程 式 なの で2個 の 任 意 パ ラ メ ー タ が あ る はず 。一そ し て2個 の 任 意 パ ラ メ ー

 タ20(resonance-1に 対 応)とZUs(resonance 6に 対 応)を 持 つ こ とは 明 ら か。

4.結 論 二

以 上 よ り方 程 式(3.34)は2個 の 任 意 パ ラ メ ー タ を・もつLaurent級 数 解 を 持 つ こ と が 確

か め られ た 。 つ ま り方 程 式(3.34)はARSテ ス トを パ ス した 。

 (補 足 説 明)

(i)も しLaurent級 数 解(3.35)と 仮 定 した 時 にleading orderα が 整 数 で な けれ ぽ， 解 は動

 く代 数 的 分 岐 点 を含 む こ と に な るだ ろ う27。

(ii)も しleading orderα が 整 数 で あ っ た と し て も，(3.39)に お い て 右 辺 が0で な い時 ， 通 常 ，

 Laurent級 数 解(3.35)のwsS4+0(s3)を(ws+ys log S)s9+0(s3)で 置 き換 え る必 要 が

 あ り， この 場 合 ， 解 は動 く対 数 的 分 岐 点 を 持 つ こ と に な る で あ ろ う(こ こでysは 適 当 な 係

 数)。

 (例3.7) 2元1次 連立常微分方程式

 この節の最後の例 として2元1次 連立常微分方程式(x=x(z)，y=y(z))

   f
    x'=x(a y)             (

a，b： 定 数)                    (3.40)

    y'=yCx-b)

を考xる 。

 0.Laurent級 数 解 ：

     {
      x=Σ 笑。x；(z-zo.)ゴーα                                        (

3.41)

      y=Σ 罪oyブ(z-zo)一a

  を 考 え る。z=，Zoの 周 りで の 級 数 解 を 考 え て い る が ， この 方 程 式(3.41)は 自励 系 で あ る

  か ら， 常 に 緬=0と し て計 算 して も一 般 性 を失 わ な い 。 よ っ て 計 算 の 簡 単 の た めLaurent

  級 数 解 は

     {
      x= .i=。κブガ}α                                        (3

.42)
      Y=Σ 異oyゴ♂ β

  とする。

27も し現れ た分数 の分母 でLaurent級 数 解 の巾 を くくった状態 でPainleveテ ス トを続 け る こ とが 出

来 れ ぽ， テ ス トさ れ た 方 程 式 はWeak(弱)Painleve性 を もつ と い う。 そ し て こ の 時 の テ ス トを

Weak(弱)Painleveテ ス トと呼 ぶ[1，7，16，22]。 偏 微 分 方 程 式 の時 も 同様 の 議論 が で き る。

しか し残念 な が らWeak Painleveテ ス トにつ い ては この小論 で は扱 わ ない。
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1.Leading Order解 析 ：

leading order(α ，β)は 方 程 式(3.41)の 主 要 項 を 比 較 す る こ と に よ り

    a=Q=一1                                    (3.43)

ま た ， ノニ0の 時 の 係 数

   xo=一yo=一1                                                     (3.44)

を 得 る。

2.Resonance解 析 ：

計 算 過 程 は複 雑 な の で ， 結 果 の み を 記 す 。 方 程 式(3.40)のz.i-2の 係 数 に 注 目す る と

    f/
     (j-1+一y。)x；+x。yブ=砿 ゴー一 Σ姦～κ，一kyk                                      (3

.45)

     一y。x；+(j-1-x。)yゴ=一 ∂yゴー1一Σ毒～κ々 yゴー々

を 得 る。 これ ら を ま とめ る と

   ((∵)(∴))(笠 臆1慧 蠶) (3.46)
 と い う漸 化 式 を得 る。 こ の 右 辺 はxk， yk(k=0，1， …，ノー2， j-1)の み を 含 む か ら， 漸 化

式 でx。，y。か ら順 に 求 ま っ て い く。2元1次 連 立 方 程 式 な の で 考 え て い るLaurent級 数 解

(3.41)に 矛 盾 が な い よ うにす るた め に は2個 の 任 意 パ ラ メ ー タ が 決 ま る はず で あ る。 今

テ ス トし て い る方 程 式(3.40)は 自励 系 な の でzをz-zoで 置 き換 え，20を1つ の 任 意 定

数 と考 え る こ と は い つ で も可 能 で あ る。 従 って 級 数 解 の 係 数 の 中 に任 意 定 数 を1つ と る こ

 とが 出来 れ ば よ い。 しか し， 関 係 式(3.46)を 見 れ ぽ， 全 て のx；，yゴは 何 も な け'れぽxo， y。

 か ら一 意 的 に決 ま っ て し ま い ， 任 意 定 数 が 入 る 余 地 は な い。 唯 ヅ ， 関 係 式(3.46)をx； ，

yゴに 関 す る連 立1次 方 程 式 だ と見 た 時 に解 は 不 定 に な り， つ ま り連 立1次 方 程 式(3.46)

の 左 辺 の 行 列 の行 列 式 が0に な る時 の み に 任 意 パ ラ メ ー タ を得 られ る は ず で あ る。(3.44)

に 注 意 す る と

     (〉一1十yo)   xo                
=(ノ 十1)(ノ ー1)=0                        (3 .47)   det

       -ya  (ノー1-xo)

 と な り，

   j=ｱ1                                                             C3.48)

を 得 る。 これ よ り ノ=1の 時 つ ま りx，ま た はy1が の ど ち ら か が 不 定(任 意 パ ラ メ ー タ)に

な る可 能 性 が あ る。 ち な み に ノ=一1に 対 応 す る任 意 パ ラ メ ー タ はz。で あ る。

3.Compatibility条 件 ：

ノ=1の 時 ， 連 立1次 方 程 式(3.46)を 書 き直 す と

     1-1xi-a_     (3.49)一11yi-b

 と な る。 矛 盾 が な い た め に は

    a十b=0                                                        (3.50)

で な け れ ぽ な ら な い 。 こ の時 ， 方 程 式(3.49)は

                                       13
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   x，_y1=_a                                                       (3.51)

 と な り，x，も し くはy1の どち らか を 任 意 に と る こ とが で き る。 よ って2個 の任 意 パ ラ メ ー

 タ は二 つ の 可 能 性(，Zo，κ1)も し くは(20， yl)が あ る こ と を確 認 した 。

4.結 論 ：

以 上 よ り方 程 式(3.40)はa+b=0の と き の み2個 の 任 意 パ ラ メ ー タ を もつLaurent級

数 解 を持 つ こ とが 確 か め られ た。 つ ま り方 程 式(3.40)はa+b=0の と き.のみARSテ ス

 トを パ ス した 。 この場 合 は可 積 分Lotka-Volterra方 程 式 と して 知 られ て い る。 この よ う

にARS法 は与 え ら れ た 常 微 分 方 程 式 が 可 積 分28か ど うか 判 定 す る だ け で な く， 可 積 分29

 と な る よ うな 条 件 を求 め るの に も役 立 つ こ とが 分 か る(偏 微 分 方 程 式 に対 す る同 様 な試 み

は 第4章 で 紹 介 す る)。

以上 ， 例 を用 い て ，Painleveテ ス トの 一 つ で あ るARS法 につ い て 紹 介 した30。

3.3 Painleveテ ス ト ：Weiss-Tabor-Carnevale法

 偏 微 分 方 程 式 の 可 積 分 性 を 調 べ る た め にPainleveテ ス ト(ARS法)を 使 う際 ， い ち い ち常

微 分 方 程 式 へ の リダ ク シ ョソ を行 うの は 非 常 に不 便 で あ る。 確 か に偏 微 分 方 程 式 で も(例3.

1)か ら(例3.4)で 扱 った 方 程 式 の よ うに 幅 広 く研 究 さ れ ， 可 積 分 性 が 既 に 知 ら れ て い る

も の に はARS法 で も可 能 で あ る。 しか し偏 微 分 方 程 式 か ら常 微 分 方 程 式 へ の リダ ク シ ョンす

る変 換 を 見 つ け る方 法 に一 般 的 な も の は存 在 して い な い。 そ こでWeiss-Tabor-Carnevaleは

偏 微 分 方 程 式 の ま まPainleveテ ス トを 行 え る ア ル ゴ リズ ム を 提 案 した[20，21，22]。 現 在 こ の

ア ル ゴ リズ ム はWeiss-Tabor-Carnevale法(WTC法)と 呼 ぼ れ て い る。 本 節 で は， 例 を 用

い て， このWTCア ル ゴ リズ ム の紹 介 を す る31。

 多 変 数 の 複 素 関 数 の 特 異 点 は1変 数 の場 合 の よ うに 孤 立 特 異 点 で は あ り え な い。 特 異 点

(singular point)に 代 わ っ て多 変 数 の場 合 は 特 異 多 様 体(singular manifold)が 現 れ る。 一 般

に ，n個 の 独 立 な 複 素 変 z、， zz，… ，2nの 関 数 〆(z，， z2，… ，2n)の 特 異 点 が ， あ る関 数 関 係 式

   φ(z，，zz，…， zn)一 〇(φ ：任 意 関 数 で φκ≠0)                 (3.52)

で表 され る とす る。 この 関 係 式(3.52)を 特 異 多 様 体 と よぶ 。 非 線 形 発 展 方 程 式

   ut=K[u]， u=u(z， ，，2'2，・・。，2n)                                         (3.53)

の 解u(zl， zz，…， zn)32が 特 異 多 様 体 φ(Z1， z2，… ， zn)の 周 りで 極 しか もた な い で ， か つ 特 異 多

様 体 の近 傍 で 実 際 に 一 価 で あ る とす る な ら ぽ， 方 程 式(3.53)はPainlev6性 を もっ 。 言 い 換

xれ ぽ 解u(z， ，z2，… ， zn)が φ=0の 近 傍 で

28こ こで云 う可積分 とはPainleve性 を もつ とい う意味 で の可積 分 で ある
.

29 同上
。

30た だ し各 の例 毎 で計算 方法 を少 し変xて み た
。

31筆 者 が偏 微分 方程 式 の可積 分性 に興 味 が ある とい うこと もあ り
， 少 し詳 し く紹 介 す る こ とにす る。

32こ の解 にあ る種 のmeromorphicity(一 価 性)の 要請 が 下線 の事 柄 を要請 す る
。
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Painleve性 (戸田晃 一)

            

   u(zl， zz，'●'， zn)=Σ U」(21， z2， … ， Zn)φ ゴーα(Zl，.z2， … ， Zn)           (3.54)
           ゴニ 

とLaurent(型 の)展 開 が で き る(た だ し収 束 性 につ い て は何 も触 れ な い)こ と意 味 し て い る。

こ こで ， α(1eading order)は 正 の整 数 ， zeゴ(21， z2，… ， zn)は 特 異 多 様 体 φ(21，22，…，2n)=0の

近 くで 正 則 な関 数 で あ る(そ し て少 な くと もu。 ≠0で あ る)。 今 考 え て い る偏 微 分 方 程 式(系)

のorderがNで あ る とす れ ば ， そ の 一 般 解 は(原 理 的 に は)N個 の 任 意 関 数 を 使 って 表 現 さ

れ るべ き で あ る。 よ っ て 解u(z， ，z2，●●'，2n)が 一 価 で あ り， 一 般 的 な初 期 条 件 に 対 し て φ=0

で 特 異 性 を 持 つ とす れ ぽ， そ の 展 開(3.54)に お い て， 展 開 係 数 関 数 u，(Zl， z2，… ， z。)の 中 に

は(N-1)個 の任 意 関 数 が 含 ま れ て い な け れ ぽ な ら な い(残 りの1個 は φ=φ(z、，g2，…， Zn)

の 任 意 性 にお しつ け る)。

 この よ うな要 請 は考 え る偏 微 分 方 程 式(系)の 形 ， また は その 係 数 に現 れ るパ ラ メー タ に制

限 を与 え る。 この 事 実 を調 べ る こ とがPainleveテ ス ト(WTC法)と な る 。

WTC法 の 具 体 的 な ア ル ゴ リズ ム は[6，9，11]

 1.局 所Laurent展 開 に よ りleading orderを 決 定 す る(Leading Order解 析)，

 2.一 般 化Laurent展 開 に よ りresonanceを 求 め る(Resonance解 析)，

 3.resonanceの 個 数 に 対 応 す る任 意 関 数 の 存 在(整 合 性)を 確 か め る(Compatibility条

  件)，

とい うもの で あ る。

 (例3.8)Burgers方 程 式(order 2)

 Burgers方 程 式

   Ut-z4z4κ 十Uxx=0 (z4=u(x， t))                                         (3.55)

は非 線 形 散 逸 方 程 式 で あ る。

 1.Leading Order解 析 ：

     z4(・c， t)～z40(x・t)φ 一α(x・t)                                         (3.56)

  と し(局 所Laurent展 開)，(3.55)式 に 代 入 す る と， φ の 最 低 次 数 を 持 つ 項UUx， π。。よ

  り

     α=1                                             (3.57)

  とな る。 つ ま りleading orderは1で あ る。

 2.Resonance解 析 ：

  leading orderカ ミ1よ り，
         め

     u(x，t) =Σuゴ(x，t)φ ゴー1(x，1)                 (3.58)
         ゴニむ

  とす る(一 般 化Laurent展 開)。 これ を(3.55)式 に 代 入 す る と， φ一3，φ一2などに 比 例 す

  るu。=一2φ 。，Ul=(φ 。x+φ ∂/φxな どが 得 られ ， Ujは 次 の 漸 化 式
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    (ノート1)(ブー2)φ 髪z6ブ=F；(u，一，，… ，uo，φご，φκ，… )                          (3.59)

 に 従 っ て決 ま る こ とが 分 か る。

   ノ=一1， 2            .                                           (3.60)

の 時F；=Oな ら ぽ， 漸 化 式(3.59)よ りu； は 任 意 関 数 と な る。 こ の(3.60)をreso-

nanceと 呼 ぶ。

3.Compatibility条 件 ：

ノ=一1は φ自 身 の 任 意 性 に よ り， どん な方 程 式 に 対 して も存 在 す るresonanceで あ る。 こ

の方 程 式 のorder 2な の で 任 意 関数 は φ 自身 の任 意 性 を 除 い て残 り1個 あ る。 これ を確 か

め る。 漸 化 式(3.59)よ り展 開 の各 段 階 で 得 られ る関 係 は

   ノ=2 ：0× φiをz42==(一φオー十一u，φκ一φκκ)x=0，                             (3.61)

   ノ=3；4φ 勉 ・一 一 π1・惚1π1・ 一 π1 一2%・ φ 一.蛎 φ・..    (3・62)

の よ うに与 え られ る。uzは(3.61)よ り任 意 に とれ る こ とが 分 か る。 そ し てu；(x， t)(ノ

 ≧3)は 一 義 的 に 決 ま る。

4.結 論 ：

以 上 よ り，Burgers方 程 式 は 任 意 関 数 φ， uzを 含 む 形 で しaurent展 開 で き る の でWTC

法 を パ ス す る。

(例3.9)KdV方 程 式(order 3)

KdV方 程 式(3.2)に 対 してWTC法 を 適 用 す る。

1.Leading Order解 析 ：

    z4(x， t)～Uo(x， t)φ一α(x， t)                                         (3.63)

 と し(局 所Laurent展 開)，(3.2)式 に 代 入 す る と， φの 最 低 次 数 を 持 つ 項UUx， 〃。。xよ

 り

    α=2                                             (3.64)

 とな る。 つ ま り，leading orderは2で あ る。

2.Resonance解 析 ：

 leading orderカ ミ2よ り，
        の

    u(x，t)=Σu」(x，t) ¢j-2(x，t)                  (3.65)
        ブニ 

 とす る(一 般 化Laurent展 開)。 これ を(3.2)式 に 代 入 す る と， φ'5， φ一4など に 比 例 す

 るu。=一2櫞 ，u、=2φ 。。な どが得 られ ， U」は 次 の漸 化 式

    (ノ十1)(ブ ー4)(ノ ー6)φ 隻z4ゴ=」Fj(z6ブ_1，。・・， z40，φご，φx，・・。)                    (3.66)

 に従 って 決 ま る こ とが わ か る。

    ノ=一1，4，6                                                     (3.67)

 の 時 瓦=0な らぽ ， 漸 化 式(3.66)よ り 笏 は 任 意 関 数 と な る。

3.Compatibility条 件 ：

 ブ=一1は φ 自 身 の 任 意 性 に よ り， ど ん な 方 程 式 に対 し て も存 在 す るresonanceで あ る。
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Painlev6性 (戸 田晃一)

 この 方 程 式 のorder 3な の で任 意 関 数 は φ 自身 の 任 意 性 を 除 い て 残 り2個 あ る。 これ を確

 か め る。 漸 化 式(3.66)よ り展 開 の 各 段 階 で得 られ る 関 係 は

    j=0 ：uo=一2｢X                                                  ；3.68)

    ブ=1 ：ul=2φxκ                                                  (3.69)

    ノ=2=φ κφご十6z42φ翼十4φκφκκκ一3 2xx=0                          (3.70)

    .タ=3： φκご十・6z42φκκ一6z43φ菱一ト XXXX-O                            (3.71)

    .タ=4：0× φ隻z44=(φκご十6z42φκκ一6z43φ灸十 φκκκκ)X=0                  (3.72)

 と な る。uzとusは(3.70)と(3.71)よ り得 られ る。(3.72)か らu4が 任 意 に とれ る こ と

 が 分 か る。 さ ら に高 次 の 関 係 か らusが 任 意 に とれ る こ と， お よ び展 開 を 矛 盾 な く実 行 で

 き る こ とが い え る33。

4.結 論 ：

 以 上 よ り，KdV方 程 式 は 任 意 関 数 φ， u4， usを 含 む 形 で 展 開 で き る の でWTC法 を パ ス す

 る。

(例3.10)SG方 程 式(order 2)

SG方 程 式(3.23)にWTC法 を 適 用 す る た め に はsinを 消 す 必 要 が あ る。 そ の た め 変 数 変

換

   U=U(x，t)=exp(iu(x， t))

に よ り

   UUXt-UXUt一 去(σ3一 σ)

と変 形 す る。 この方 程 式(3.74)に 対 してWTC法 を適 用 す る

 1.Leading Order解 析 ：

     σ ～Uo(x， の φ一α(x，の

  と し，(3.74)式 に代 入 す る と， 最 低 次 数 を 持 つ 項UUXt， UX Ut， U3よ り

     α=2， Uo=4φ κφご

  と な る。 つ ま りleading orderは2で あ る。

 2.Resonance解 析 ・Compatibility条 件 ・結 論 ：

(3.73)

(3.74)

(3.75)

(3.76)

   これ ま で と同様 の 計 算 をす る とresonance j=一1，2を 得 る。 この 方 程 式 のorder 2な

  の で 任 意 関 数 は φ 自身 の 任 意 性 を 除 い て残 り1個 あ る。 そ し てresonanceに 対 応 す る任

  意 関 数 φ，uzを 確 か め られ る。 よ っ てWTC法 を パ ス す る。

 (補 足 説 明)

(i)非 線 形 偏 微 分 方 程 式 の 形 の ま まで は な くて.一 度 広 田変 換(τ 関 数)に よ り広 田 の 双 線 形

33偏 微分 方程 式 に な る と手 計 算 で はや る気 が な くな る よ うな場 合 もあ る
。 その た め に筆者 は共 同研

究者 の兪 成周 氏 と数式 処理 のMathematicaを 用 い た アル ゴ リズ ム を作 った。 いつ か ど こかで 発表 し

よ うと思 って，未 発表 の まま であ る。
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 形 式[5]に 書 き直 して か らWTC法 を行 うアル ゴ リズ ム も あ る[23，24]。

(ii)こ のWTC法 を パ ス した 時 に， そ の 副産 物 と してCole-Hopf変 換 ， auto-Backlund変 換 ，

 t関 数 ，Lax対 等 を 導 出 で き る34[25]。 この こ と に少 し触 れ よ う。

  (例)Burgers方 程 式 の 場 合 二

  級 数 展 開(3.58)中 でuzは 任 意 に とれ る の で ， ua二 〇 とす る と

     j=3：4φ 隻×u3=一z41ご 一トz41z41κ一ulxx                             (3.77)

  と な る の で ，

     z41置一z61z41κ一トulxx-Q                                               (3.78)

  を 要 請 す れ ぽ ，us=0と な り， 更 にu4ニus=…=oと な る こ とが 確 か め られ る。 結 局 こ の

  場 合 ，Burgers方 程 式(3.55)の 解 の 級 数 展 開 は

     π一一2㍗ 晦         (3.79)
     φごニz41φκ一 φκκ                                                      (3.80)

  と な る。u、がBurgers方 程 式(3.78)を 満 た す な ら ば ， uはBurgers方 程 式(3.55)の

  解 と な る。 更 にu，=0(自 明 な解)と お け ば，(3.79)がCole-Hopf変 換

     u一一2窘              (3.81)

  と な り，(3.80)が 拡 散 方 程 式(線 形 方 程 式)

     φご=_φ κκ                                                        (3.82)

  と な る。 つ ま りBurgers方 程 式(3.55)がCole-H：opf変 換 を 通 し て， 拡 散 方 程 式 に 帰 着

  す る こ とが 分 か る。 またu，=φ とお け ぽ，

     π一一2㍗ 偽         (3.83)
     φご=φφx-  XX                                                    (3.84)

  と な る。 これ はBurgers方 程 式(3.55)の 解 を そ れ 自身 の解 に変 換 す るauto-Backlund

  変 換 で あ る。

(例)KdV方 程 式 の 場 合=

級 数 展 開(3.65)中 でu4とusは 任 意 に とれ る の で ， u4=us二 〇 とす る と

   ノニ2： φκφご一←6z42φ 曵一←4φ κφズκκ一3φ 隻κ=0

   .j=3： φκご十6z42φ κκ一6z63φ 隻十・φκκκκ=0

と な る 。 こ こ でu3=0を 要 請 し て

   u2t十 一6uzu2x十 ・Z6zxxx=0

が 成 り立 つ 時 にu；=0(ノ ；≧3)と な る 。 従 っ て

   ノ=2： φxφ亡十6z42φ 灸十4φ κφκκκ一3φ 隻κ=0

(3.85)

(3.86)

03.87)

03.88)

34た だ し どの方 程式 にお いて も導 出 され る とは限 らない。
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Painleve性 (戸 田晃一)

     .タ=3： φxt→一6z42φκκ一トφxxxx=0                                 (3.89)

  の時

     u=2(1nφ)xx一 十u2                                          (3.90)

  はKdV方 程 式(3.2)の 解 で あ る。 故 に(3.87)，(3、88)及 び(3.89)はKdV方 程 式 か

  ら そ れ 自 身 へ のauto-Bticklund変 換 で あ る。 また φ。=ψ2と お く と，(3.88)と(3.89)

  は

     iPxx十z42ψ=λ ψ，                                                (3.91)

     ψご十3 u2 iPx 十3!聖ψκ十dixxx=0                                   (3.92)

  (λ：ス ペ ク トル パ ラ メ ー タ)を 得 るが ， これ はKdV方 程 式 のLax対35で あ る。 ま た(3.

  90)の 形36か ら直 ぐ にわ か る通 り， 広 田 の 直 接 法 と も一 定 の 関 係 が あ る こ と が知 ら れ て い

  る。 この よ うにWTC法 は 多 くの有 用 な情 報(副 産 物)を もた らす 。

(iii)ま た 非 可 積 分 系 に お い て も有 用 な 情 報 を も た ら す 事 が あ る。 そ の一 例 と してKdV-Bur-

 gers方 程 式

     Ut+UUx-FαUxx+βUxxx=0 (u=u(x， t))                       (3.93)

  (α，β ：0で な い定 数)を 考 え る。

     z4(x， t)～z40(κ ， t)φ『α(x， t)                                         (3.94)

  と し てLeading Order解 析 よ り

     α=2                                            (3.95)

  を 得 る。 級 数 解 を
           

     u(x，t)=Σ Uj(x， の φブ 2(x，の                  (3.96)
          ゴ；0

  と仮定すると

     u・一一12β伽1-12β φ一+子 α晦      (3.・97)

  と な る。 この 場 合U」 =O(ノ ≧2)が 成 り立 つ な らぽ

     u(x，の一12β(1・9φ(x，t))xx+撃 α(1・9φ(x， t))・    (3.・98)

  が 得 られ る。 これ は 広 田 変 換37とCole-Hopf変 換 の 重 ね 合 わ せ で あ る。 uが(3.98)を

  満 た す よ うに 展 開 が 切 れ る条 件 か ら

     φ(x・t)一1+・xp(A・+・wt)・ ω一一薯αk2・ k一 ±講   (3・・99)

  とい う摂 動 解 を 得 る。 よ って 変 換(3.98)を 経 由す る とKdV-Burgers方 程 式(3.93)の

  解

                   訟35両立条件(iP
xx)t=(ψ`)x。 を計 算 す る と                    =0の下 でKdV方程 式(3.2)を導 出 で きる。                   dt

36こ の形 はその ま ま τ関数 の定義 で あ る
。

37広 田変 換 としてみ た時 は φ よ り τと した ほ うが いいか も(τ 関数 の定 義)
。

38KdV-Burgers方 程 式(3 .93)は 非 可積 分 な ので解(3.100)を 重 ね 合わ せ る こ とは で きない。
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   綱 一3βん・sech・(kx+cdt2)+12a exp(kx+rut)51+exp(kx+wt)

を 得 る。 これ は ソ リ トン解38と 衝 撃 波 解 を 重 ね 合 わ せ た もの に な っ て い る。

(3.100)

以上までWTC方 法の例 として(1+1)次 元の方程式を用いたが，(2+1)次 元以上の非線形

偏微分方程式 に対 しても同様にWTC方 法を行 うことが で きる。例 えぽself-dual Yang

-Mills方 程式にもWTC方 法は適用できる[26]。 筆者は高次元可積分方程式について興味が

ある。以下ではこれまでに筆者が研究 した(2+1)次 元可積分方程式にWTC方 法を適用 し

てみ よう。

 (例3.11)Calogero-Bogoyavlenskii-Schiff方 程 式

 Calogero-Bogoyavlenskii-Schiff方 程 式39[27，28，29]

   ut十 ・Zfxxx一←4uu，z一トーZuX∂ 一ix 1.1zニ=0 (u=u(x， z， t))                            (3.101)

と は 高 次 元40KdV方 程 式 の 一 つ で あ る41。 こ の 方 程 式 の ソ リ トン 解42やHierarchy構 造 等 は 既

に 知 ら れ て い る[30，31，32]。WTC法 を 適 用 す る た め に は ∂i-1Xを消 す 必 要 が あ る の で ， 変 数 変

換

   u(x，z， t)一∂σ(x，z， tax)        (3・1・2)

により

   UXt十Uxxxz一 ト4UX t/Txz一ト2敬 κこノz=0                                (3.103)

と書 き直 す 。

 1.Leading Order解 析 ：

     σ ～Ua(x， z， t)φ一α(x， z，の                     (3.104)

  と し，(3.103)式 に代 入 す る と， 最 低 次 数 を持 つ 項Uxxxz， UXX Uz， Ux Uxzよ り

     a=1， ua=2φ κ                                      (3.105)

  となる。

 2.Resonance解 析 ：

  (1+1)次 元の場合 と同様をすれぽよい。ただこの時の計算量は(1+1)次 元 よりは手間

  がかかる。そ こで結果のみを記すと

     (j+1)(ブ ー1)(j-4)(j-6)α Φ。峨(α.1， 』… ，ua，Φ ・，Φ。，…)   (3・106)

  で あ る 。 よ っ てresonanceノ=一1.，1，4，6を 得 る 。

39空 間変 数x ，z，時 間変 数tの(2+1)次 元 方程 式 で ある。

40 (1+1)次 元 を低 次元 と呼 び， それ 以上 変数 が増 えた ものは全 て高 次 元 と呼ぶ。

41高 次元KdV方 程 式 で有名 な もの に は他 にKadomtsev-Petviashvili方 程 式 やBoiti-Leon-Manna

-Pempinelli方 程式 等 が ある。

42 この方程 式 は特別 な条 件下 でV字 型 の ソ リトン解 を もつ(筆 者 はVソ リ トン と呼 んで い る)。
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Painleve性 (戸田晃 一)

3.Compatibility条 件 ：

 こ こでKruskal予 想 とい う もの を 用 い る[22，26]。 そ れ は

    φ(x，z，t)=x十 Φ(z，t)， U；(x，z，t)=U；.(z，t)              (3.107)

 と出 来 る とい うも の で あ る。 例 え ぽ この 時 ，

    Ua=2φ κ=2                ・     、     (3.108)

 とい うよ うに な る。

 このKruskal予 想 を 用 い て， 数 式 処 理 を 使 っ て確 か め る とresonanceノ=1，4，6に 対 応 す

る 任 意 関 数 はU， ，U4， usと な って い る。 ま たresonanceノ ； 一1に 対 応 す る 任 意 関 数 は φ

で あ る。

4.結 論 ：

resonanceに 対 応 す る任 意 関 数 が 確 か め られ る。 よ っ てWTC法 を パ スす る。

 (例3.12)modified Calogero-Bogoyavlenskii-Schiff方 程 式

modified Calogero-Bogoyavlenskii-Schiff方 程 式[30，31，32]

   Vt十Vxxz 一4v2Vz-2 Vx∂牙1(v2)z==0 (v=zノ(x， z， t))                          (3.109)

と は高 次 元mKdV方 程 式 の一 つ で あ る43。 WTC法 を 適 用 す る た め に は ∂ノを 消 す 必 要 が あ る。

そ の た め に 方 程 式 を

   ρx十v2=0，                                                  (3.110)

   Vt十Vxxz十4ρxvz十2Vxρz=O                                       (3.111)

に分 離 す る。 この 時 の2つ の特 異 多 様 体
          

   ρ(x，2，t)=Σ ρゴ(κ，z，の φゴ+a(x，z，t)，
        ゴあO

   v(x，z，t)=Σ V」(x，2，の φゴ+β(x，2，t)                (3.ユ12)
        」=o

を考 え る。

 1.Leading Order解 析 二

     ρ～ρoφα， zノ～z/oφβ                                  (3.113)

  と し(3.110)式 と(3.111)式 に代 入 し て， 主 要 項 に注 目す る と

     α=β=一1， ρo+φx=O z/8+φ 灸=0                      (3.114)

  とな る。

 2.Resonance解 析 ：

  計 算 結 果 の み 記 す とresonanceノ=一1，1，3，4と な る。

 3.Compatibility条 件 ：

  Kruskal予 想 を 用 い て 数 式 処 理 を 用 い て確 か め る とresonanceブ=一1，1，3，4に 対 応 す る

43高 次 元mKdV方 程 式 で 有 名 な も の に はmodified Kadomtsev-Petviashvili方 程 式 やmodified

Boiti-Leon-Manna-Pempinelli方 程 式 等 が あ る。

44こ の 方 程 式 はCalogero-Bogoyavlenskii-Schiff方 程 式(3 .101)のMobius変 換(一 次 分 数 型 点

変 換)に 不 変 な 形 で あ る。
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  任 意 関 数 が 見 つ け られ る。

 4.結 論 ：

  resonanceに 対 応 す る任 意 関 数 が確 か め られ る。 よ っ てWTC法 を パ ス す る。

 (例3.13)高 次 元Schwarz-KdV方 程 式

高 次 元Schwarz-KdV方 程 式44[33]は

   象+s・ ・1[φ；x]一・・(φ 一 φ(x・z・・t))

で与 え られ， こ こで

   s・・1[φ；x]…(魁 一歩 像)1

で あ る。WTC法 を用 い るた め に ， 変 数 変 換

   φ=exp(Φ)，

の後 ， も う一 度 変 数 変 換

   Φκ=σ ， Φご=γ.

を す る と

   鵬 一σ酬+÷ 瓢 一一÷σ吼 一茅σ敬硯+号 嘸 一÷ぴ α一α

   σご=匹 ，

を 得 る。 この 方 程 式 にWTC法 を 適 用 す る。

 1.Leading Order解 析 ：

     σ ～ θ6φα， γ ～%φ β.

  と し(3.119)式 と(3.120)式 に 代 入 す る と， 主 要 項 に注 目す る と

     α=β=一1，

  及 び

     u8=φ 隻， α φオ=レ6φ。.

  を 得 る。

 2.Resonance解 析 ：

  級 数 解
       の                        の

     σ=Σ U，ip」 i， V=Σ 巧 φゴー1，
       」=O          j=0

  =一1，1，1，2を 得 る。

 3.Compatibility条 件 ：

  る。

 4.結 論 ：

  resonanceに 対 応 す る任 意 関 数 が確 か め られ る。 よ っ てWTC法 をパ ス す る。
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(3.117)

(3.118)

(3.119)

(3.120)

(3.121)

(3.122)

(3.123)

                                    (3.124)

を 方 程 式(3.119)と(3.120)に 代 入 してKruskal予 想 を用 い て計 算 す る とresonanceノ

数 式 処 理 を 用 い て確 か め る とresonanceノ=一1.，1，1，2に 対 応 す る任 意 関 数 が 見 つ け られ



Painleve性 (戸 田晃一)

 (例3.14)cylindrical Calogero-Bogoyavlenskii-Schiff方 程 式

cylindrical Calogero-Bogoyavlenskii-Schiff方 程 式45

                d-1   u
t一トL6xxz十4uuz十2uX∂ 一ix Z6z十                   u=0 (u=u(x，z， t))                   (3.125)                 2t

と は高 次 元cylindrical KdV方 程 式46で あ る[34]。 WTC法 を 適 用 す る た め に は ∂一1xを消 す 必

要 が あ る。 そ の た め 変 数 変 換

   ucx， z， t)=aUcaxz， t)        c3.126)

に よ り

                  d-1                     U
X=O                              (3.127)   UXt十UxXXZ十4UX UXZ十2UXx Uz十                   2t

とな る。

 1.Leading Order解 析 ：

     σ ～ こノb(x，z， t)φ一α(x， z， t)                                         (3.128)

  と し，(3.127)式 に 代 入 す る と， 最 低 次 数 を 持 つ 項Uxxxz， UX UXz， Uxx Uzよ り

     a=1， t/b=2φ κ                                                 (3.129)

  とな る。

 2.Resonance解 析 ：

  これ も計 算 結 果 の み に す る。resonanceノ=一1，1，4，6は で あ る。

 3.Compatibility条 件 ：

  このKruskal予 想 を 用 い て 数 式 処 理 を 用 い て 確iかめ る とresonance j=一1，1，4，6に 対 応

  す る任 意 関 数 が見 つ け られ る。

 4.結 論 ：

  resonanceに 対 応 す る任 意 関 数 が確 か め られ る。 よ ってWTC法 を パ スす る。

以 上 ， 例 を用 い て，Painleveテ ス トの 一 つ で あ るWTC法 に つ い て紹 介 した 。

4 WTC法 を用いた可積分方程式の探索(Quest)

前章では可積分判定に有効なPainlev6テ ス ト(ARS法 及びWTC法)を 紹介した。 この章

では与xら れた偏微分方程式がPainleve性 をもつ という意味で可積分 となるための条件を

45 この方 程 式 は筆 者 がLax対 を用 いた 高次 元化 に よ り導 出 した
。 ソ リ トン解(厳 密解)や 保 存量 は

分 か って い る。 また も う少 し一 般化 で きる。
46円 筒座 標 で記述 したKdV方 程 式 であ り

，二 次元 の イ オ ンプ ラズマ波 ソ リ トンに対 す る方 程 式 で あ

    d-1る[35]
。      u項は 円筒座 標 に よる波 面 の 曲が りの効果 を表 す。 球KdV方程式 の高 次 元 化 した方     2t

程式 につ いて も同様 の議論 が で き る[34]。
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WTC法 か ら得 られ る例 に つ い て紹 介 す る。 つ ま り既 知 の 方 程 式 を 拡 張 し て(各 項 に パ ラ メ ー

タ を ふ っ て お く)， そ れ にWTC法 を 適 用 しPainleve性 を 持 つ ・と い う意 味 で 可 積 分 と な る よ

うに パ ラ メ ー タの 満 た す べ き条 件 を求 め る。

              ヨ

   π=Σ 笏 φゴ+α， か=Σ 毎 φτ(ゴ+β)
     ゴ=0          プ=0

こ こ で

   φ=φ(x，z， t)=o， φκ≠0，

(U」=U」(x，z， t)， 〃ブ=か ゴ(x， z， t)， u。≠0， v。≠0)と 仮 定 し て ， WTC法 を 適 用 す る 。

 1.Leading Order解 析=

             ヨ

     π～ 〃。φα， 〃～ 〃。φπβ，

  方 程 式(4.1)に 代 入 して， 主 要 項 に 注 目す る と

     α=β=一2，

  が 求 ま る。

 2.Resonance解 析 ：

  級 数 解(4.2)を ， 方 程 式(4.1)に 代 入 す る と

                                

     uゴー3，`+(ノー4)U」 一2Φt+(ノ ー2)(ブ ー3)(i-4)u厂3(ノ ー4)Σ u，uゴーk
                               k=0

     +号(ノー4)訃 一(ブ+1-2k)一 ・，

 (例4.1)coupled：KdV方 程 式

coupled KdV方 程 式 と し てパ ラ メ ー タA， B， C(そ し てA≠0)を もつ

   {
    ut=一uXXX十6uux-3vvxX                  (

u=u(x，t)， v=v(x， t))                     (4.1)

    ut=一A?/xxx十BvXu十CvuX

を 考xる 。WTC法 を 適 用 し てcoupled KdV方 程 式 がPanleve性 を 持 つ と い う意 味 で 可 積 分

とな る よ うに パ ラ メ ー タA，B， Cの 満 た す べ き条 件 を 求 め る。 級 数 解 を47
     ◎◎                       o◎

                                         (4.2)

(4.3)

(4.4)

(4.5)

(4.6)

及び
                            

   θゴー3，t+(ノー4)刀 ゴー2Φご+A(ブ 亠2)(ノ ー3)(ノ ー4)v厂B Z v，V」一，(ノーk-2)                          k=O     ゴ

   ーC 2 v， Uj一，(ノー ん一2)=0，
     んニ 

を得 る。 計 算 を簡 単 に す る た め ， こ の例 で は この段 階 で はKruska1予 想

   φ(x，t) =x十 Φ(t)， 笏 ω ， 〃ノ=・〃ノ(の

を 用 い る。 そ して 笏 と 〃ゴに 関 して整 理 す る と

C4.7)

C4.8)

47vの 黴 解 で φ の 巾 で3

4(ノ+β)と し て ・・る の はWeak P・i・1・veテ ス ト か ら応 肌 て ・・る・

d・g・ee計 算 す る と[x]=一1と す る と[u]一2と[v]__32を 得 る.こ こか ら 巾 を34で く く る こ と

に な る(号 で く くって もよいが ， この方 が計 算が 楽 にな る)・
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Painleve性 (戸田晃 一)

    ?/o(912B+2C-Cj)一3v，(j-1)92(ノー4))(u；v；)一(f2)  (4.9)

と書 き直 され る。 こ こ で 五=ノK〃5.1， … ，uo， v；一1，… ， v。φ)(2=1，2)と な る。 た だ し.ん 乃

は 異 な る もの で あ る。 ま た

   91=(ノ ー2)(ノ ー3)(ノ ー4)一6uo(ノ ー4)，                                (4.10)

   9z=A(j-2)(j-3)(j-4)十uo(2B十2C-Bj)                          (4.11)

で あ る。resonanceブ は

        g1       -3v，(ノ ー1)(ノ ー4)   d
et                             =0                      (4.12)     

vo C2B十2C-Cj)     gz

に よ り与 え られ る.よ っ てu・ 一2+12v・v， に注 意 しな が ら， 行 列 式 をv.・v，に注 目 して 鯉

す る と

   (j十1)(j-4)(j-6)[A(j-2)(j-3)(j-4)十2(2B十2C-Bj)]十voviP(j)=0

                                       (4.13)

と ま とめ られ る。 こ こでP(ノ)は ノに 関 す る4次 の 多 項 式 で あ る。 も しv。v，が任 意 だ とす

る と，

   (j十1)(j-4)(j-6)[A(j-2)(j-3)(j-4)十2(2B十2C-Bj)]=0        (4.14)

   P(j)=0                                                          (4.15)

よ り(4.14)か ら ノが6個 ， そ し て(4.15)か らJが4個 の 計10個 を得 る48(重 複 で も別

に 数 え る)。 つ ま り級 数 展 開 で 現 れ る任 意 関 数 は10個 現 れ る。 し か し， 現 在 考 え て い る

coupled KdV方 程 式 はそ れ ぞ れorder 3の 計order 6の 方 程 式 で あ る(つ ま り必 要 な任

意 関 数 は6個)。 よ っ て ノ(任 意 関 数 の 数)が4個 余 分 で あ る。 よ っ て

   vovl=0

と し な け れ ぽ な ら な い 。 そ の と き は(4.13)は

   (ブ十1)(ノ ー4)(ノ ー6)[A(ノ ー2)(.ノ ー3)(ノ ー4)一 ←2(2B一 ト2C-Bj)]=0

の み とな る。 よ っ て 現段 階 でresonanceブ

   ノニ ー1，4，6

が 求 ま る が ，

(4.16)

(4.17)

(4.18)

       こ のresonanceは 方 程 式(4.1)でv=0と し た 時49のresonanceで あ る。

つ ま り この 時 は対 応 す る任 意 関 数 は φ，u、， usで あ る(詳 し くは例3.9を 参 照 の こ と)。 残

48負 で はな い整 数 で あ る として
， つ ま り全 て 負 で はな い整数 とな る よ うに パ ラ メー タに条 件付 けで

きた と して。
49こ の時

，coupled KdV方 程 式(4.1)はKdV方 程 式(3.2)に リダ ク シ ョン され る。細 か い事 を

い うとKdV方 程式(3.2)と リダク シ ョンされ たKdV方 程 式 は係数 が異 なる。 しか しleading order

やresonanceの 数及 び任 意 関数 の場所 は変 わ らない。

50最 初 に この問 題 に取 り組 んだ時 は もっ と複雑 な計 算 を した[34] 。 今 回 この小論 を書 くに あた り整

理 され た形 に ま とめ 直 した。 何で最 初 に気 づ か なか ったの だ ろ うか と不 思議 であ り恥 ず か し くも あ る。

しか しそ の一方 で複 雑 な計算 ノー トの方 が愛 お し く思 って しま うの も事 実で あ る。
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 りのresonanceは ， パ ラ メ ー タ の 値 に 制 限 を課 す こ と に よ り， 方 程 式(4.17)中 の 下 線

部 か ら負 で は な い 整 数 と して 得 られ る は ず で あ る。 そ れ を見 て い く50。残 りのresonance

の 個 数 は3個 な の で ノ1，ノ2，J3(全て 負 で は な い 整 数)と して ， そ れ ぞ れ 対 応 す る任 意 関 数

をv；，，v；，， v；，とす る51。 この 時 ， 下 線 部 力》に対 して3次 方 程 式

    A(1-71)(ブ ーメ2)(グーノ3)=0 (A≠0)                                  (4.19)

 と い う形 に な る はず で あ る。3次 方 程 式 の 「解 と係 数 の 関 係 」 よ り

                            4(B+C)                    2B                                       (4
.20)                       ノ1/2/3=24一    ノ1一}一ノ2・十一ノ3=9， ノ1J2→一ノ2/3一トノ3/1；26-                    A'

を 得 る。 よ って(4.20)を 満 た す 負 で は な い 整 数 ノ1，ノ2，ノ3を求 め れ ば よい 。 今 の場 合

    .タ3>.タ2>.タ1⊇≧0                                                        (4.21)

 とい う大 小 関 係 を課 して も一 般 性 は 失 わ れ な い 。 そ して

    Case(i)ノ1=0， ノ2=2， J3`7の 時 二B=6A， C=O

    Case(ii)ブ1=0，72=3， ノ3=6の 時 ：B=4A=2C

    Case(iii)ノ1=0， ノ2=4， ノ3=5の 時 ：B=3A=O

    Case(iv)ノ1=1， ノ2=2， ノ3=6の 時=B=3A， C=O

    Ca・e(・)ブ1-1，/2-3， js=5の 時 ：B=2A-2C

    Case(vi)ブ1=2， ノ2=3， js=4の 時 ：B=C=0

が 求 ま る。

3.Compatibility解 析 ：

φ，u4， us， v；，， v；、， v；、が 本 当 に 任 意 関 数 に な る か ど うか ， 級 数 解(4.2)をcoupled KdV方

程 式(4.1)に 代 入 し て確 か め る。 計 算 過 程 は 複 雑 な の で 略 す が ， 結 果 と して は パ ラ メ ー

タ がCase(iii)とCase(v)の み φ， u4， us， v；，， v；Z，そ し てv；、が 確 か に 任 意 関 数 に な っ て い る。

  Case(iii)の 時 ：

  この 時 のcoupled KdV方 程 式 は 超 対 称 性52を 持 つ 可 積 分 系53で あ る こ とが 知 られ て い る。

  [37]

  Case(v)の 時 ：

  この 時 のcoupled KdV方 程 式 はbi-Hamilton構 造 を持 つ 可 積 分 系 で あ る こ とが 知 られ

  て い る[38]。

で あ る。

51KdV方 程 式(v-0の 時)のWTC法 に 対 す る結 果 よ り
， これ 以 上uの 展 開 係 数：関 数u； に は 任 意

性 は 見 い だ せ な い な ず で あ る 。 よ っ て 残 りの 任 意 性 はvの 展 開 係 数 関 v；に 現 れ な け れ ぽ な らな い。
52uとvが δ

，u=svXか つ δ，v=euを 満 た す 時 に こ の よ うに 呼 ば れ る。 こ こ で ε はanticommuting

parameter(Ez=O)で あ る 。 この 場 合uは ボ ゾ ン場 ， vは フ ェル ミ場 で あ る。

53こ の 系 はsuper KdV方 程 式 と呼 ぼ れ
， super Kadomtsev-Petviashvili方 程 式 か らの リ ダ ク シ ョ ン

で 得 られ る 。 ま た 最 近 筆 者 は こ のsuper KdV方 程 式 のLax対 か らの 高 次 元 化 に 成 功 し て い る[36]。

 26



Painleve性 (戸 田晃一)

4.結 論 ：

パ ラ メ ー タがCase(iii)ま た はCase(v)の 条 件 を 満 た す と きの みWTC法 を パ スす る。

 筆者は高次元可積分方程式の構成法に興味がある。我hの 住んでいる世界が(3+1)次 元で

あるにも関わらず，現在 までに知 られている非線形可積分系の多 くは(1+1)次 元である。高

次元可積分系はほとんど知られていない。低次元可積分系を単純 に高次元にしてもその可積分

性 は保たれない。 よって，低次元非線形偏微分方程式の可積分 とい う性質(可 積分性)を 残す

ような次元拡張法(高 次元化法)の 構築を筆者 の研究課題にしている。現在までに微分作用素

型Lax対54に 対する高次元法を提案 している55。次の例ではLax対 か らの高次元化ではな く，

既知の低次元可積分方程式に考xら れる高次元化方程式 の一般的な形(各 項にパ ラメータを

ふっておく)を 与 えて，それにWTC法 を適用 しPainleve性 を持つ という意味で可積分 とな

るようにパラメータの満たすべ き条件を求める。

 (例4.2)高 次 元mK：dV方 程 式

 高 次 元mKdV方 程 式(3、109)を 一 般 化 した

   Vt一トVxxg十一Az/2Vz一十一Bz/x(aXlvvz)十 一Cz/Vx(∂三1〃z)=0， (v=v(x， z， t))            (4.22)

にWTC法 を適 用 して 方 程 式(4.22) .がPainlev6性 を 持 つ と い う意 味 で 可 積 分 と な る よ うに

パ ラ メ ー タA，B， Cの 満 た す べ き条 件 を 求 め る[39]。 た だ し方 程 式(4.22)が リダ ク シ ョン

(z=x)し た と きにmKdV方 程 式(3.1)に な るた め に は

   A+穿+C≠ ・，          (4・・23)

で な け れ ぽ な ら な い。

WTC法 を適 用 す るた め に は ∂ノ を 消 す 必 要 が あ る。 そ の た め に方 程 式 を(u=u(x，z， t)，

vニv(x，z，t)， w=・w(x，z， の)を 用 い て

   Ux-Bvv.=0，                                                       (4.24)

   z〃x-CVz=0，                                                       (4.25)

   z/t一トVxx2十Az/21/z十UVx十z/Vxw=O，                                         (4.26)

と分 離 す る。 級 数 解 を
                                                  

   u == 2 ujφ'+a， v=Σ v， ¢」+β， w==Σ ωゴφブ+「              (4.27)
    j=O          j=o          ゴ=0

こ こ で

   φ=φ(x，2r， t)=0， φx≠0，                                                (4.28)

(u；=u；(x，z， t)， V」・= V」'(x， z， t)， W」=W」(x， z， t)， Uo≠0， v。≠0， w。 ≠0)と 仮 定 し て ，

54Lax対 には微分作用素型と行列型とがある。
55 この方法は 「非可換空間の場合」や 「超対称性を持つ場合」にも有効であろう(実 際部分的にで

はあるが成功している)。
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WTC法 を適 用 す る。

 1.Leading Order解 析 ：

     u～z40φ α， v～z/oφβ， 〃リ～zOoφγ，                                      (4.29)

  (4.24)式 か ら(4.26)式 に 代 入 して ， 主 要 項 に 注 目す る と

     α=・一2，Q=Y=一1，                               (4.30)

  及 び

     炉 舞 励 一C伽 ・nd vo=一A+舞 彡戔+C   (4.31)

  が 求 ま る。

 2.Resonance解 析 ：

  級 数 解(4.27)を(4.24)式 か ら(4.26)式 代 入 す る と， 漸 化 式(Σ はftに 含 ま れ て い

  る)

     (1-2)φ κz45-B(ノ ー2)iノゴ=丿Fl，                                        (4.32)

     (ノL1)φ κz〃，一C(ブ ー1)φzzノゴ=ノc2，                                      (4.33)

     〃oφκz4ゴ_G(ノ)v；_ト2/8φκω，=`f3，                                       (4.34)

  を 得 る。 こ こ で

     G(j)_12A+6C+j(A+B/2+C)(j-1)(j-5)   (4.35)A+B/2+C

  で あ り，f==ft(u，_1， … ， u。， u；一1，… ， vo， w；一，，… ， wo， φ)Ci=1，2，3)と な る 。 た だ し ん 乃，

  f3は 全 て こ と な る も の で あ る 。 漸 化 式(4.32)か ら(4.34)よ り

     C計 禦 勲 帆)  (4.36)
  と書 き直 され る。resonance jは

      (ノー2)φ κ 一B(j-2)   O

     det   O     -C(ノ ー1)φ 著  (.ター1)φ κ=0                         (4.37)

       〃oφκ   一G(ノ)   θ3φκ

  で 与 え られ る。 簡 単 な計 算 に よ り

     j=ｱ1，2，3，4                                                    (4.38)

  が 求 ま る。

 3.Compatibility解 析 ：

  Kruskal予 想

     φ(x，z， t)=x十 Φ(z， t)， u；=u；(z， t)， v；=v；(z， t)， v；=v；(z， t)， w；=w；(z， t)

                                       (4.39)

  に よ り計 算 の負 担 を 軽 減 して か ら， 数 式 処 理 に よ り任 意 関数 が 出 る よ うにパ ラ メ ー タ の条

  件 を 求 め る。 計 算 過 程 は 複 雑 な の で 略 す が， 結 果 と し て は 以 下 の 関 係 を 求 め れ た(条 件
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(4.23)も 考 慮 し て)

ブ=一1に 対 応 す る任 意 関 数 は φで あ る。 残 りの ノ=1，2，3，4に 対 応 す る 任 意 関 数 とそ の 時

の条 件 は

 Case(i)A=B≠0の 時 ：

 j=1に 対 応 す る 任 意 関 数 は{u， ，v，，2〃1}の どれ か 一 つ ， ブ=2に 対 応 す る 任 意 関 数 は

 {uz， v2， z〃2}の ど れ か一 つ ， ノ=3に 対 応 す る任 意 関 数 は{u3， vs， w3}の ど れ か 一 つ ， ノ

 =4に 対 応 す る任 意 関 数 は{u4， v4， w4}の どれ か 一 つ で あ る。

 Case(ii)A=B+Cか つ3B+4C≠0の 時 ニ

 ノー1に 対 応 す る 任 意 関 数 は{u， ，v，，w，}の ど れ か 一 つ ，ノ=2に 対 応 す る任 意 関 数 は

 {uz， vz wz}の どれ か一 つ ， ノ=3に 対 応 す る任 意 関 数 はv3， ノ=4に 対 応 す る任 意 関 数 は

 {u4，?/a， w4}の どれ か一 つ で あ る。

 Case(iii)A=B+C/2か つB+C≠0の 時 ：

 ノ=1に 対 応 す る任 意 関 数 は{u、 ，v、， w，}の どれ か 一 つ ， ノニ2に 対 応 す る任 意 関 数 はvz，

 ノ=3に 対 応 す る任 意 関 数 は{us， v3， w3}の どれ か 一 つ ， j=4に 対 応 す る任 意 関 数 は

 {u4，v4，w4}の どれ か 一 つ で あ る。

で あ る。

4.結 論 ：

resonanceに 対 応 す る 任 意 関 数 が 確 か め ら れ る。 よ っ て パ ラ メ ー タ がCase(i)か らCase

(iii)の条 件 を 満 た す と き の みWTC法 を パ ス す る。 Case(i)の 場 合 は 方 程 式(4.22)は

modified Calogero-Bogoyavlenskii-Schiff方 程 式(3.109)で あ り， Lax対 や 保 存 量 ，

 ソ リ トソ解 が知 られ て い る[30]。

5 特異点閉 じ込め法=離 散系の可積分判定テス ト

 最近，数理工学や物理学 において離散可積分系が直接現れ，離i散(差 分)方 程式 自身の数学

的構造(代 数構造や特殊関数の性質等)の 研究が今まで以上に活発になってきている。本章で

は，非線形離i散(差 分)方 程式の可積分性，離散の世界 におけるPainleve性 に相当す る概念

である 「特異点閉 じ込め」及びその判定法について解説する56。

5.1 非線形離散系の可積分性

第1章 で有限及び無限 自由度の可積分性について簡単にまとめた。そ こで無限自由度になる

56 この分野での日本人の研究者の活躍は目覚ましい。まさに日本の可積分系の研究者は猫も杓子も

といった状態である。しかし残念ながら筆者は離散可積分系については耳学問程度しか知らない。故

にこの章をまとあるにあた り複数の文献を参考にした。そのリス トを[40]に 挙げておく。
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と 「可積分性」 と呼ぼれる概念がはっき りしなくなることを見た。それでは離散(差 分)系 に

関する可積分性はどうであろ うか? 実は連続系以上 に確立 されていない。連続系の場合の性

質と比べ るとどうなるか見てみ よう；

 1.Lax対 の存在 ：

  Lax対 は多 くの離散方程式に対 して構成 されているが，非常に形式的である。離散方程

  式57に対 して逆散乱法(の ような方法)で 初期値問題が解析 された例は少なくとも筆者は

  知 らない。

 2.Liouville-Arnoldの 意味での 「可積分性」

  確立 された離散時間Hamilton系 の概念が未だない(と 思 う)。

 3.無 限個の保存量 ・対称性の存在 ：

  Lax対 が存在すれぽ形式的には保存量(保 存密度)は 作れる。対称性に関する研究 は最

  近流行の離散Painleve方 程式[41]に 関す るもの しか知 られていない(と 思 う)。

 4.厳 密解の存在 ：

  広田の直接法やBacklund変 換な どにより(N一 ソリトン解の ような)広 いクラスの厳密

  解の存在は多 くの離散方程式に対して示 されている58。

 5.Painleve性=

  離散系 のPainleve性 に相当する概念は何だろ うか? 実は 「特異点閉 じ込め」 と呼ぼれ

  る性質がそれであると主張 されている。 この後詳 しく述べる。

当然のことながら， これらの性質の同値性はほとんど議論 されていない。従 って連続系以上に

離散系では何をもって可積分 と称す るかが全 くはっきりしていない。

5.2 特異点閉 じこめ

 本節ではまず 「特異点閉 じ込め(Singularity Confinement； 以後略 してSCと 書 く)」につ

いて，引き続いてSCテ ス トについて説明する。

 Grammaticosと 共同研究者達 はQuispel系 と呼ぽれる 「保存量をもつ とい う意味で可積分」

な一群の2階 差分方程式[42]が 共通 してSCを もつ ことを見い出した[43]。 そして彼 らは

この性質こそがPainleve性 の離散版であると主張 した。 SCと は以下のような性質である ；

 「可積分写像」ならぽ

 ●初期値に依存 してあるステップで特異性が現れた時，その特異性は何ステ ップか後に打ち

  消しあってな くなってしまう(つ まり特異点は有限領域に閉 じ込められ る)。

 ●初期値に関する情報は特異点59を通過 した後で も失われない。

57戸 田方 程式 の よ うな微 分差分 方程 式 は除 く
。

58連 続系 にお ける状 況 と似 通 ってい る(多 分)唯 一 の性 質 であ ろ う
。

59諄 い よ うで あるが
， 注意 す べ き事 は ここで い う特 異点 とは 「動 く特 異点 」 の事 で あ る。「動 か ない

特異 点」 は以下 の議論 の対 象 か ら除か れ なけれ ぽ な らない。
60こ の方 程式 は離 散Painleve方 程 式 に帰着 で き る

。
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まず この主張を具体例で見てみよう。

 (例5.1)離 散KdV方 程式60にはいろいろなタイプがあるが可積分なものとしては

   ず1菰 夛+1_1x；x；+、             (5.1)

が 有 名 で あ る。 これ を例 に と る。 今 ix；=ε→0に な った と し よ う。 この 時 逐 次 的 に 漸 化 式 を 解

く と

   娼 一÷ ・(・・)一∞，        (5.2)

   Zx；・1-1e+・(ε1)一〇〇，         (5.3)

   xｱi=一 ε十〇(ε2) →0，                                                 (5.4)

とな り特異点が生じるが，その他は有限値 となり特異点 は打 ち消 しあってな くなってしまう。

更に初期値の情報は失われていない。 この状況はPainleve性 の概念に非常に類似 していると

言xる 。事実多 くの離散可積分系がこの性質をもっていることが調べられている。

 離散KdV方 程式(5.1)の 例で見た特異点の解析での過程 は，実 は，そのまま離散系にお

ける可積分判定法のアルゴ リズムを与 える。 これ は 「特異点閉 じ込めテス ト(SCテ ス ト)」

と呼ぽれ る。

 ここにSCテ ス トのアルゴリズムを整理すると

 1.与 えられた差分方程式の初期値を特異性が生 じるように選ぶ，

 2.そ の初期値に微少量の摂動を加 え，逐次的に発展させる，

 3.何 ステップかの後にεの負巾の項が消え，定数項に初期値の情報が残っているかど うか

  をチェックす る，

で与 えられる。例を用いてSCテ ス トを具体的に見てみよう。

 (例5.2) 2階 の差分方程式

   舳+ axnxn-1-1-xn(・=定数)         (5・5)

を 考 え る。 初 期 値 と して， 例 え ぽ，(x。，x、)=(b， ±1)と 選 ん で み る と

   x・一、響気一κ・一ｱa-b=0 ・・        (5.6)

とな っ て し ま う。 こ の よ うに初 期 値 の 選 び方 に よ り生 じ る特 異 点 を 動 く特 異 点 と呼 ぶ(こ こ ま

で が ア ル ゴ りズ ム1)。 動 く特 異 点 が 生 じた 時 の ， そ の 周 りで の 情 報 の 伝 搬 を 見 た い。 そ こ で

εを 微 少 量 と して ，bを 定 数 と し初 期 値 を(x。 ，x，)ニ(b，1+ε)と お き， こ れ を 代 入 し て 計 算

を進 め て い く ；

   x・一一 ピL气4ろ+・(ε1)，       (5.7)

   x3=一1一 ←ε→一〇(ε2)，                                                    (5.8)

   x4=一 ろ十 〇(ε1)(こ こ まで が ア ル ゴ1丿ズ ム2)。              (5.9)
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明 らか な よ うに ，x2で 現 れ た特 異 性 と， x3で 現 れ た 一1に よ る特 異 性 が上 手 く打 ち 消 し あ うこ

とでx4が 有 限 値 と な って い る 。 更 にx4に 初 期 値bの 情 報 が 残 っ て い る(こ こ ま で が ア ル ゴ1丿

ズ ム3)。 以 上 よ り離 散 方 程 式(5.5)はSCテ ス トに 通 っ た こ と に な る。

 今見てきたのは，SCに よる，与 えられた離散(差 分)方 程式が 「可積分61」か どうかの判

定であったが，この章の締め として，SCが 一群の離散方程式の中から 「可積分」な方程式を

抽出することに対 しても極めて簡単で強力な手法であることを見てい く。

 方程式(5.5)を 少し一般化 して62f。をnの 任意関数 として

   xn・1+xn一・一ynxn1-xn               (5.10)

を考 えて み る。ynの 値 に よ っ て離 散 方 程 式(5.10)は 可 積 分 に も な り， 非 可 積 分 と も な りえ る。

方 程 式(5.10)が 可 積 分 とな る よ うなynの 条 件 を 求 め て み よ う。 こ の場 合 も(xn， xn+、)=(b，

1+ε)か ら始 め て，(例5.2)と 同 様 の計 算 す る と，xn+4で 特 異 性 が打 ち 消 さ れ る条 件 と して ，

方 程 式

   yn+3-2yn+2十yn+1=0                                                   (5.11)

が得 られ る。 条 件 式(5.11)つ ま り

   y.=an+β(α ，β ：定 数)                       (5.12)

の 時 の み ， 与xら れ た 離 散 方 程 式(5.10)はSCテ ス トに 通 る63。 つ ま り(少 な く と も64)方

程 式(5.10)中 のynが(5.12)を 満 た す と き は離 散 可 積 分 系 に な る こ とが 分 か った 。 直 ぐに

分 か る よ うに α=0の 時 が 方 程 式(5.5)で あ る。

 (追加)

 連続の世界のソリトン解(ま たはそれに類似する解)を もつ方程式に対 してN一 ソリトン解

などの構成には 「広田の直接法」が強力な手法である。同様に離散の世界でもこの方法の適用

は可能ではあるが，連続系ほど単純 にはいかないようである。 ところが，SCテ ス トを適用 し

た際に現れる特異点の伝搬パターンを補助的に用いることによって，簡単に 「広田の直接法」

の適用が可能になる事例の存在が報告 されている[44，45]。 故にSCテ ス トは可積分系を(一

応)判 定し，それからroutine workで 解を構成できるとい う優れた方法であると言える。

siこ こで云 う可積 分 とはSCを もつ とい う意味 での可積 分 で ある
。

62方 程式(5 .5)中 の定数aを 変数ynに 置 き換 えた。

63実 は この よ うに して得 られ る方程 式 は離散Painleve方 程 式 の一 つ にな る
。

64こ れ も諄 い よ うで あ るがSCは あ くまで も離 散系 の可 積分 性 の性質 の一 つ に過 ぎ ない
。
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6 まとめ

 可積分系 といえども，その 「可積分性」の本質は背後の代数的な構造にあ り，解析的な性質

の解明はまた別問題である。すなわち，ほとんどの場合，考えている方程式が可積分だとして

も，一般の初期値問題が 「解ける」わけではない。 この小論では可積分の性質 の一つである

Painleve性 に注 目して，その性質をもつかどうかを判定するPainleveテ ス トを(筆 者の研究

成果 も含めて)紹 介 した。

 第1章 で述べた通 り，常微分方程式のよ うな有限自由度系ではかなりはっきりとした可積分

性の定義(っ ま り1.iouville-Arnoldの 定理の意味での可積分)が ある。 しか し無限 自由度 の

場合には可積分性の定義はぼやけて くる。そこでは定義 とい うよ りは可積分方程式の共通 して

そ うな性質だけが分かっている。常微分方程式 の可積分性 と関係があるPainleve性 に着 目し

て第2章 で簡単 に紹介 した。そ して第3章 で見た通 り，Painleveテ ス トにはテス トす る方程

式が常微分方程式か偏微分方程式かでそのアル ゴリズムが異 なる(そ れぞれARS法 ， WTC

法 と呼ぼれている)。例xぽ 常微分方程式に対す るPainleveテ ス ト(ARS法)で は動 く特異

点が高々極であること，つま り動 く特異点の周 りで一般解がLaurent級 数の形で求まるかど

うかチ ェックしている。 とい うことは，解は複素平面で1価 であ り，動 く特異点があったとし

てもその周 りで情報が欠落していないことを意味している(た だし動かない特異点に関してま

で極であることは制限が非常に きつす ぎる)。明らかにPainleve性 とい う意味での可積分 と

Liouville-Arnoldの 定理の意味での可積分には大 きなギ ャップがある。勿論，厳密にはPain-

leve性 が可積分の必要十分条件だとい うことにはな らない。少な くとも必要条件 ではない。

実際にLiouville-Arnoldの 定理の意味での可積分であってもPainleve性 をもたない簡単な例

が知 られている(動 く特異点 として代数的分岐点まで許 しても同様の議論ができる例 も存在す

る(弱Painleve性))。 ただ経験的にPainleve性 が可積分の十分条件 としては受 け入れ られ

る。偏微分方程式に対するPainleveテ ス ト(WTC法)に ついては特異点が特異多様体に代

わ るなど異なる点もあるが，それ以外は基本的にARS法 と同様である。このことは第3章 で

挙げたさまざまな例から体感 してもらえたであろ う。更にPainleveテ ス トは可積分を判定す

るだけではなく，可積分方程式を導出するツールとしても役に立つことを，筆者の研究成果を

例に とり第4章 で紹介した。ただWeak(弱)Painleveテ ス ト， Painleve性 とSchwarz形

式65との関係[46，47，48]やWTC法 の問題点(例 えばテス トを適用す るために必要 な方程式

の分離の困難[32]等66)に 触れることが出来なかったことが心残 りである67。

65微 分方 程 式 のMobius変 換 に対 して不 変 な形 の こ と
。

66Painleveテ ス トの この よ うな問 題点 は不 思議 と語 られ ない
。

67 この こ とは富 山県 立大 学 の紀要 に で も書 くことに しよ う
。
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 また第5章 では離散系 に対す るPainleve性 に相当す る(と 考 えられている)概 念である

SCと その判定であるSCテ ス トを，筆者の専門外ではあるが，簡単に紹介した。そ こで 「果

たしてSCテ ス トに通ったからと言って，その離散(差 分)方 程式を 「可積分」 と考えてよい

のか?」 とい う根本的な疑問が湧いてきたであろ う。 ところが離散系において 「可積分性」 と

い う概念が連続系以上に確立されていない現状ではこの疑問に対 して解答をしよ うがない68。

つまりSCの 厳密な意味での妥当性や数学的根拠は現在のところ全 く分かっていない。

 ところで1990年 ，高橋 らは 「究極の離散系」であるセル ・オー トマ トン系を考察 し， ソリト

ンだけからなるソリトン・セル ・オー トマ トンを提唱 した[50]。 この系は長年謎めいたもので

あったが，最近時弘とその共同研究者達により超離散化と呼ぼれる一種の非解析的極限によっ

て既知の離散(差 分)ソ リトン方程式からソリトソ ・セル ・オー トマ トソが組織的に構成され

ることが分 かって きた[51]。 得 られ る超離散方程式は+とmax代 数だ けか らな る代数系

(max-plus代 数 と呼ぼれ る)の 上の方程式であ り，離散数学 と可積分系を結 びつ けると期待

され，更に工学の応用にも注 目されている。 また 「超離散化」は 「可積分性」 とは独立の手続

きであるため，非可積分系，特にカ=オス的な振 る舞いを示す系に対する手法 として注 目されて

お り，更なる発展が期待 されている69。しかしこの超離散の世界でのPainleve性 に相当する

概念については筆者の知 る限 り知 られていない(現 時点では候補すらない)。

 筆者の研究 は低次元から高次元に拡張される際の世襲 される性質と消滅する性質，及び新 し

く生まれる性質を一貫 して探求 している70。ここから，系が高次元 に拡張される際に可積分性

が保持されるための条件が決定 されると確信 している。加えて非可換空間の場合，超対称性を

もっ場合や離散系 も含めて高次元可積分方程式の数理構造に対する新 しい知見が得 られること

を期待 している。現在 までに数理工学や数理科学の多 くの局面に 「可積分系の数理構造」があ

るだけでな く，可積分系の方法論の有効性が広 く認識 されるようになってきた。今後 はさらに

徹底 してこの独自性の高い研究テーマを推進 したい。
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68SCテ ス トに は通 るが カ=オス的 な挙 動 を示 す よ うな あ る種 の常差 分 方程 式
，す なわ ちrSCテ ス ト

に は通 れ ぽ可積 分 で ある」 とい う主張 に対 す る唯一 の反 例 が知 られ て い る[49]。

69最 近 で は可解 格 子模型 との関 係 も見 えて きて い る[52]
。 超離 散 に関 す る研 究 成果 や 情報 はそ の発

見 者 の一 人 で あ る高 橋 氏 の ホ ーム ペ ージ ：http：//www.math.waseda.ac.jp/daisuke/public/papers.

htmlで 見 るこ とが で き る。

70た ま に脇 道 にそ れ る こ ともあ るが ……
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最後に原稿提出の遅れを我慢強 く待って くださった紀要編集委員の先生方 に心からのお詫び

と御礼を申し上げます。
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